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Vorwort. 


Dieses  ElementarlehrbucK  beschäftigt  aicli  mit  der  htkijraiton 
WM  (/ewijknlklwn  und  linearen  partiellen  Differentialfflcicfiuni/en  iintl  «war 
Etinächst  mit  der  Entwickelung  der  in  den  gebräuchlichen  Lehrbücliern 
eathaltenen  Integrationsverrahren ,  welche  daselbst,  als  einzelne  von 
einander  unabhängige  Thsorieu  dargeatellt  zu  werden  pflegen,  während 
hier  als  Ausfluss  aus  einer  allgemeinen  Methode  auftreten.  Diese 
Methode  giebt  eine  Integrationstheorie  für  aüe  Differentialgleichungen, 
taidte  eine  oder  mehrere  bekannte  intinitesimale  Transformationen  ge- 
tüttten.  Man  könnte  daher  sagen,  dass  sie  anf  dem  Principe  der  in- 
finitesitnakn  Transformationen  beruht,  wobei  jedoch  zu  bemerken  wure, 
dksa  sich  dieses  Princip  nicht  in  einem  Satze  erschöpfend  aussprechen 
lüsst,  daas  es  vielmehr  in  den  verschiedensten  Einkleidungen  auftritt 
ond  die  mannigfaltigsten  Anwendungen  gestattet, 

lo  ihrem  weiteren  Ausbau  führt  die  Verwertung  der  infinitesimalen 
Transformationen  zu  dem  äusserst  wichtigen  Griippenbegriff,  indem  es 

dasselbe  hinauskommt,  ob  eine  Differentialgleichung  mehrere  in- 
finitesimale Transformationen  oder  eine  conti nuierliche  Gruppe  von 
Transformationen  gestattet.  Es  zeigt  sich  in  diesen  Vorlesungen,  dass 
dtvj«nigon  allgemeinen  Classen  von  Differentialgleichungen,  welche  die 
älteren  Mathematiker  integrierten,  und  die  iu  den  Lehrbüchern  be- 
trachtet werden,  eben  als  die  allgemeinsten  Differentialgleichungen 
charakterisiert  werden  können,  die  gewisse  Gruppen  von  Transforma- 
tionen gestatten.  Somit  kommt  der  moderne  Begriff  der  Differential- 
mvarianlet},  wenn  auch  in  versteckter  Form,  in  jedem  Lehrbuch  über 
Differentialgleichungen  vor.  In  diesen  Elementarvorlesungen  be- 
Mshräuken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung,  sowie  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichuugen  in  drei  und  vier  Veränderlichen, 
welche  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestatten.  Für  alle 
diese  Differentialgleichungen  entwickeln  wir  gewisse  rationelle  Inte- 
gra tionstheorien,  die  sich  durch  die  Verwertung  des  Principes  der  in- 
finitesimalen Transformationen  nnturgemiiss  darbieten. 


rv  Vorwort. 

Diese  Vorlesungen  haben  auch  insofern  Bedeutung,  als  sie  weiter- 
gehende Studien  vorbereiten.  Unsere  Entwickelungen  geben  nämlich 
dem  Leser  eine  Ahnung  von  der  ausserordentlichen  Fruchtbarkeit  des 
Begriffes  der  infinitesimalen  Transformationen  und  der  von  ihnen  er- 
zeugten Gruppen  für  die  Integrationstheorien  überhaupt.  Viele  unter 
den  speciellen  Anwendungen  dieser  Begriffe  dürften  ebenso  wichtig 
sein  als  gewisse  Theorien,  die  man  heutzutage  mit  dem  Namen  von 
Principen  belegt  So  ordnet  sich  —  um  hier  nur  eine  Anwendung 
zu  nennen,  die  allerdings  im  vorliegenden  Buche  nicht  enthalten  ist  — 
die  ganze  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung dem  Begriff  der  infinitesimalen  Transformationen  unter  und 
dementsprechend  jedes  Problem,  welches  sich  auf  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  zurückführen  lässt,  also  namentlich 
das  allgemeine  Problem  der  Dynamik.  Z.  B.  fliessen  aus  der  nahezu 
selbstverständlichen  Thatsache,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  welche  dem  Problem  der  n  Körper  äquivalent  ist,  die 
Gruppe  der  Bewegungen  des  Baumes  gestattet,  die  Flächensätze  und 
die  ersten  Schwerpunktsintegrale. 

Schliesslich  wird  der  Leser  durch  diese  Vorlesungen  vorbereitet 
zur  Inangriffnahme  des  allgemeinen  und  ganz  besonders  wichtigen 
Problems,  ein  sogenanntes  vollständiges  System  mit  hekanntei'  Gruppe  su 
integrieren.  Die  allgemeine  Erledigung  dieses  Problems,  auf  das  sich 
sehr  viele  wichtige  andere  zurückführen  lassen,  unter  anderen  die 
ReducÜon  von  gegebenen  Differentialgleichungen  auf  typische  Formen, 
würde  jedoch  zunächst  das  Studium  der  Theorie  der  Transformations- 
gruppen  erfordern. 

Das  Wenige,  was  von  der  Theorie  der  Transformationsgruppen 
in  diesem  Lehrbuche  gebraucht  wird,  ist  ausführlich  von  den  ersten 
Elementen  an  entwickelt.  Daher  kann  und  soll  dies  Werk  dazu 
dienen,  einerseits  die  Bedeutung  der  Gruppentheorie  klar  m  machen,  an- 
dererseits das  Eindringen  in  dieselbe  in  besonderem  Maasse  zu  erleichtern. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  es  keineswegs  im  Plane  des 
Buches  lag,  nach  irgend  einer  Seite  hin  eine  vom  Standpunkt  des 
Fachmannes  abgeschlossene  Theorie  zu  geben.  Auch  ist  im  Interesse 
der  leichteren  Verständlichkeit  die  Begründung  der  Entwickelungen 
nicht  immer  ganz  streng  gehalten,  und  überdies  wurden  von  vorn- 
herein gewisse  Probleme  und  Theorien  überhaupt  von  der  Betrachtung 
ausgeschlossen,  so  insbesondere  functionentheoretische  Fragen,  wie  die 
nach  der  Existenz  der  Integrale,  ferner  die  Verwertung  der  soge- 
nannten Berührungstransformationen  u.  s.  w.  Dennoch  aber  bildet 
dieses  Werk  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes. 


Vorwort,  V 

Die  in  dieäem  Buulic  mitwickelten  neuen  Theoriei]  sind,  wo  es 
nielit  anders  bemerkt  wird,  ausschliestilich  Eigentum  Soplius  Lie's 
und  rühren  im  wesentlichen  aus  den  Jahren  1871  —  74  her.  (Vgl. 
die  Verhandlungen  der  Gesellachaf't  der  WisB.  zu  Christiania,  Decem- 
bcr  1874,  sowie  auch  die  „allgemeine  Theorie  der  partiellen  Ditferen- 
lialgleichuugen  erster  Ordnung",  zweite  Abhandlung,  Math.  Ännalen 
Bd.  XI  (1877),  S.  464  fi')  Allerdings  ist  hervorzuheben,  dass  in 
den  ersten  Publicationeu  die  Form  der  Betrachtungen  nicht  immer 
TÖUig  streng  war,  indem  daselbst  in  der  Hauptsache  mit  den  iufini- 
tesimaleo  Transformationen,  nicht,  wie  es  hier  geschieht,  mit*  den  vun 
ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  operiert  wurde.  Aber  dies 
betrifft  eben  nur  die  Form,  nicht  die  Ergebnisse,  denn  es  tritt  in 
allen  diesen  Theorien  die  eigentümliche  und  l'Ur  die  Bedeutung  der 
infinitesimalen  Transformationen  charakteristische  Erscheinung  zu  Tage, 
Kriterie»,  die  sich  durch  Beiiuttuny  der  infinitesimalen  an  Stelle 
von  äitien  erzeuijtcn  endlichen  Transformationeti  als  nottvendig  er- 
I,  midereraeits  aiidt  wirklich  hinreichend  sind.  Für  eine  begriffliche 
Auffassung  ist  es  nicht  schwer,  von  vornherein  den  Grund  dieser 
wichtigen  Thataaehe  zu  erkennen. 

In  Deutschland  hat  Professor  Lie  zum  ersten  Male  im  Sommer 
1886  über  diesen  Gegenstand  Vorlesungen  abgehalten.  Daran  Hcbloss 
ein  Cyclus  von  Vorlesungen,  zunächst  eine  Einleitung  in  die 
eigentliche  Gruppentheorie,  dann  Vorlesungen  über  Differential- 
invartauteu ,  über  Berühr ungstransformationeu  und  Functionengruppen 
towie  über  die  geometrische  Theorie  gewisser  BeriihrungstrunsForma- 
tionen.  Seither  hat  sich  dieser  Cjclus  mehrere  Male  wiederholt. 
AVährend  dieser  Zeit  erschienen  die  beiden  ersten  Hüade  des  grossen 
Werkes:  Sophus  Lie,  Theorie  der  Tremsfbrmationsgruj^eH,  Abschnitt  I 
nnil  II,  bearbeitet  uuter  Mitwirkung  von  F.Engel  (Leipzig  1888  und 
18i)0),  das  in  erster  Linie  für  Fuchmitnner  berechnet  ist  und  daher 
weniger  zur  eigentlichen  ersten  Einführung  der  Studierenden  in  die 
Gruppentheorie  geeignet  erscheint.  So  entstand  das  Bedürfnis  nach 
einleitenden  Werke,  zumal  da  die  einzelnen  Lie'schen  Abhand- 
tungeo  über  diese  Gegenstände  in  verschiedenen  Zeitschriften  zerstreut 
nd  und  den  Anfängern  viele  Schwierigkeiten  bereiten.  Im  Gegen- 
ttze  zu  jenem  Werke  über  die  Theorie  der  Transformationsgruppeu 
'urde  also  in  dem  vorliegenden  ein  ganz  besonderes  Gewicht  auf  die 
^ pädtujngisdie  Brattcltbarkett  des  Buches  gelegt,  und  deshalb  wurde  fflr 
den  Vortrag  der  neuen  Theorien  eine  etwas  breite,  vielleicht  hie  und 
da  etwas  zu  breite  Art  für  gut  befunden.  Einzelne  schwierigere,  für  "■ 
das  Verständnis  des  Folgenden  aber  nicht  nötige,  sowie  andere  weiter- 


VI  Vorwort. 

gehende  Entwickelungen  oder  nebensächliche  Bemerkungen  wurden 
deshalb  auch  durch  kleineren  Druck  als  beim  Lesen  überschlagbar 
gekennzeichnet.  Ferner  sind  überschlagbar  namentlich  auch  gewisse 
Abschnitte ;  welche  Anwe^idungen  auf  Probleme  der  Flächentheorie  be- 
treffen und  nur  für  solche  Leser  berechnet  sind,  die  schon  die  Haupt- 
lehren der  Flächentheorie  kennen.  Wenn  irgendwo,  so  ist  es  zum 
Studium  dieses  Buches  von  besonderem  Nutzen/  alles  Erlernte  sogleich 
an  Beispielen  praktisch  zu  üben,  und  daher  sind  zahlreiclie  Übungs- 
heispiele  eingeschaltet  worden.  Auch  hier  bleibt  es  natürlich  dem 
Ermessen  des  Lesers  überlassen,  zu  entscheiden,  wieviele  dieser  Bei- 
spiele er  durchzurechnen  für  nötig  erachtet. 

Durch  diese  Vorkehrungen  wurde  erreicht,  dass  die  Vorkenntnisse, 
die  das  Studium  des  Werkes  voraussetzt,  auf  ein  geringes  Maass  zu- 
rückgeführt werden  konnten.  Das  Buch  ist  für  Studierende  etwa  im 
vierten  Semester  berechnet,  welche  eine  gründliche  Vorlesung  über 
Differential-  und  Integralrechnung  gehört  haben  und  demnach  auch 
mit  dem  Begriff  des  Integrals  einer  Differentialgleichung  schon  ein  • 
wenig  bekannt  geworden  sind.  Für  das  leichtere  Verständnis  ist  es 
nützlich,  aber  keineswegs  notwendig,  dass  dem  Leser  die  Anwendung 
einfacher  geometrischer  Vorstellungen  in  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung einigermaassen  geläufig  sei. 

Dass  das  Werk  auch  Fachmännern  uiancherlei  Interessantes  dar- 
bietet, liegt  schon  iu  seiner  eigenartigen  Methode.  Hoffentlich  kann 
diesem  Bande  recht  bald  ein  zweiter,  die  eigentliche  Gruppentheorie 
betreffender,  übrigens  aber  wie  dieser  durchaus  selbstständiger  Band 
folgen.  Vereinigt  werden  diese  Werke  das  Eindringen  in  die  ab- 
stracte  Theorie  der  Transformationsgruppen  recht  erheblich  erleichtern. 
In  dieser  Hinsicht  leisten  schon,  wie  zu  hoffen  steht,  die  vorliegenden 
Vorlesungen  recht  viel. 

Schliesslich  noch  einige  Worte  über  meinen  eigenen  Anteil  an 
diesem  Werke:  Ende  Juli  1890  forderte  mich  Herr  Professor  Lie 
auf,  diese  Bearbeitung  zu  übernehmen.  Da  ich  seit  seiner  Berufung 
nach  Leipzig  (1886)  beständig  mit  den  Lie'schen  Theorien  beschäftigt 
gewesen  und  immer  in  persönlichem  Verkehr  mit  meinem  hochver- 
ehrten Lehrer  geblieben  bin,  war  es  mir  möglich,  auf  Grund  eines 
zum  Theil  recht  knappen  Entwurfes  von  Lie's  Hand  diese  Vor- 
lesungen in  seinem  Sinne  auszuarbeiten.  Dabei  gereichten  vielfache 
mündliche  Besprechungen  mit  ihm  der  Bearbeitung  zum  Nutzen. 
Meine  Thätigkeit  bestand  naturgemäss  wesentlich  in  der  selbständigen 
Anorduung  und  ausführlichen  Darstellung  der  Entwickelungen  sowie 


Vorwort.  VII 

in  der  Auswahl  und  Berechnung  der  Übungsbeispiele^  mit  denen  zu 
sparen  ich  nicht  für  gut  hielt,  da  ich  aus  eigener  Erfahrung  weiss, 
wie  nützlich  gerade  in  diesen  Theorien  die  Beispiele,  und  seien  sie 
noch  so  trivial,  dem  Anfanger  sind.  Einige  wenige  Stellen,  an  denen 
ich  eine  neue  Bemerkung  oder  Entwicklung  in  die  Lie'schen  Theorien 
dieses  Buches  einzuschalten  für  gut  fand,  sind  besonders  gekennzeichnet 
worden. 

Ich   schliesse   das  Vorwort  mit  meinem  wärmsten  Danke  gegen 
meinen  hochverehrten  Lehrer  für  seine  Aufforderung,  diese  Vorlesungen 
/  zu  bearbeiten,  sowie  für  seine  mir  dabei  unermüdlich  gewährten  Rat- 
schläge.    Mochten  diese  Vorlesungen  zur  Verbreitung  der  Lie'schen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  das  Ihre  beitragen. 

Leipzig,  im  Juni  1891. 

Georg  Scheffers. 
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-  249,  Zeile  5  v.  u.  lies  ilhnliche. 

-  261,      -      4  V.  u.  lies  L^vy  statt  Levy. 
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INFINITESIMALEN  TRANSFORMATIONEN. 


Abteilung  I. 

Die  Begriffe:     Infinitesimale  Transformation  nnd  eingliedrige 

Grappe  in  der  Ebene. 

Die  älteren  Untersuchungen  über  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen;  wie  man  sie  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern  findet,  bilden 
kein  systematisches  Ganzes.  Man  entwickelte  specielle  Integrations- 
theorien z.  B.  für  die  homogenen  Differentialgleichungen,  für  die  linearen 
Differentialgleichungen  und  andere  specielle  integrable  Formen  von 
Differentialgleichungen.  Es  war  aber  den  Mathematikern  entgangen, 
dass  diese  speciellen  Theorien  sich  unter  eine  allgemeine  Methode 
unterordnen  lassen.  Das  Fundament  dieser  Methode  ist  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  und  der  damit  auf  das  engste  zu- 
sammenhängende Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe.  Die  gegenwärtige 
erste  Abteilung  ist  einer  eingehenden  Erläuterung  und  Untersuchung 
derselben  und  zwar  für  den  Pall  der  Ebene  oder  zweier  Veränderlicher 
gewidmet. 


Kapitel  1. 
Beispiele  von  Gruppen  von  Pnnkttransformationen. 

Bevor  wir  damit  beginnen,  die  Begriffe,  auf  welche  sich  unsere 
Behandlung  der  Differentialgleichungen  stützen  soll,  zu  definieren,  er- 
scheint es  uns  zweckmässige  dieselben  an  einigen  Beispielen  sehr  ein- 
facher Natur  zu  erläutern.  Wir  werden  dabei  sehr  ausführlich  zu 
Werke  gehen. 

§  1.     Ein-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen. 

Ein  erstes  Beispiel  ist  dies:  Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller 
Punkte  der  Ebene  und  denken  uns  auf  dieselben  eine  Verschiebung 
um    eine    gewisse    Strecke   nach    einer    gewissen   Richtung   hin,    eine 

Lie,  DifTerontialgleiohungen.  1 
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Tranaution,  Sogenannte  Translatioti,  ausgeübt.  Dadurch  wird  jeder  Punkt  der  Ebene 
in  einen  anderen  übergeführt.  Legen  wir,  um  das  analytisch  darzu- 
stellen, die  X'Axe  des  Oartesischen  Coordinatensystems  in  die  Richtung 
der  Verschiebung  und  ist  a  die  Strecke,  um  welche  alle  Punkte  der 
Ebene  verschoben  werden  sollen,  so  geht  der  Punkt  (x,  y)  in  den  Punkt 

^1  =  ^  +  ö,    yi  =  y 
über.     Der  Strecke  a  können  wir  natürlich  alle  möglichen  constanten 
Werte  von  —  oo  bis   +  cx)  beilegen,  und  dadurch  erhalten  wir  oo* 
verschiedene*)    Translationsbewegungen,    welche   alle   nach   derselben 
oder  nach  der  gerade  entgegengesetzten  Richtung  hin  stattfinden. 

Führen  jwir   nun   zwei   derselben   nach  einander  aus:    Die  erste 
Translation  um  die  Strecke  a  führt  den  Punkt  (x,  y)  über  in  den  Punkt 

x^=x  +  a,    yj,=y, 

die  darauf  folgende  zweite  Translation  um  die  Strecke  a^  führt  den 
neuen  Punkt  (x^,  y^)  weiter  bis  zur  Stelle 

X2  =  Xi  -j-  a^,  y»  =  yi ) 
die  mit  den  beiden  vorigen  auf  einer  Parallelen  zur  x-Axe  liegt.  Der 
Übergang  aus  der  Anfangslage  {x,  y)  in  die  Endlage  {x^,  y^)  hätte- 
offenbar  auch  durch  eine  einjsige  Translation  um  die  Strecke  a  -f-  ^1 
geleistet  werden  können  und  zwar  gleichzeitig  für  alle  Funkte  der 
Ehem.  Auch  analytisch  geht  dies  hervor,  da  aus  unseren  Gleichungen 
durch  Elimination  der  Zwischen  werte  x^,  y^  folgt: 

^2  =  ^  +  «  +  «17  y^  =  y- 

Dieses  ganz  einfache  Ergebnis  können  wir  so  aussprechen: 

Die  ReiJienfolge  zweier  Translationen  aus  der  Schar  der  Translationen 

x^  =  x  +  a,    yi  =  y 

ist  (hinsichtlich  ihres  Endergebnisses)  äquivalent  mit  einer  einzigen  Trans- 
lation aus  derselben  Schar. 
Eingliedrige  Aus  dicscm  Grundc  nennen  wir  jene  Schar  insbesondere  eine 
Tran«-  Gruppc  von  Translutumcn.  Sie  enthält  einen  (willkürlichen)  Parameter  a 
und  daher  00^  verschiedene  Translationen.  Sie  wird  deshalb  auch  eine 
eingliedrige  Gruppe  genannt. 

*)  Eine  solche  Ausdrucksweise  benutzen  wir  häufig:  Wenn  ein  Gebilde  von 
n  Parametern  (willkürlichen  Constanten)  abhängt,  von  denen  keiner  überzählig  ist, 
so  nimmt  das  Gebilde  00 '*  verschiedene  Lagen  an,  wenn  die  Parameter  variieren. 
So  giebt  es  z.  B.  auf  der  Geraden  (X>\  in  der  Ebene  00^,  im  Räume  cx>'  Punkte, 
denn  die  Lage  des  Punktes  hängt  von  bez.  1^  2,  3  Parametern  (Coordinaten)  ab. 
Femer  giebt  es  in  der  Ebene  oo'  Kreise,  da  zur  Bestimmung  des  Kreises  drei 
Grössen  (z.  B.  die  beiden  Mittelpunktscoordinaten  und  der  RadiuH)  genügen,  u.  s.  w. 


]»tionen. 


Ein-  and  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen. 


Bisher  .haben  wir  angenommei);  die  Translationen  sollten  sämtlich 
in  derselben  Richtung  stattfinden.  Jetzt  wollen  wir  *  überhaupt  aüe 
Translationen  in  der  Ebene  ins  Auge  fassen.  Wir  unterwerfen  also 
alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  einer  Verschiebung  um  ein  und 
dieselbe  Strecke  nach  ein  und  derselben  Richtung  hin.  Indem  wir 
nicht  nur  der  Grosse,  sondern  auch  der  Richtung  der  Verschiebung 
alle  möglichen  bestimmten  Werte  beilegen,  ergiebt  sich  so  eine  Schar 
Ton  Translationen,  welche  die  oben  betrachtete  umfasst.  Eine  be- 
liebige dieser  Translationen  führt  den  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  über 
in  den  Punkt 

^1  =  a;  +  a,    yi  =  y  +  h, 

wo  a  und  b  zwei  beliebige,  aber  für  alle  Punkte  (a;,  y)  der  Ebene 
gleichbleibende  Werte  haben.  Auch  hier  lassen  wir  einer  ersten  Trans- 
lation, welche  die  Punkte  (o?,  y)  nach  den  Stellen  (^i,  yf)  führt,  eine  zweite 


^<^V 


Fig.  1. 


folgen,  welche  die  neuen  Punkte 
(oTj,  y^)  nach  den  Stellen  (xg,  y^) 
geleitet,  und  es  ist  augenscheinlich, 
dass  wir  auch  durch  eine  einzige 
Translation  alle  Punkte  {x,  y)  in 
die  Punkte  (x^,  y^)  hätten  über- 
fahren können.  Die  Länge  und 
Ri<!htung  dieser,  die  beiden  vorigen 
ersetzenden  Translation  ergiebt  sich 
einfach  durch  Construction  der  drit- 
ten Seite  der  von  den  beiden  vorigen 
Translationen  gebildeten  Dreiecke  der 
Punkte  {x,  y),  (x^,  y^),  (x^,  yj  oder 
—  mit  Benutzung  einer  kinematischen  Ausdrucksweise  —  als  geo- 
metrische Summe  der  beiden  ersteren.  (Fig.  1.)  Auch  analytisch  erhellt 
dies  ohne  weiteres,  da  aus  den  Gleichungenpaaren 

a:i  =  a;  +  a,       yi  =  y  +  h] 

^2  =  ^i  +  «n     y^^Vi+h, 

welche   zwei   successive   Translationen   darstellen,   durch   Elimination 
von  Xi,  yi  folgt: 

x^  =  x  +  a  +  aiy    y2=y  +  6  +  6i, 

und  diese  Gleichungen  wieder  eine  Translation  darstellen,  in  Worten: 

Die  Beihenfolge  zweia'  beliebiger  Translationen  aus  der  Scluir  aller 

Translationen  der  Ebene: 

1* 


•4 
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ist  äquivalent  mit  einer  einzigen  Translation  derselben  ScMr. 
Zwei-  Deshalb   nennen   wir   auch   diese  Schar  eine  Gruppe  von  Trans- 

gliedrige  .  ,  ... 

Gruppe  von  Za/20i{^.     Sie  enthält  zwei  willkürliche  Constanten  (Parameter)  a  und 

Trans-  ^  ' 

lationen.  h  uud  daher  oo^  verschiedene  Translationen.    Aus  diesem  Grunde  wird 
sie  als  eine  zweigliedrige  Gruppe  bezeichnet 

Kehren  wir  nun  zu  den  zuerst  betrachteten  Translationen  parallel 
der  a:Axe 

(1)  Xi=x  +  a,    yi  =  y 

zurück.  Unter  diesen  oo^  Translationen  ist  eine  besonders  bemerkens- 
wert, nämlich  die,  für  welche  a  =  0  ist,  d.  h.  bei  der  um  die  Strecke 
Null  verschoben  wird.  Hierbei  bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe,  und  man 
konnte  eigentlich  >  nicht  mehr  von  einer  Translation   sprechen.     Will 

TrM°uiion  ^^^  ^^®^  ^^^^  ^^^^  thuu,  SO  wird  man  sie  die  identische  Translation 
nennen,  d.  h.  die,  welche  jeden  Punkt  in  sich  selbst  überführt.  Alle 
übrigen  Translationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (1)  stellen  wirkliche 
Bewegungen  dar.  Zu  beachten  ist,  dass  sich  zu  jeder  Translation 
dieser  Gruppe  eine  andere  Translation  derselben  angeben  lässt,  welche, 
nach  jener  ausgeführt,  die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt.  Es 
ist  nämlich  die  Reihenfolge  der  Translationen  um  die  Strecken  a  und 
—  a  einer  Translation  um  die  Strecke  a  —  a  «=  0,  also  der  identischen 
Translation  üquivalent.  Man  nennt  deshalb  zwei  Verschiebungen  um 
^vwxT-  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  zu  einander  invers» 
lationen.  j)qj.  Übergang  von  einer  endlichen  Translation,  einer  solchen  also, 

welche  die  Punkte  um  eine  endliche  Strecke  a  verschiebt,  zur  iden- 
tischen wird  dadurch  gewonnen,  dass  man  den  Parameter  a  gegen  Null 
abnehmen  lässt.  Setzt  man  ihn  gleich  einer  unendlich  kleinen  Con- 
infini.  stauten  ät,  so  ergiebt  sich  eine  infinitesimale  Translation,  d.  h.  eine 
Traniution.  solche,  wclchc  allcu  Punkten  der  Ebene  nur  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  erteilt: 

^1  =  ^  +  St,    y^  =  ?/. 

Bei  derselben  erfahren  also  die  Coordinaten  x,  y  nur  unendlich  kleine 

Zuwüchse 

8x  =  Öt,     dy  =  0, 

d.  h.  sie  ordnet  allen  Punkten  (a;,  y)  gleichlange  unendlich  kleine 
Fortschreitungsstrecken  dt  in  derselben  Richtung  zu.  Führt  man  diese 
Translation  mehrere  Male,  etwa  w-mal,  nach  einander  aus,  so  geht 
(x,  y)  über  in  den  Punkt 

.Tj  =x  +  ndt,     ;?/,  =?/. 


Babn- 
curven. 
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Denkt  man  sich  die  infinitesimale  Transformation  unendlich  oft  nach- 
einander ausgeführt^  lüsst  man  also  n  unendlich  gross  werden^  so  wird 
ndt  eine  endliche  Strecke  a  und  es  ergiebt  sich  wieder  eine  endliche 
Translation 

Wenn  man  auf  einen  bestimmten  Punkt  (xq^  y^)  alle  Translationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe 

ausführt^  so  erhält  er  oo^   verschiedene  Lagen: 

x  =  XQ  +  a,    y  =  yoy 

deren  Gesamtheit  die  Parallele  zur  a:-Axe  y  =  yQ  erfüllt.  Diese  Gerade, 
den  Ort  aller  Punkte,  in  welche  ein  bestimmter  Punkt  durch  Aus- 
führung aller  Translationen  unserer  Gruppe  übergeht,  nennen  wir  die 
Bahnctirve  dieses  Punktes.  Da  alle  Punkte  (xq^  yQ)  auf  dieser  Geraden 
offeabar  diese  auch  zur  Bahncurve  haben,  so  nennen  wir  sie  Bahn- 
curve  schlechtweg  oder  auch  Bahncurve  der  eingliedrigen  Gruppe.  Im 
ganzen  giebt  es  oo^  Bahncurven,  bestehend  aus  allen  Parallelen  zur 
j;-Axe.  Auch  die  infinitesimale  Translation  führt  den  Puukt  (Xq,  y^ 
auf  seiner  Bahncurve,  wenn  auch  nur  unendlich  wenig,  weiter  und 
deshalb  muss  die  Richtung  der  Bahncurve  im  Punkte  {Xq,  y^  mit  der 
Richtung  übereinstimmen,  welche  die  infinitesimale  Translation  diesem 
Pankte  zuordnet,  was  auch  geometrisch  ohne  weiteres  einleuchtet. 

Betrachten  wir  eine  der  Bahncurven  als  Ganzes,  so  finden  wir, 
dass  sie  bei  Ausführung  einer  beliebigen  Translation 

x^  =  x  +  a,    y^  =  y 

nur  in  sich  um  die  Strecke  a  verschoben  wird,  als  Ganzes  aufgefasst 
also  in  Ruhe  bleibt:  Sie  ist  invariant  bei  allen  Translationen  unserer  ^JJJJ**^^"** 
eingliedrigen  Gruppe.  Es  ist  sofort  klar,  dass  ausser  der  Bahncurve 
im  Endlichen  keine  Curve  existiert,  welche  bei  der  Gruppe  ebenfalls 
invariant  bliebe,  d.  h.  deren  Punkte  bei  allen  Translationen  der  Gruppe 
wieder  in  Punkte  derselben  übergingen. 

Wohl  aber  müssen  wir  die  unendlich  ferne  Gerade  als  invariant  auf- 
fassen, denn  jeder  unendlich  ferne  Punkt  bleibt  für  sich  bei  allen  Trans- 
lattoneti  der  Gruppe  in  Buhe,  wenn  man  sich  auf  den  Standpunkt  der  pro- 
jectiven  Geometrie  stellt,  wonach  ein  unendlich  ferner  Punkt  durch  die 
Richtung  einer  Schar  von  Parallelgeradeu  charakterisiert  wird. 

Stellen  wir  uns  das  analytische  Problem,  alle  Functionen  Sl(x,y) 
zu  finden,  welche  bei  jeder  Translation 
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unserer  Gruppe  invariant  bleiben,  für  welche  also  identisch 

Sl{x^,  y^  =  Sl{x  +  a,  y)  =  Sl{x,  y) 

ist,  was  för  einen  Wert  auch  a  haben  mag,  so  brauchen  wir,  wie  wir 
sehen  werden,  nur  a  unendlich  klein  zu  wählen,  also  nur  die  infini- 
tesimale Translation  x^'^  x-^-ät,  y^=y  auszuführen,  um  die  gesuchte 
Function  zu  bestimmen.  Denn  es  kommt  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
durch  En£ Wickelung  nach  a: 

^{^y  y)  +  Y  — a^—  +  1T2  —d^~  "^ —  ^  ^^^^  y^^ 

oder,  wenn  wir  beiderseits  ^(x,y)  streichen,  und  von  Gliedern  zweiter 
Ordnung  in  a  absehen: 

dSl{x,  iß  _  .. 

~     <■>  ^"■~"  '  '• 

ex 

fl  ist  also  eine  Function  von  y  allein.  Umgekehrt  erfüllt,  wie  man 
sieht,  jede  beliebige  Function  Sl  von  y  allein  die  obige  Forderung  bei 
^■^^"Jj^  beliebigem  endlichen  a.  Jede  Function  Ä(y)  ist  demnach  eine  Jn- 
variante  unserer  Gruppe.  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  anstelle 
von  X,  y  die  durch  eine  beliebige  Translation  der  Gruppe  bestimmten 
neuen  Veränderlichen  x^,  y^  einsetzt.  Wenn  man  eine  beliebige  bei 
der  Gruppe  invariante  Function  einer  Constanten  gleich  setzt:  i2(y) 
=  Const,  so  stellt  sie  eine  oder  mehrere  Bahncurven  y  =  Const.  der 
eingliedrigen  Gruppe  dar.  Dies  ist  eine  bemerkenswerte  Thatsache, 
deren  inneren  Grund  wir  später  erkennen  werden. 

§  2.     Die  eingliedrige  Gruppe  der  Botationen  um  einen  feston 

Punkt  in  der  Ebene. 

Wir  haben  eine  Reihe  von  neuen  Begriffen  bei  Betrachtung  der 
Translationen  kennen  gelernt.  Diese  werden  wir  später  in  grösserer 
Allgemeinheit  definieren  und  erläutern.  Jetzt  wollen  wir  ein  zweites 
Beispiel  vortiihren,  in  welchem  alle  jene  Begriffe,  wenn  auch  in  an- 
derer Gestalt,  wiederkehren. 

Wir  unterwerfen  alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  ein  und  der- 
Rouiion.  sclbcu  Botafion  um  einen  festen  Punkt,  den  wir  zum  Coordinatenanfang 
0  wählen  und  mit  dem  Drehwiukel  a,  geme^en  im  Sinne  der  Drehung 
von  der  positiven  x-Axe  zur  positiven  y-Axe.  Dadurch  geht  jeder 
Punkt  {Xf  y)  in  einen  neuen  {x^^  y,)  über.  Dem  für  alle  Punkte  der 
Ebene  gleichen  Drehwinkel  a  können  wir  einen  beliebigen  Wert  bei- 
legen.    Daher  giebt  es  00^  Rotationen  um  den  festen  Punkt  0.     Um 
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die  Gleichungen  einer  derselben  aufzustellen,  d.  h.  x^,  y^  durch  x^  y 
und  a  auszudrücken ;  bemerken  wir,  dass  sich  a  als  Differenz  der 
Winkel  darstellt,   welche  die  Radienvectoren  der  Punkte  (o;,  y)  und 

(a?i,  y,)  mit   der  Ä-Axe  bilden  und  deren  Tangenten  —  und  ^  sind 

(Fig.  2).     Demnach  ist 


sin  a 
cos  a 


tga  = 


X, 


y 

X 


y       ^^1  +  yVi 


X 


woraus  durch  Auflösung:* 

Xi  X  cos  a  —  1/  sin  a 

yi         ic  sin  a  -|-  !/  cos  a 

x^  und  y^  unterscheiden  sich  also  von  den  rechts  stehenden  Ausdrücken 
nur  um  denselben  Factor.  Dieser  kann,  da  Xj^  -\-  y^^  als  Quadrat  des 
Radiusvectors  gleich  x^  +  y'^  sein  muss, 
nur  +  1  sein;  offenbar  ist  +  1  zu 
wählen  (denn  für  a  =  0  müsste  x^  =  x, 
y^  s=s  y  sein).     Folglich  sind 

x^  =  x  cos  a  —  y  sin  a, 
yi  =  a?  sin  a  +  y  cos  a 
die  Gleichungen  unserer  Rotation. 

Führen  wir  nun  nach  einander  zwei 
Rotationen  um  den  Punkt  0  aus:  Die 
erste  mit  dem  Drehwinkel  a  führt  alle 

Punkte  {x,  y)  in  die  neuen  Lagen  (arj,  yj,  die  zweite  mit  dem  Dreh- 
winkel «1  führt  diese  Punkte  (x^,  yj  noch  weiter  in  die  Lagen  (x^,  y^) 
über.  Es  ist  geometrisch  evident;  dass  wir  auch  durch  eine  einzige 
Rotation,  nämlich  durch  die  mit  dem  Drehwinkel  a  -}-  a^,  alle  Punkte 
der  Ebene  aus  den  Anfangslagen  (x,  y)  in  die  Endlagen  {x^ ,  y^)  hätten 
überführen  können.  Auch  analytisch  ergiebt  sich  dies:  die  erste  Ro- 
tation wird  durch  die  Gleichungen: 


X. 


X  cos  «  —  y  sin  a,     y^  =  x  sin  a  -\-  y  cos  «, 


die  zweite  durch  die  Gleichungen: 


X, 


=  Xi  cos  «1  —  yj  sin  a^,    y^=  ^i  sin  «^  -f-  y^  cos  «i 

dargestellt.    Eliminiert  man  vermöge  der  beiden  ersten  x^,  y^  aus  den 
beiden  letzten,  so  kommt 

x^  =  {x  cos  a  —  y  sin  a)  cos  «^  —  (o;  sin  a  -|-  y  cos  a)  sin  «j 

=  X  (cos  a  cos  «1  —  sin  a  sin  «j)  — -  y  (sin  a  cos  a^  +  cos  a  sin  a,), 
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y^  =r  (x  COS  a  —  y  sin  a)  sin  «^  +  (^  ^^^  ^  ~\~  If  cos  a)  cos  a^ 

=  o;  (cos  a  sin  a^  +  sin  «  cos  «j)  +  J/  (cos  a  cos  «^  —  sin  a  sin  «j), 

also 

a"j{  =  iP  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  (a  +  «,), 

t/y  =  a;  sin  (a  +  «i)  +  y  cos  (a  +  a^), 

und  diese  Gleichungen  stellen  eben  die  Rotation  mit  dem  Drehwinkel 
a  +  a^  dar.     In  Worten: 

Die  Reihenfolge  ztceier  Botationen  um  einen  festen  PunJct  ist  äqui- 
valmit  einer  einzigen  Rotation  um  dieseti  Punkt. 
EiDgUedrigo         Daher  sagen   wir,  dass  die  Schar  jener  Rotationen  eine  Gruppe 

Gruppe  Yon 

Rouüonen.  bildet  Und  zwar,  da  sie  eine7i  Parameter  a,  also  c»^  verschiedene  Ro- 
tationen enthalt,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

« 

Unter  allen  cx>^  Rotationen  dieser  Gruppe  ist  eine  besonders  aus- 
aSution*  gezeichnet,  nämlich   die  identische,  welche   alle  Punkte  in  Ruhe  lässt. 
Ihr  Drehwinkel   ist  Null.     Ferner   lässt   sich   zu  jeder   Rotation    der 
Gruppe  eine  zweite  aus  der  Gruppe  angeben,  die  nach  jener  ausgeführt 
die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt.    Ist  nämlich  a  der  Drehwinkel 
einer  Rotation,  und  führt  man  nach  ihr  die  Rotation  mit  dem  Dreh- 
winkel —  a  aus,  so  ist  diese  Reihenfolge  einer  einzigen  Rotation  mit 
dem    Winkel   a  —  «  =  0,    d.  i.    der    identischen   Rotation    äquivalent. 
BJutioron.Die  Rotationen  (a)  und  ( —  a)  heissen  daher  zu  einander  invers. 
inflni-  Wollen  wir  zu  einer  infinitesimalen  Rotation  gelangen,   so  haben 

Rotation.  wir     den     Drehwinkel     unendlich 

klein,  a  =  ät,  zu  wählen.  Da 
bis  auf  unendlich  kleine  Grossen 
höherer  Ordnung  sin  öt  =  dt, 
cos  dt  =  1  ist,  so  lautet  diese 
infinitesimale  Rotation : 


d.  h.  X  und  y  erhalten  bei  ihr  die 
unendlich  kleinen  locremeute 

*^»«  »•  dx  =  —  ydt,    dy  =  xdt. 

Jedem  Punkte  (a;,  y)   wird  hiernach  eine  unendlich  kleine  Fortschrei- 

tungsstrecke  ydx^  +  Öy^  =  Yx^  +  V^'^t,    also  proportional  seinem 
Radiusvector,   in  einer  gewissen  Richtung  zugeordnet,  deren   Winkel 

mit  der  x-Axe  die  Tangente  -^  =  —  -    hat.     Diese   Richtung   steht 

auf  dem  Radiusvector  senkrecht  (Fig.  3). 


tHe  eingliedrige  Grn[>pe  der  Rotationen  n 
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Aul'  einen  belicbigeu  Punkt  (2,,,  %)   mögen   nun   alle   Rotationen       ] 
unserer    eiogliedrigeu  Gruppe    ausgeführt    werden.     Der   geometriBche 
Ort  der  Lagen,  in  die  er  gelangt,   ist  oÖ'enbar  ein  Kreis  um  O,  was 
Bucb  auf  analytischem  Wege  hervorgeht,  da  diese  Lagen  (x,  y)  durch 
die  Gleichungen 

ar  =>  j^n  cos  a  —  )/„  sin  a,     y  =  J^o  ^i"  «  +  l^u  cos  a 
gegebeu  werden  uud  liieruach  für  alle  u 

j:-  +  y*  =  r*  +  j/o*  C^^  Const.) 

0emüHch  neuueu  wir  diesen  Kreis  die  Baftncurve  den  PunilcsBih» 
(xgji/ß),  Ed  ist  einleuchtend,  dasa  wir  fSr  jeden  anderen  Punkt  dieses 
£reises  genau  dieselbe  Bahncurve  gefunden  hätten.  Im  gau^eu  giebt 
I  also  00'  solche  Curven,  bestehend  aus  allen  Kreisen  um  den  Mittel- 
paukt 0.  Wir  nennen  sie  die  licütncurvm  der  eingliedrigen  Gruppe. 
■Weil  unter  den  Rotationen  der  Gruppe  auch  die  infinitesimale  ent- 
Kalten  ist  uud  diese  Jen  Punkten  {x^,  y„)  unendlich  kleine  Bewegungen 
lerteitt,  so  ist  begrifflich  klar,  duss  die  Richtung  der  Bahncurve,  welche 
'•durch  den  Punkt  (iCg,  y„)  geht,  in  diesem  mit  der  Richtung  zusammen- 
fiUlt,  welche  die  infinitesiniale  Rotation  dem  Punkte  zuordnet.  Let/.tere 
'Richtung  steht,  wie  bemerkt,  auf  dem  Hadiusvector  senkrecht;  die 
Bsliocurve  könnte  somit  auch  durch  eiuen  Punkt  erzeugt  werden,  der 
«ielt  beständig  senkrecht  zn  seinem  Badiuavector  bewegt.  Diea  ist  Mer 
luich  geometrisch  klar. 

Die  Bahuciirve  als  Ganzes  aufgefusst  bleibt  bei  jeder  Rotation 
der  eingliedrigen  Gruppe  in  Ruhe,  da  jeder  ihrer  Punkte  bei  einer 
beliebigen  Rotation  der  Gruppe  wieder  in  einen  Punkt  auf  ihr  über- 
[•ht,  der  Kreis  sieb  also  nur  in  sich  verschiebt.  Es  erhellt  diea  eben- 
N)«obI  aus  dem  Begriff  der  Bahucurve  wie  aus  der  geometrischen  An- 
ielwaang.  Jede  der  rx'  Babncurven  ist  also  bei  der  eingliedrigen 
Gmppe  invariant.  Umgekehrt  musa  eiue  jede  Curve,  die  bei  der  Gruppe  u« 
invariant  bleibt,  natürlich  alle  Punkte  enthalteu,  in  welche  ein  be- 
Uabiger  Funkt  der  Curve  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  übergeht, 
d.  h.  eine  Bahncurve  sein.  Nur  ein  Ausnahmefall  ist  besonders  zu 
pnierüuclien.  Es  wäre  ja  möglich,  dass  eine  invariante  Curve  aus 
lauter  Punkten  bestände,  die  sich  bei  den  Rotationen  der  Gruppe 
Dberhaupt  nicht  bewegen,  sondern  einzeln  in  Ruhe  bleiben.  Aber  mau 
Hebt  ohne  weiteres,  dass  bei  unseren  Rotationen  im  Eudlichen  nur 
ein  Punkt,  nämlich  0,  in  Ruhe  bleibt,  also  keine  derartige  Curvo 
nistiert 

l.Sstit   man   auch   imaginSre  Punkte   zu,    so   bleiben  auch  die  beiden 
'Setaden  J  +  ty  =  0  und  x  —  iy  =  0  invariant  bei  allen  Botationen  der 
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• 

Gruppe.  Sie  sind  nämlich  die  Geraden,  in  welche  der  imaginäre  Kreis 
a^  -^  y^  =:  0,  dex  ja  zu  den  Bahncurven  x^  -\-  y^  =  Const.  gehört,  zerfällt 
Auf  diesen  Geraden  bleiben  ausser  ihrem  Schnittpunkt  0  noch  die  unendlich 
fernen  Punkte,  die  sogenannten  imaginären  Kreispunkte,  in  Buhe.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  ist  als  unendlich  grosser  Kreis  um  0,  also  auch 
als  Bahncurve  aufzufassen. 

Wie  bei  dem  früheren  Beispiel  suchen  wir  auch  hier  alle  Func- 
tionen Sl{Xyy)j  die  bei  den  Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe  an- 
geändert  bleiben,  d.  b.  für  die  identisch 

Ä(rCj,  y,)  ^  Sl{x  cos  a  —  y  sin  a,  a?  sin  a  -f-  y  cos  a)  ==  ß(a?,  y) 

ist  für  alle  Werte  von  a.  Auch  hier  brauchen  wir  die  Forderung  nur 
für  unendlich  kleines  a,  für  die  infinitesimale  Rotation  zu  erf&llen, 
wie  wir  sehen  werden.  Für  diese  sind  in  der  Reihenentwickelung  der 
linken  Seite  nach  a  alle  höheren  Potenzen  von  a  zu  vernachlässigen. 
Es  bleibt  also  nur  das  absolute  Glied  und  das  Glied  mit  a}  oder,  da 
a  =  St  gesetzt  wird^  mit  St  übrig.     Die  Gleichung 

Sl{x  -  ydt,  y  +  x8t)  =  Sl{x,  y) 
nimmt  also  die  Form  an: 

oder 

afl(a:,  y)  da(x,  y)  _  ^ 

^      cx  cy 

Hiemach  muss,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
entnehmen,  Sl  eine  Function  von  x^  +  V^  allein  sein: 

SIe:z(d{oc?  +  y% 

Nun  zeigt  sich,  dass  diese  Function  cd  von  a;*  +  y^  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden  darf;  denn  es  ist  J4 

^i  +  Vi^  =  ^'  +  y' 
und  daher  immer: 

ö(^i'  +  yi')  =  G'(^'  +  y') 

für  jede  Rotation  a.    Jede  beliebige  Function  von  x^  -f-  y*  allein  ist 

also  invariant  bei  allen  Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe.     Setzt 

inrariante  man  eine  solche  Invariante  gleich  einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine 

FanctioB. 

oder  eine  Anzahl  von  Bahncurven  rc^  -f-  y'  =  Const.  dar. 

Ehe  wir  dies  Beispiel  verlassen,  noch  eine  Bemerkung:  Man 
kann  die  Rotation 

Xi=^  X  cos  a  —  y  sin  a,    y^  =  o;  sin  a  -f-  y  cos  a 


ilih  auf  sehr  einfache  Weise  durch  BeuutEUng  der  Polarcourdiaateu 
'y  und  f,,  fp,  der  I'uukte  (x,y)  und  (a!],  ^i)  ausdrücken.  Offenbar 
I  Lei  der  Rotation  der  Radiusvector  conatant,  also  r^  =  r,  während 
\  Amplitude  93  um  n  wächst.     Demnach  sind 

I  "P.  =  P  +  o,     n  =  '■ 

I;  Gl«icliUDgen  der  Itotation  in  Polarcoordinaten.  Wird  nach  dieser 
ptatioD  eine  zweite  mit  dem  Drehwinkel  u,  ausgeführt,  so  geht  der 
De  Punkt  (r^,  90,)  Über  in  eiueu  Punkt  mit  den  Polarcoordinaten 

3as8  durch  Elimination  ton  }\  und  9?,  hervorgeht: 

B  dieser  analj'tischen  Darstellung  tritt  die  Thatsaehe,  dass  die 
BheDfolgo  zweier  Rotationen  um  0  einer  einzigen  äquivalent  ist, 
H  nnmittelbarer  vor  Äugen,  als  früher  bei  Benutzung  Rechtwinkliger 
tordinateu.  Auch  haben  wir  schon  die  drei  letzten  Gleichuugen- 
kre,  nur  mit  anderen  Buchstaben,  früher  kennen  gelernt.  Genau 
\  wie  hier  <p  und  r  bei  der  Rotation  mit  dem  Drehwinkel  k  traus- 
pniert  werden,  wurden  früher  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y 
I  einer  Translation  längs  der  a;-Axe  um  die  Strecke  a  transformiert, 
Zusammen  Stellung  der  beiden  Gleichungeupaare  deutlich  zeigt: 
T»!  =  9  +  «.    '■»  =  '■; 

I;  5  I.)     Die  Möglichkeit  der  Einführung  neuer  Coordinaten,  durch 
cb«  unsere  eingliedrige  Gruppe   von  Rotationen  die  Form  der  ein- 
klrigeD  Gruppe    aller   Translationen    nach    derselben  Richtung   hin 
limmt,    wird    später   in   viel    allgemeinerer  Weise   in  Augenschein  "^"^J"^ 
Die    neuen    Coordinaten   r,  ip,    welche    diese    Zurückfilbrung  ^.JJ^Jj^^Jf^ 
i&glichen,  nennen  wir  canonische   Veränderliche  und  die  Form  fü'guod'' 

™  ^  _L   -I,        ^  ^  Groi.1«  d«t 

T'l  =  V  "T  ")      Ti  =  r  BoUllooeu. 

auumiaäte  Fortn  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen. 

§  3.  Bingliedrige  Omppe  von  affinen  Transfonnationen. 
Ein  drittes  Beispiel,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen,  bietet  in  zwei 
ikten  wesentliche  Verschiedenheiten  von  den  früheren.  Einmal  soll 
jetzige  Lagenänderung  aller  Punkte  der  Ebene  nicht  eine  derartige 
bei  welcher  die  ganze  Ebene  als  starr,  aber  beweglich  aufgefasst 
den  kann  —  wie  dies  bei  den  Translationen  und  Rotationen  der 
-war  — ,  andererseits  werden  wir  eine  neue  Art  invarianter  Curven 


I  einer  Ti 
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Betrachten  wir  also  die  Gleichungen 

Xi  =  mx,    y^  =  y. 

Dieselben  transformieren  alle  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
{^ijVdy  ^^^^^^  alle  Äbscissen  in  proportionaler  Weise  verkleinert  oder 
vergrossert  werden.  Diese  Gleichungen  stellen  etwa  die  Zusammen- 
drückung oder  Auseinanderziehung  einer  homogenen  elastischen  Platte 
nach  einer  Richtung,  der  rc-Axe  hin  dar.  Mit  Mobius  nennen  wir  sie 
-^^^^'^^"eine  affine  Transformation,  Da  der  Parameter  m  zwar  constant,  aber 
beliebig  ist,  so  liegen  oo^  affine  Transformationen  vor.  Führen  wir 
zwei  derselben  nacheinander  aus,  verkleinern  (resp.  vergrössern)  wir 
also  die  Äbscissen  aller  Punkte  zuerst  im  Massstab  m,  hierauf  weiterhin 
im  Massstab  m^,  so  ist  das  Ergebnis  offenbar  dasselbe,  als  ob  wir 
alle  Äbscissen  sofort  im  Massstab  ;>i  •  m^  verkleinert  (resp.  vergrossert) 
hätten.  Dies  ist  auch  analytisch  einleuchtend,  indem  aus  den  Glei- 
chungen der  beiden  successiven  affinen  Transformationen 

Xi  =  mxj       y^  ==  y; 

X,  =  m^x^,    y^  =  y^ 

durch  Elimination  von  Xj^  und  y^  folgt: 

x^  =  mm^x,    1/2  =  y, 

d.  h.  die  affine  Transformation  mit  dem  Parameterwert  mnij^.  In 
Worten: 

Die  Beilhenfol^e  zweier  affiner  Transformationen  aus  der  Scluir: 

Xy  =  mx,    yy=y 
Eingliedrige  is^  einer  einzigen  affinen  Transformation  derselbeti  Schar  äquivalent. 

Gruppe  von 

affinen  Deshalb  sagen  wir,  dass  auch  diese  affinen  Transformationen  eine 

mationon.  Gruppe  bilden  und  zwar  wieder,  da  sie  eine>i  Parameter  m,  also  00* 
verschiedene  Transformationen  enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Identische,         Sctzt   man   den   Parameter  w  =  1,  so   ergiebt  sich  die  identische 

inverse,  ,  . 

infijiitesi-  Iransformation.     Zwei  affine  Transformationen  mit  den  Parametern  m 

male  Trans- 

ormation.  ^^j  _  ^j^j  ^^   einander   inverSy  indem  sie  nach  einander  ausgeführt 

sich  aufheben,  also  ihre  Reihenfolge  der  identischen  Transformation 
äquivalent  ist.  Infinitesifnal  wird  die  affine  Transformation,  wenn  der 
Parameter  m  unendlich  wenig  von  defn  Wert  abweicht  ^  den  er  bei  der 
identisclien  Transformation  hat,  d.  h.  wenn  m  =  1  -}-  ät  ist,  wo  dt 
wieder  eine  unendlich  kleine  Constante  bedeutet.  Die  Gleichungen  der 
infinitesimalen  affinen  Transformation  sind  daher 

Xi  =  X  +  xöt,     yi=y, 
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and  X  uiid  y  erfahren  ilie  IncremeDte 

Sx  =  xSf,     Sy  =  0. 
Sie  Fortschreitungfistr ecken  xSt,  welche  diß  infinitesimale  affine  Trans- 
fomiation  den  Punkten  zuordnet,  sind  somit  sämtlich  der  a^-Ase  parallel 
aud  den  Abacissen  proportional. 

Führen   wir  auf  einen   Punkt   (a.'„,  y^   alle   Transformationen  der 
eingliedrigeu  Gruppe   aus,   so   ergiebt  sich   als   sein  Ort,   seine   Bahn-  v^ttam 

K,   natürlich  eine   Parallele  y  =»■  y^  zur  ai-Axe,   was  auch  aus  den 
Gleicbungen 

x  =  mx^,  t/  =  I/o 
gefolgert  werden  kann.  Für  alle  Punkte  auf  dieser  Geraden  ergiebt 
sich  dieselbe  Bahncurve.  Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Trans- 
formationen besitzt  folglicli  oq'  Bahncurven,  bestehend  aus  allen 
Parallelen  zur  x-Aze.  Die  Bahncurven  können  wie  in  den  früheren 
Beispielen  völlig  dadurch  definiert  werden,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte 
ömi  Richtung  zusammenfällt  mit  der  Fortachreitungsrichtmig,  welche 
die  infinitesimale  affine  Transformation  dem  betreÖ'enden  Punkt«  zu- 
ordnet. Man  beschreibt  eine  Bahncurve,  wenn  man  continuierlich  der 
Ton  der  infinitesimalen  Transformation  gegebenen  Richtung  nachgeht. 
Ala  Ganzes  anfgefasst  bleibt  jede  Bahncurve  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  invariant,  da  ihre  Punkte  sich  /.war  bewegen, '' 
,llber  doch  immer  auf  ihr  bleiben,  Abe>-  ausser  den  Bahncttnxn  gidtt 
r  noch  mtmlcstens  eine  im  ländlichen  gelegene  Curve,  die  bei  allen  Trans- 
formationen der  Gmj^  invariant  bleibt,  nämlich  die  y-Axe  x  =  0.  In 
der  That:  Ist  x  ^  0,  so  ist  auch  a:,  ^  mx  =  0.  Diese  Curve  hat  die 
£igeDtflni]ichkeit,  dass  sie  nicht  nur  als  Ganzes  aufgefaast  in  Buhe 
ibleibt,  sondern  überhaupt  jeder  ihrer  Punkte  bei  allm  Transformationen 

Gnipi'C   unbewetflich  ist.     Will   man   alle  im   Endlichen   gelegenen 
iOTsriauten  Curven  finden,  so  leuchtet  wie  früher  ein,  dass,  sobald  ein 

Kiakt  einer  solchen  Curve  sich  hei  einer  Transformation  der  Gruppe 
wegt,  er  eine  Babncurve  parallel  der  x-A'se  beschreibt,  die  gesuchte 
Darre  daher  diese  Balincurve  sein  muss.  Wenn  also  eine  invariante 
Borve  keine  Bahncurve  ist,  so  geht  dies  nur  so  an,  dass  alle  Punkte 
■  Curve  einzeln  in  Ruhe  bleiben  bei  allen  Transformationen  der 
Drnppe.  Da  diese  Punkte  auch  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
■nbeweglicb  sein  müssen,  so  müssen  ihre  oben  berechneten  Incremente 
tx,  Sy  gleich  Null  sein.  Dies  aber  giebt  x  ^  0,  also  die  j/-A.xe. 
Alle  Punkte  derselben  bleiben,  wie  wir  frflher  sahen,  nicht  nur  hei 
3er  infinitesimalen,  sondern  auch  bei  jeder  eodlicbea  Transformatioa 
der  Gruppe  einzeln  invariant. 


14  Kapitel  1,  §§  3.  4. 

Zieht  man  auch  das  ünendlichfeme  in  den  Kreis  der  Betrachtung,  so 
wird  man  auch  die  unendlich  ferne  Gerade,  die  als  eine  Bahncurve  auf- 
zufassen ist,  zu  den  inyarianten  Curven  zählen.  £benso  wird  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  a;-Axe  als  invariant  aufzufassen  sein. 

Nun  wollen  wir  wie  bei  den  früheren  Beispielen  die  bei  unserer 

eingliedrigen  Gruppe  inyarianten  Functionen  Si'{x,  y)  aufsuchen.     Soll 

Pmctio^  ß(iP,  y)  eine  Invariante  der  Gruppe  sein,  so  muss  für  jedes  m  idenüscb 

ß(a;i,  yj  =  Sl(mx,  y)  =  il(x,  y) 

sein.  Sl  soll  sich  also  nicht  ändern,  wenn  darin  statt  x  eine  beliebige 
Zahl  mx  gesetzt  wird,  d.  h.  Sl  enthält  x  überhaupt  nicht.  Anderer- 
seits erhellt,  dass  jede  beliebige  Function  von  y  allein  unsere  Forderang 
erfüllt.  Wenn  man  nur  das  verlangt,  dass  die  Function  Sl{Xj  y)  bei 
der  infinitesimalen  affinen  Transformation  invariant  bleibe,  so  kommt 
man,  wie  wir  sehen  werden,  zu  demselben  Ergebnis.  Es  muss  näm- 
lich dann 

Sl{x  +  xdt,  y)  =  £l(x,  y) 

oder  ausgerechnet 

d.  h.  — ^        =  0  oder  ß(a;,  y)  frei  von  x  sein. 

sanonitohe         Schliesslich  können  wir  auch  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe 

eingiiedr.  von  affinen  Transformationen  auf  eine  canonische  Form  bringen,  d.  h. 

affinen    neue  Veränderliche  £,  t)  anstelle  von  x,  y  einführen,  sodass  die  Glei- 

Trancfor- 

mationen.  chuugen  der  Gruppe  in  die  Gleichungen  der  Gruppe  der  Translationen 

(vgl.  §  1)  übergehen.  Allerdings  ist  dies  hier  nicht  so  geometrisch 
evident,  wie  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen.  Es  genüge 
hier  die  Bemerkung,  dass 

E  =  log  a:,     \)  =  y 

canonitcbe  solche  ncue  canonisckc  Veränderliche  sind,  ohne  dass  wir  uns  über  die 
liebe,     allgemeinste  Bestimmung  solcher  Yariabeln  hier  weiter  auslassen,  die 
wir  vielmehr  auf  später  verschieben.     In  der  That  ist,   wenn  j,,  t)^ 
entsprechend  die  Grössen  sind: 

wegen 

Xi  =  mx,    yi  =  y 
auch 

El  =  log  rcj  =  log  mx  =  log  o;  +  log  w  =  j  +Jog  m, 

9i  =  yi  =  y  =  9- 


Di(>  Gnipiie  aller  Bewegnn^n  defl  Raumes.  Ig 

niD  als«  der  Parameter  log  m  etwa  noch  mit  a  bezeicliuet  wird,  ao 
5t  die  gewünschte  canoiiische  Furtu  vor: 

h=t  +  (^,     ^1  =  9-     ' 

§  4.     Die  Gmppe  aller  Bewegungen  des  Ranmes. 

Die  drei  bisherigen  Beispiele  waren  der  Ebene  entnommen,  We- 
;er   ausführlich  wollen  wir  nun  noch  als  lelztes  Beispiel  eines  aus 

Baume  heranziehen. 

Denken  wir  uns  einen  starren  Körper  und  führen  wir  ihn  durch 
[schieben  und  Drehung  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  A  in  eine 
te  Lage  Aj   über.     Alsdann  werde  er  aus  dieser  neuen  Lage  A,  in 

dritte,  A^,  gebracht.  Diese 'zwei  aufeinanderfolgenden  Bewegungen 
ten  wir  auch  durch  eine  einzige  ersetzen  können,  welche  direct  den 
[per  aus  der  Lage  A  nach  A^  führt.  Die  Beikenfolge  zweier  Bc- 
mngen  eines  starren  Körpers  ist  also  äquivalent  einer  einzigen  Be- 
ning  desselbeti.  Lassen  wir  den  starren  Körper  aus  dem  ganzen 
Ime  bestehen,  so  nehmen  alle  Punkte  des  Kanmes  an  den  Trans- 
nationen  teil  und  zwar  so,  daas  alle  Abstände  zwischen  Punkten 
irend  der  Ueberführungen  ungeändert  bleiben,  also  nirgends  die 
ikt«  enger  zusammen  oder  weiter  auseinander  rücken.  Eine  solche 
[enänderung  aller  Punkte  des  Raumes  nennt  mau  eine  FulcHdisclie^^ 
veguwf  oder  kurz  Betveguny  (während  überhaupt  eine  Lagen  an  derung, 

der  eventuell  Zusammen-  oder  Auseiuanderrflcken  von  Punkten 
t  hat,  allgemein  als  Transfm-mation  der  Punkte  des  Raumes  zu 
lichnen   wäre,  sodass   der   Begriff  der  Transformation   den  Begriff 

Bewegung  umfasst).     Unser  obiges  Ergebnis  betreffs   der  Reihen- ^^ 
B  Bweier  Bewegungen  sprechen  wir  so  aus:  d« 

Aüe  (Eukiidisclien)  Bewegungen  des  Raumes  bilden  eine  Gruppe, 

Um  auch  analytisch  zu  verificieren,  dass  die  Reihenfolge  zweier 
«(pingeu   einer   einzigen  äquivalent  ist,  muss   man  daran   denken, 

die  Formeln  für  die  Bewegung  der  Punkte  {x,y,z),  durch  die  sie 
ie  neuen  Lagen  {Xi,yi,z^  übergehen,  sich  völlig  mit  den  Formeln 
ea,.  welche  für  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordinaten- 
ime  im  Räume  gelten.  Die  neue  Lage  (iri,yii*i)  jedes  Punktes 
f,  t)    bei  einer  Bewegung  wird  also  gegeben  durch  Gleichungen 


■  Form 


,  =  a^x  +  a^y  -f-  a^e  +  «„, 
,  =c,a:  +  c,y  +  c^z  +  r.^. 
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wo  die  Constanten  a,,  «2,  a^]  b^,  h^,  h^\  q,  r^,  Cj  die  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  sind,  d.  b.  als  Ricbtungscosinus  dreier 
zu  einander  senkrechter  Geraden  aufgefasst  werden  können^  sodass  be- 
kanntlich 

<  +  \'  +  c,'  =  a,^  +  h,^  +  c,'  =  ^3^  +  63«  +  c,^  =  1, 

und  die  Determinante  L-^aJ)^c^=^  +  1  ist  Indem  wir  die  a^,  aj, 
«2,  Og  u.  s.  w.  beliebig,  aber  diesen  Bedingungen  entsprechend  wählen, 
erhalten  wir  die  Transformationsgleichungen  einer  beliebigen  Bewegung 
des  Raumes.  Wollen  wir  nach  der  obigen  Bewegung  eine  zweite 
ausführen,   welche   die   Punkte   (x^,  y^,  z^)   weiter   nach    den   Stellen 

(^s>  t/2>  ^i)  hringt,  so  haben  wir  den  a,  h,  c  neue  Werte  a,  &,  c  zu 
geben,  doch  so,  dass  auch  jetzt 

ä^^  +  h^  +  C|^  =  1,  u.  s.  w., 
ä^ii^  +  ^1^2  "f"  ^1^2  =  ^h  ^'  s.  w., 

ist,  und  zu  setzen: 

^2  =  ^h^i  +  '^iVl   +  «3^1  +  S> 

Um  die  der  Reihenfolge  beider  Bewegungen  äquivalente  zu  finden, 
eliminieren  wir  Xj,  t/^,  j?,  und  erhalten  dadurch  a;<j,  y^,  e^  ausgedrückt 
als  lineare  Functionen  von  x,  y,  z  in  der  Form: 

x^  =  AiX  +  A^y  +  A^e  +  A^, 
yt  =  B,x  +  B,y  +  B,e  +  B„ 
g,  =  C,x  +  C^y  +  G,^  +  Q, 

WO  die  .4,  jB,  6^  sich  als  Functionen  der  a,  &,  c  und  ä,  &,  c  darstellen,  die 
sich  leicht  angeben  lassen.  Nun  mag  man  sich  durch  Ausrechnung 
davon  überzeugen,  dass  auch  die  -4,  B,  C  Coefficienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  sind,  d.  h.  dass   sie  die  Bedingungen 

^i'  +  -Bi'  +  C\-  =  l,  u.  8.  w., 
AiA^  +  -BjjBg  +  ^,62  =  0,  u.  8.  w., 

erfüllen,  sobald  die  a,  b,  c  und  ä,  6,  c  den  früher  aufgestellten  Rela- 
tionen genügen.  Daraus  geht  denn  analytisch  hervor,  dass  die  Reihen 
folge   zweier   Bewegungen    des   Raumes   in    der   That   einer   einzige] 
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Bewegung  derselben  äquivalent  ist,  und  deshalb  sagen  wir,  dass  alle 
Seweffungen  des  Saumes  eine  Grtipjie  bilden.  Sie  entbält  zunächat  12 
Parameter  n,  b,  c,  aber  zwischeu  diesen  bestehen  Relationen,  sodass  s*oiu- 
nur  sccÄs  derselben  willkürlich  sind.  Es  giebt  demnach  oo*  Bewegungen uS^dt 
des  Uaumes  und  wir  nennen  die  Gmppe  derselben  sechsgliedrig.  ^."IS^t 

Weiter  wollen  wir  uns  jetzt  nicht  mit  dieser  Gruppe  beschäftigen.  _ 
Dem  Studierenden  empfehlen  #ir  aber,  in  der  Art,  wie  die  obigen  ^M 
drei  eingliedrigen  Gruppen  in  §  1,2,3  behandelt  wurden,  auch  die  ^M 
folgenden  geometrisch  anschaulich  und  analytisch  zu  discutieren. 

J.  Beispiel:  w,una 

a.',  =  ax,    ij,  =  ay,  B.ispiaiii 

(Sogenannte  perspective  Transformationen.) 
S.  Beispid: 

Xj  ™  ax,    ffi  =  —  y- 

In  beiden  Fällen  erhält  man,  wenn  man  den  Parameter  a  t 
läsat,  oo^  Transformationen  der  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
(x,,  y,)  derselben.  Man  zeige,  dass  die  Reihenfolge  zweier  solcher 
einer  einzigen  aus  derselben  Schar  äquivalent  ist,  d.  h.  dass  jede  der 
beiden  Scharen  eine  Gruppe  bildet  und  zwar,  da  jede  einen  Parameter 
a  enthält,  eine  eint/Uedrige.  Man  bestimme  ihre  idenlisclie,  die  zu  einer 
beliebigeu  inverse  und  die  infinitesimale  Transformation.  Im  ersten 
Fall  führe  man  als  neue  Variabein  die  Grossen 

E  -=  log  Yx*  +  y*,     i)  =  arc  tg  | , 
im  andern  Fall  die  Grössen 

ein  (und  natürlich  entsprechend  ^^g  Q,  ausgedruckt  in  x,,  y,).  Dadurch 
nehmen  die  Gruppen  eine  sehr  einfache  Form  an,  nämlich  ihre  sogen, 
tOMniache  Form.     Auch  bestimme  man  die  Bahnt 


S  5.  Einige  Bemerkungen  über  gewöhnliehe  Differentialgleichungen. 
Der  Zweck  dieser  Vorlesung  ist  der,  der  Natur  des  Gegenstandes 
uigemessene  Methoden  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  zu 
eotwickelu.  Es  wird  manchem  Leser  deshalb  erwünscht  sein,  schon 
jetzt  wenigBt«ns  andeutungsweise  davon  unterrichtet  zu  werden,  in- 
wiefern das  Studium  der  Gruppen  von  Transformationen  (von  denen 
'wir  oben  allerdings  nur  erat  einige  specielle  Beispiele  kennen  gelernt 
bsben)  dabei  von  Nutzen  ist.  Diesem  Wunsche  werden  wir  in  einer 
iNote    zum   Schlüsse    dieses   Paragraphen    nachkommen.     Doch    wollen 

ila,  UlRercDllalgtelohiuigtu.  Q 
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wir  vorher  an  einige  einfache  Begriffe  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen erinnern;  die  in  der  Folge  häufig  gebraucht  werden. 

jgewöhn-  Bekanntlich  hat  eine  gewohnliche  Differentialgleichung  1.  Ordnung 

wShM^"  zwischen  zwei  Variabein  x,  y  die  allgemeine  Form 

1.  Ordnung.  ^^^^  ^^  ^^  _   ^^^^  ^^  ^^  ^  q 

oder 

Xy'-r=0, 

wenn  -^  mit  y   bezeichnet  wird.    X  und  Y  sind  gegebene  Functionen 

von  Xj  y.  Diese  Differentialgleichung  ordnet  jedem  Punkte  {x,  y)  der 
Ebene  eine  Richtung  zu.    Die  Tangente  des  Winkels  dieser  Richtung 

mit  der  Abscissenaxe  ist  y'  =  jf*  ^^^^^  Richtung  kann  und  wird  auch 

im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt  eine  andere  sein.  Geht  man  von 
einem  Punkte  aus  in  der  zugeordneten  Richtung  bis  zum  unendlich 
benachbarten,  dann  in  der  diesem  zugeordneten  Richtung  zum  benach- 
barten u.  8.  w.;  so  beschreibt  man  eine  Integralcurve.  Solcher  Integral- 
curven  giebt  es  cx>^  und  sie  lassen  sich  alle  darstellen  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(o(x,  y)  =  Const. 

Wie  bekannt;  heisst  dann  G}(Xf  y)  Integral  der  Differentialgleichung. 
An  Stelle  desselben  kann  man  übrigens  auch  jede  Function  von  m^ 
wie  Sl{(o{Xyy))^  als  Integral  benutzen. 
Aus  der  Gleichung 

(o{Xfy)  =  Const. 

der  Integralcurven  folgt  durch  Differentiation  wieder 


Da  aber  andererseits 
ist;  so  muss 


dm  j      .    d(o  j  ^ 

r,    dx  +  ..-  dy  =  0. 


Xdy  -  Ydx  =  0 

x?"'  +  r^'"  =  o 

c  X   ^        oy 


seiu;  d.  h.  die  Function  g)  ist  eine  Lösung  der  homogenen  linearen 
Homogene partidlef^  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zwischen  der  abhängigen 
üeiio  T)if-  Yariabeln  f  und  den  beiden  unabhängigen  x,  y: 

1.  Ordnung.  X  r-^  +    F  ..—  =  0. 

cx    *         oy 

Ist  umgekehrt  f'=a)(x,y)  eine  beliebige  Lösung  dieser  Differential- 
gleichung, ist  also 
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für  alle  Werte  von  x  und  y,  so  erfallt  auch  jede  Function  Sl{a)(x,y)) 
die  Gleichung^  und  (D{x,y)  =  Const.  stellt  dann  <x>^  Curyen  dar,  deren 
Tangentialrichtungen  sich  aus 

w-  ax  +  K-  dy  =  0 

bestimmen^   sodass  die  beiden  letzten  Gleichungen  durch  Elimination 

p  p 

von  ^  und  ^-   als   gewöhnliche    DiflFerentialgleichung   dieser  Curven 

geben : 

Xdy  —  Ydx  =  0. 

Zwischen  den  beiden  Diiferentialgleichungen: 

Xdy  —  Ydx  =  0 
oder 

dx dy 

X       i^ 

und 

dx    '  cy 

besteht  also  ein  inniger  Zusammenhang^  sie  stellen  im  Grunde  ge- 
nommen dasselbe  Problem  dar.  Deshalb  werden  wir  auch  später 
häufig  mit  den  beiden  Formen  nach  Bequemlichkeit  wechseln. 

Wir  haben  schon  in  der  Einleitung  gesagt,  dass  die  in  den  gebrauch-  zasammen. 
liehen    älteren  Lehrbüchei-n    vorkommenden  Integrationsmethoden   sich   im  sohfn'der 
allgemeinen  auf  Differentialgleichungen  beziehen,  welche  bei  einer  bekannten  jJ^*j?®'*®^J? 
Schar  von  Transformationen  invariant  bleiben.    Indem  wir  uns  vorbehalten,  gieichangen 
auf  die  Bedeutung  dieser  Behauptung  später  näher  einzugehen,  wollen  wir  onippen- 
Bchon  jetzt  an   einigen   möglichst  einfachen  Beispielen  den  Zusammenhang    ^«o^i«- 
zwischen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  und   der  Gruppentheorie 
andeuten. 

Zunächst  wollen  wir  die  von  x  freie  Differentialgleichung 

y  =  f(y) 

betrachten.  Bekanntlich  ist  ihre  Integration  durch  eine  blosse  Quadratur 
lu  leisten.  Geometrisch  ordnet  diese  Differentialgleichung  allen  Punkten 
längs  einer  Geraden  y  =  Const.  dieselbe  Richtung  zu;  ihre  Integralcurven 
können  daher  aus  einer  einzigen  Integralcurve  durch  Verschiebung  der- 
selben längs  der  x-Axe  abgeleitet  werden.  Diese  Verschiebungen  aber 
werden  durch  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 

dargestellt.  Führt  man  daher  auf  alle  oo^  Integralcurven  nach  und  nach 
alle  Translationen  x^^^  x  -\-  a,  yi=  y  aus,  so  erhält  man  jedesmal  die 
ursprüngliche  Schar  von  Integralcurven  wieder. 


\. 


I 
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Andererseits   ist  bekanntlich  auch  die  homogene  Differentialgleichnng 

leicht  zu  integrieren.  Diese  Gleichung  ordnet  allen  Punkten  desselben 
Sti*ahles  —  =  Const.  Yom  Anfangspunkte  aus    dieselbe  Richtung  sn.     Die 

sc  • 

Integralcuryen  lassen  sich  deshalb,  wie  wir  später  genauer  ausfahren  werden, 
aus  einer  einzigen  durch  ähnliche  YergrÖsserung  oder  Verkleinerung  der- 
selben vom  Anfangspunkt  aus  ableiten.  Diese  ähnlichen  VergrÖssenuigen 
oder  Verkleinerungen  aber  werden  durch  die  eingliedrige  Gruppe: 

x^  =  ax,    y^  =  ay 

dargestellt     Auch    hier   werden    daher   die    oo^  Integralcuryen  von  jeder 
Transformation  der  angegebenen  Gruppe  in  einander  übergeführt. 
Man  weiss  ferner  die  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

Äw  -  ««• + rt 

zu  integrieren.     £ine  solche  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 


y-^. 


^  +  ^1 


^.  =  f{^  +  y*). 


Danach  ordnet  sie  den  Punkten  längs  eines  Kreises  um  den  Anfangspankt 
Richtungen  zu,  welche  mit  diesem  Kreise  sämtlich  denselben  Winkel  bilden, 
denn  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  stellt  die  Cotangente  dieses 
Winkels  dar.  Ein  solcher  Kreis  wird  also  von  allen  Integralcurven  unter 
demselben  Winkel  geschnitten;  die  Integralcurven  gehen  daher  aus  einer 
bestimmten  dadurch  hervor,  dass  man  sie  um  den  Anfangspunkt  rotieren 
lässt.     Diese  Rotationen  aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe: 

iTj  =  a?  cos  a  —  y  sin  a,     t/j  =  a;  sin  a  +  y  cos  a. 
Ferner  kann  man  die  Differentialgleichungen  von  der  Form 

integrieren.  Eine  solche  ordnet  allen  Punkten  einer  Geraden  X'{'ky'=sQouai» 
gleiche  Fortschreitungsrichtungen  zu.  Die  Integralcurven  lassen  eich  also 
aus  einer  einzigen  durch  Verschiebung  derselben  längs  der  Parallelgeraden 
X  -^  ky  =  Const.  ableiten.  Diese  Translationen  aber  bilden  eine  ein- 
gliedrige Gruppe 

Xy=  X  —  kay     y^  =  y  4-  a. 

Diese  Beispiele ,  denen  sich  noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  anderer  an 
die  Seite  stellen  Hessen,  zeigen,  wie  man  gerade  bei  solchen  Differential- 
gleichungen, deren  Integration  geleistet  werden  kann,  eine  Gruppe  von 
Transformationen  anzugeben  vermag,  welche  die  Punkte  einer  beliebigen 
Integralcurve  in  die  einer  anderen  Integralcurve  überführen.  Man  wird  es 
danach  plausibel  finden,  dass  die  Kenntnis  einer  solchen  Gruppe  von  Trans- 


■4 
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Formationen    gestattet,    das   Integrationsgescbäft   zu   vereinfachen   und    vor 
allem  auch  methodisch  zu  gestalten. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  mögen  genügen,  um  den  Zusammenhang 
zwischen  Differentialgleichungen  und  Transformationsgruppen  anzudeuten. 
SpSter  werden  wir  natürlich  auf  alle  diese  Dinge  ausführlich  zurückkommen. 


Kapitel   2. 
Eingliedrige  Grnppe  in  der  Ebene. 

Der  Leser  wird  aus  den  im  vorigen  Kapitel  vorgeführten  Bei- 
spielen schon  einiges  Verständnis  für  das,  was  wir  eine  Gruppe  und 
insbesondere  eine  eingliedrige  Gruppe  nennen^  geschöpft  haben.  Ge- 
stützt darauf  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  und  die  Theorie 
der  eingliedrigen  Gruppen  in  allgemeiner  Weise  entwickeln. 

§  1.    Begriff  einer  Transformation  und   einer  eingliedrigen  Gruppe 
von  Transformationen  in  zwei  Veränderliohen. 

Zunächst  haben  wir  zu  erklären^  was  unter  einer  Transformation 
zu  verstehen  ist: 

Eine   Transformation    der   Punkte    der  Ebene    ist  eine   Operation,    Trang- 

formation 

welche  jeden  Funkt  der  Ebene  tvieder  in  einen  Funkt  derselben  überführt  «lor  Punkte 

-n-r  •  4\  .  •  *^®'  Eben©. 

Der  Weg,  auf  dem  diese  Überführung  statt  hat,  ist  dabei  unwesentlich, 
nor  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Punkte  sind  für  die  Transformation 
bestimmend.  Diese  Transformation  findet  ihren  analytischen  Ausdruck 
in  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

Hierin  soll  (a?,  y)  den  ursprünglichen,  {x^,y^  den  transformierten  Punkt 
bezeichnen.  Insbesondere  werden  wir  noch  voraussetzen,  dass  die 
Transformation  nicht  etwa  alle  Punkte  der  Ebene  nur  in  die  einer 
Gnrve  oder  gar  nur  in  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  überführe. 
Vidmehr  80Ü  im  allgemeinen  jeder  Funkt  {x^^  y,)  der  Ebene  als  durch 
die  TransfomuUion  am  einem  Punkt  (x,  y)  derselben  entstanden  auf- 
gefasst  werden  können.  Analytisch  findet  dies  seinen  Ausdruck  in  der 
Annahme,  dass  die  Gleichungen  der  Transformation  im  allgemeinen, 
d.  h.  sobald  nicht  x^,  y^  gewisse  specielle  Werte  haben,  auch  nach  x 
nnd  y  auflösbar  seien.  Jeder  Punkt  der  Ebene  wird  alsdann  im  all- 
gemeinen sowohl  als  ursprünglicher  wie  als  transformierter  Punkt 
anfgefasst  werden  können. 
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Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  eine  Constante  a 
enthalten: 

(1)  ^1  =  9>{^y  y,  (^\  yi  =  H^,y,(^) 

und  dieser  Constanten  alle  Werte  von  —  c»  bis  -|-  cx>  beigelegt  werden, 
so  ergiebt  sich  eine  Schar  von  oo^  Transformationen.  Diese  Schar 
von  Transformationen  wird  im  allgemeinen  nicht  die  Eigentümlichkeit 
haben,  dass  die  Reihenfolge  zweier  derselben  einer  einzigen  Trans- 
formation der  Schar  äquivalent  ist. 
Z.  B.  stellen  die  Gleichungen 

eine  Schar  von  <x>^  Transformationen,  die  sich  geometrisch  leicht  con- 
struieren  lassen,  dar,  welche  jene  Eigentümlichkeit  nicht  beaitsen. 
Führt  man  nämlich  nach  der  Transformation 

eine  zweite  aus  derselben  Schar  aus: 

so  ist  ihre  Beihenfolge  zwar  offenbar  einer  einzigen  Transformation 
äquivalent  (die  durch  Elimination  von  x^  und  y^  berechnet  wird): 

x^^a^  —  a  +  x,    y^=y, 
aber  diese  gehört  nicht  der  Schar  von  cx)^  Transformationen 

x^  =  Const.  —  Xf  y%  =  y 

an. 

Es  ist  also  ein  besonderes  Vorkommnis,  toenn  aus  der  Schar  dar 

oo^    Transformationen   (1)  jedesmal  die  Beihenfolge  0iveier  durch  eme 

einzige   Transformation  aus  derselben   Schar  ersetzt  werden  Jcann,     In 

Einguedrigediesem  Falle   nennen  wir  die  Schar  eine  Gruppe,  und  zwar,  da  sie 

^^mJ^^  einen  Parameter  a  und  demgemäss  <x>^  Transformationen  enthälti  eine 

^d^'i^h^^  eingliedrige  Gruppe. 

Das  analytische  Kriterium  für  eine  solche  eingliedrige  Gruppe  (1) 
ergiebt  sich  so:  Wir  führen  nach  der  Transformation  mit  Parameter  a: 

^1  =  9(^;y, «),   yi  =  *(^,  y, «), 

welche  die  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  die  neuen  Lagen  (a^j,  y^  bringt 
die  Transformation  mit  Parameter  a^  aus: 

welche  die  Punkte  {x^,  y^  nach  den  Stellen  (rc„  y,)  versetzt.  Dia  ] 
Transformation,  welche  direct  die  Punkte  (o;,  y)  nach  diesen  Stelloa  j 
(ic„  yj)  führt,  erhalten  wir  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  oj^,  y 


Beg^riff  einer  Transformation  und  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene.        23 

^2  —  9>  i9>(^7  y,  ö)>  *(^;  y,  ö);  «i);  y«  =  *  (9(^;  y, »),  ^(^;  y, «);  »i); 

jTg  und  y,  drücken  sich  hiernacli  durch  x,  y,  a  und  a^  aus.  Diese 
Transformation   nun  soll  wieder  eine  Transformation   aus   der  Schar 

(1)  sein,  d.  h.  sie  muss  sich  in  der  Form  schreiben  lassen: 

worin  der  Parameter  ^  eine  gewisse  Function  von  a  und  a^  allein  ist: 

A  =  A  (a,  a^). 

Es  müssen  also  identisch  für  alle  Werte  von  x,  y,  a,  o^  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form 

(p(q>(x,  y,  a),  if{x,  y,  a),  a,)  =  (p(x,  y,  X  (a,  a^)) 
*(9>(^»  y,  a),  *(a?,  y,  a),  aj  =  V'Ca;,  y,  l  {a,  aj) 
bestehen. 

Wir  wollen  den  Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe  noch  etwas  ein- 
schranken: Es  soll  sich  zu  jeder  Transformation  der  Gruppe  mit  be- 
liebigem Parameter  a  eine  andere  Transformation  derselben  —  etwa 
mit  Parameter  ä  -  zuordnen  lassen,  sodass  die  zweite  nach  der  ersten 
aasgeführt  die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt,  d.  h.  aus  den  beiden 
Gleichungenpaaren 

^1  =  fp{^7  y,  ö),  Vi  =  *(^;  y,  <^\ 

X^  =  9(^1»  Vu  ö);      y%  —  ^(^i;  yu  «); 

durch  Elimination  von  x^  und  y^  folgt: 

(2)  x^  =  x,    yi  =  y. 

Mit  anderen  Worten:     Wir  setzen  voraus,  dctös  die  Gruppe  zu  jeder   inreno 

1^  VATI  Ab 

Tramformation  auch  die  inverse  enthalte.     Liegen  die  Gleichungen  derfoimAtionan. 
Gruppe  vor,  so  findet  man  zur  Transformation 

^i  =  9>{^f  yy «);   yi  =  H^>  y, «) 

offenbar  die  inverse,  wenn  man  rr^,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als 
die  transformierten  Veränderlichen  betrachtet-  Indem  man  nach  Xy  y 
auflost,  ergeben  sich  mithin  die  Gleichungen  der  inversen  Transfor- 
mation in  der  gewohnten,  nach  den  neuen  Veränderlichen  x,  y  auf- 
gelösten Form. 

So  z.  B.  ist  zur  Translation 

x^  =  x  +  a,    y,=y 

die  Translation  invers,  die  sich  durch  Auflösung  nach  x,  y  ergiebt: 

x  =  x^  —  a,    y  =  yi 
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oder;  wenn  man  die  ursprünglichen  Veränderlichen  wie  sonst  mit  x^  y, 
die  neuen  mit  x^,  y^  bezeichnet^  diese: 

Da  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  der  Gruppe  wieder 
der  Gruppe  angehört ^  so  gilt  dies  auch  von  der  Reihenfolge  zweier 
ideniiiche  ZU  einander  inverser  Transformationen^  d.  h.  von  der  identischen  Trans- 
formaiion.  formation  (2).  Somit  folgt  aus  den  gemachten  Voraussetzungen,  dass 
es  einen  constanten  Wert  a^  des  Parameters  a  geben  muss,  für  welchen 
die  Gleichungen  (1)  der  Gruppe  sich  auf  x^  =  x,  y^  =  y  reducieren, 
sodass  also 

(3)  q>(x,  y,  Oq)  =  X,    ^{x,  y,  a^)  =  y 

ist  für  alle  Werte  von  x  und  y. 

Satz  1:  Sind  die  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in 
zwei  Veränderlichen  paarweis  zu  einander  invers,  so  etithäU  sie  auch  die 
identische  Transformation, 

Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  besonders  hervorzuheben ,  dass, 
wenn  die  Transformation  mit  Parameter  ä  zu  der  mit  Parameter  a 
invers  ist,  dann  auch  umgekehrt  letztere  die  inverse  zur  ersteren  ist 
Denn  die  Transformation  (a)  führt  etwa  den  Punkt  p  nach  p^^  die 
Transformation  (ä)  führt  p^  nach  p  zurück.  Nimmt  man  also  p^  als 
ursprünglichen  Punkt  und  führt  zuerst  die  Transformation  (ä)  aus,  so 
geht  er  nach  p.  Die  darauf  folgende  Transformation  (a)  bringt  ihn 
wieder  nach  p^  zurück,  sodass  diese  Reihenfolge  beider  den  Punkt  p^ 
in  Ruhe  lässt. 

§  2.     Der  allgemeine  Gruppenbegriff. 

Im  vorigen  Paragraphen  wurden  nur  die  eingliedrigen  Gruppen  de- 
finiert. Wir  wollen  nun  auch  die  allgemeine,  r-gliedrige  Gruppe  kurz 
erläutern,  bemerken  jedoch,  dass  wir  von  diesem  Begriffe  in  den  vorliegen- 
den Vorlesungen  keinen  Gebrauch  machen  werden.  Wir  dehnen  überdies 
in  diesem  Paragraphen  unsere  Betrachtung  gleich  auf  den  Baum  ans. 

Denken  wir  uns  drei  Gleichungen  vorgelegt : 

x^  =  X(x,  y,  0,  aj,  Ojj,  •  •  ar),    y^  =  Y{x,  y,  ^?,  «i,  a, ,  •  •  a^, 

z^  =-Z(ic,  y,z,ai,ai,"  ür), 

von  denen  wir   annehmen,  dass  sie  auch  nach  x^  y^  z  auflösbar  seien,  so 

stellen  sie,    wenn  die   Grössen  a^  a^  *  -  ar  bestimmten  Zahlen*  gleich    ge* 

Traui-    setzt  Werden,  eine  Transformation  der  Punkte  des  Raumes  dar,   indem  sie 

Jjj^^j^  jeden  Punkt  (a;,  y,  z)   desselben  in  einen  neuen  Punkt  (aj^,  y^,  Zj)  über* 

des  Raomesfuhren.    Vou  den  Parametern  a^  '  -  •  ar  setzen  wir  voraus,  dass  sie  sämtlich 

als    wesentlich  in  obigen  Gleichungen  vorkommen,   also  nicht  etwa  einige 
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als  überzählig  entfernt  werden  können.  Wenn  wir  a^  *  -  -  Or  von  —  oo 
bis  -f"  ^^  variieren,  so  stellen  unsere  Gleichungen  eine  Schar  von  oo** 
Transformationen  dar. '  Nach  einer  Transformation  mit  bestimmt  gewählten 
Parametern  (^^•'»  arj  welche  die  Punkte  {pc^y^z)  nach  den  Stellen  {x^tVi,  ^i) 
geleitet,  wollen  wir  eine  zweite  ausführen,  bei  der  die  Parameter  die  Werte 
ä^  •  •  •  ör  haben.  Diese  wird  die  Punkte  {x^,  y^,  z^  weiter  in  die  Lagen 
(^9  y%»  ^a)  bringen  und  es  ist: 

^2  =  Z(rri,  y^y  z^,  a^  •  •  •  5r). 

Um  nun  direct  von  den  ursprünglichen  Punkten  {x,  y,  z)  zu  den  neuen 
{x^ty^,  z^)  durch  eine  Transformation  zu  gelangen,  müssen  wir  die  Zwischen- 
stellen 0^1,  ^1,  Zi  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  aus  den  drei  letzten 
eliminieren;  dadurch  gehen  Formeln  hervor,  welche  x^,  y^f  z^  durch  x,  y,  z, 
Ol  '•'  Qr,  äi  "*  är  ausdrücken.  Nun  wäre  es  denkbar,  dass  diese  Gleichungen 
sich  wieder  so  schreiben  Hessen  wie  die  der  beiden  nach  einander  ausgeführten 
Transformationen,  also  in  der  Form: 

iCg  =  X(x,  y,  z,  X^  '  '  '  Ar), 

y«  =  ^(^»  2/,  ^,  ^1  •  •  •  ^r), 

z^  =  Z(Xf  y,z,li' '  '  Ar), 

wo  dann  Jl^,  Aj  *  ' '  ^r  gewisse  Functionen  der  früheren  Parameter  tti  •  '  •  ür^ 
äi* '  *  är  bedeuten  sollen,  die  aber  frei  von  x,  y,  z  sind.  In  diesem  Falle 
ist  also  die  Reihenfolge  der  beiden  Transformationen  unserer  Schar  mit  den 
Parametern  a^,*'*ar  und  ä^,  - '  *  är  einer  einzigen  Transformation  eben- 
derselben Schar  mit  den  Parametern  A|y***Ar  äquivalent,  und  zwar  gilt 
dies,  wie  auch  die  Constanten  a^-  -  -  Or,  ä^  •  •  •  är  gewählt  sein  mögen. 
Wir  sagen  alsdann,  dass  jene  Schar  eine  Gruppe  von  Transformationen  <3ar- q",*^®^JJ 
stellt  und  zwar,  da  sie  r  Parameter  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe.  Transfor- 

In   §  4   des   1.  Kapitels   haben  wir  ein  Beispiel  hierzu  gegeben,  die^M^sai^^. 
Gruppe  aller  Bewegungen   des  Baumes.     Sie   war   6-gliedrig.     Aber  auch 
die  in  §§  1  bis  3  jenes  Kapitels  betrachteten  Gruppen 

Xi=x  +  a,    yi  =  y\ 

x^=x  +  a,     l/j  ^y  +  ft; 

Xi  ^=>  X  cos  a  —  y  sin  ce,     y^  =^  x  sin  a  -{-  y  cos  a; 

Xi=X'm,    2/1  -=  y 

können  als  Beispiele  von  Gruppen  des  Raumes  (x,  y,  z)  gelten,  man  hat 
nnr  jedesmal  zu  den  beiden  Gleichungen  noch  als  dritte 

\  z^^=  z 


hiatnfllgen. 

Wir  ÜEkhren  nunmehr  fort  in  der  Betrachtung  der  eingliedrigen  Gruppen 
in  xwei  Veränderlichen. 
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§  3.    BxiBtexu  einer  infinitesimalen  Transformation  in  der  ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Wir  erkannten  in  §  1^  dass  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe*) 

von  der  vorausgesetzt  wurde^  dass  sich  ihre  Transformationen  einander 
paarweis  als  invers  zuordnen  lassen ;  die  identische  Transformation 
^1  =  ^;  Vi  =  y  enthält. 
ma^^Tn^-  Daraus  lässt  sich  nun  weiter  folgern ;  dass  sie  auch  eine  infinäe- 
formfttion.  ^Ynote  Transformation,  eine  Transformation  also,  bei  welcher  alle 
Punkte  (x,  y)  in  unendlich  benachbarte  Punkte  übergehen,  enthält 
Es  sei  nämlich  a^  der  Wert  des  Parameters,  fQr  welchen  die  Glei- 
chungen (1)  die  identische  Transformation  darstellen,  d.  h.  ftir  welchen 

(3)  g?(a?,y,ao)  =  a;,    ^(a:,y,ao)  =  y 

ist.     Geben  wir  dann  dem  Parameter  a  den  von  a^  unendlich  wenig 

abweichenden  Wert  a^  -f~  ^^>  so  wird  die  Transformation  der  Gruppe 

x^  =  q>{x,y,aQ  +  da),    J/^  =  ^(^,  y,  ao  +  *«) 

nur  unendlich  wenig  von  der  identischen  Transformation  abweichen, 
also  infinitesimal  sein.    Es  kommt  ja  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 

-''1  =  9(^,  y>  «o)  +  — ^ä, —  T  +  — ^V —  iTi  +  "  •  •' 
y,  =  *(a:,  y,  a,)  +  —^ +  —^, j-j  +  .  •  -, 

oder  wegen  (3): 

„  _  ^   ,   ^y(g,  y,  Oq)  da    ,   g*y(3?,  y>  Og)  9a^  , 

yi  =  y  + ä^;;—  T  +  — d^- — O  +  •  •  '• 

x^  und  y^  unterscheiden  sich  also  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
von  X  und  y.  Es  wäre  denkbar,  dass  die  Coefficienten  der  niedrigsten 
Potenzen  von  Sa  in  diesen  ßeiheuentwickelungen  für  alle  Werte  von 
X  und  y  verschwänden.  Auf  jeden  Fall  aber  wird  in  den  Reihen  eine 
niedrigste  Potenz  von  da,  etwa  da^^  wirklich  auftreten.  Als  unendlich 
kleine  Grösse  benutzen  wir  dann  nicht  mehr  da,  sondern  bequemer 
da''  =  dt  und  erhalten,  wenn  l{x,y)  und  ij(x,y)  die  Coefficienten  von 
da''  in  den  beiden  Reihen  sind,  die  Formeln: 

*)  Hier  möge  ein  fflr  allemal  betont  werden,  dass  wir  bei  Betraohtangsa, 
in   denen  allgemeine  Functionen   aaftreten,   immer   die  VoraaBBetsaiig  maeh—i 
dass  die  betreffenden  Functionen  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Wertsystei 
regnlär  verhalten   nnd  sich  also  nach  dem  Taylor'schen  Satse  in  Potenireihi 
entwickeln  lassen. 


Eiiaten«  e 
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{4)  a:,=a+|(x,  »,)*(  +  ■■■,  j/,=y  +  v(^>y)^i+--> 
Teiche  eine  infiDitesimale  Tranaformation  der  eingliedrigen  Gruppe 
darstellen  und  in  denen  die  nicbt  hingeachriebenen  Glieder  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  sind  aU  öt.  Freilich  erkennt  man  durch 
dieses  ßaisonnement  nicht,  ob  die  ReihenentwickeluDgen  (4)  nach 
ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  dt  fortBchreiten.  Dagegen 
giebt  die  weiter  unten  zu  besprechende  Methode  sicher  Reihenent- 
wickelungen  nach  ganzen  Potenzen  des  Parametera.  ^  und  rj  enthalten 
allerdings  auch  noch  a„,  aber  a^  ist  kein  beliebiger  Parameter,  sondern 
eine  bestimmte  Zahl  und  braucht  darum  in  ^  und  i]  nicht  besonders 
angeführt  zu  werden. 

Wendet  man  diese  Methode  etwa  auf  die  eingliedrige  Gruppe 


vyr-o 


Pi  =ya-{-  xyi  —  0 


findet  man,  daas  sie  nicht  durchführbar  ist.  Dies  liegt  darin,  dass  die 
GrOsse  Vi  —  «*  sich  nach  der  Subatitution  n  ^  1  -j-  Ji  nicht  nach  ganzen 
Potenzen  von  St  entwickeln  tilsat.  Die  folgende  Methode  dagegen  liefert  eine 
infinitesimale  Transformation,  da  bei  ihr  y'l  —  a^.  nicht  in  der  Umgebung 
der  Stelle  n  ^  1 .  sondern  einer  beliebig  annehmbaren  Stelle  in  eine 
PolcBsreihe  entwickelt  wird. 

Man  kann  auf  einem  weitläufigeren  Wege,  der  aber  tiefer  in  diej^,| 
Sache   hineinführt,    zu    einer   infinitesimalen   Tranaformation   der   eiu'g,^ 
gliedrigen  Gruppe  gelangen,  nämlich  so:  Wir  geben  dem  Parameter  o  '* 
einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Wert  i.     Die  zugehörige  Tranafor- 
mation —  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  (i)  —  führt  die  Punkte  p  der 
Ebene   in   neue   Lagen  p,   über.     Es   giebt  dann  nach   Voraussetzung 
eine  zo  dieser  iuverse  Tranaformation  in  der  Gruppe.     Ihr  Parameter 

er  ist  eine  gewisse  Function 
Ton  e.  Diese  Transformation  (1)  führt 
alle  Punkte  p^  wieder  in  die  Lagen  p 
Snrfiek.  Eine  Transformation  nun,  deren 
Parameter  unendlich  wenig  von  £  ab- 

r«ioht,  also  etwa  i  -\-  de  ist,  wird  p^ 
bicht  genau  nach  p,  sondern  nach  einer 
unendlich  benachbarten  Stelle  p' 
lähreu.  (Siehe  Fig.  4.)  Die  Reihen- 
folge der  Transformationen  (e)  und 
[<  +  dt)  wird  p  nach  y,  und  dann 
Dach   p'    bringen    und    ist   einer   einzigen    der   Gruppe    angehörenden 

'ransformation   äquivalent,   welche  die  Funkte  p  der  Ebene  in  ihnen 
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unendlich  benachbarte  Punkte  p   überfahrt,  d.  h.  einer  infinitesimalen 

Transformation  der  Gruppe. 
AMiy^che         ^jj  sollen  dics  hier  rein  begriflFlich  dargestellte  Verfahren  jetxt 
'*5J^J^^j^®"analyti8ch   verfolgen.     Die  erste  Transformation  (e)  wird  dargestellt 

Ableitang.  Jurch: 

(5)  ^i  =  9>{^,yf^),  yi  =  *(^;y;«)5 

die  Transformation  {e  -{-  de),  welche  nach  dieser  ausgeführt  werden 
solly  durch 

X  =  g?(Xi,  Pi,  s  +  de);    y  =  tl;(xi,  y^,  s  +  ds). 

Elimination  von  x^  und  y^  aus  (5)  und  den  beiden  letzten  Gleichungen 
giebt  daher  die  gesuchte  Transformation ,  welche  die  Punkte  p  in  die 
Punkte  p   überführt: 

x  =  (p(q)(x,ij,e),  if(x,fj,€),e  +  de),  y  =  if(<pix,y,6),  tl;{x,y,e),€  +  d€y 
Entwickeln  wir  diese  Werte  nach  Potenzen  von  j£,  so  kommt 

X  =  (p(tp{x,  y,  £),  tlf(x,  y,  f),  e)  H ^ +..., 

y  ^  ^\^>[Xy  y,  6)y  tijx:,  y,  €)f  a)  H ^ T  +  "  * 

Diese  Gleichungen  der  gesuchten  Transformation  lassen  sich  noch 
vereinfachen;  wodurch  man  dann  erkennt,  dass  sie  wirklich  eine  infi- 
nitesimale Transformation  darstellen.  Es  sind  ja  nach  Voraussetzung 
die  Transformationen  (e)  und  (ä)  zu  einander  invers^  d.  h.  wenn  man 
nach  der  Transformation 

Xi  ==  <p(x,  y,  e),    y^  =  ^{x,  y,  a) 

die  Transformation 

^2  =  9(^1;  Vi,  ^);     Vi  =  ^(^1;  J/i;  fi) 
ausführt,   muss   man    die   identische   Transformation   x^  =»  Xj  y%^^  y 
erhalten.    Es  geht  aber  durch  Elimination  von  x^  und  y^  hieraus  die 
Transformation  hervor: 

Es  ist  also  eine  blosse  Folge  unserer  Voraussetzung^  (s)  und  (e) 
seien  inverse  Transformationen,  dass 

m  I 

ist.    Die  Gleichungen  (6)   der  Transformation   der  Punkte  p   in    dieL:. 
Punkte  p   lauten  deshalb  auch  so:  -  ^ 

(7)  08  1 

y  =  y  H y^ r  +  •  •  •'  i 


1 
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nnd  in  dieser  Form  stellen  sie  offenbar  eine  infinitesimale  Transfor« 
mation  dar^  da  hier  x  und  y'  nur  unendlich  wenig  yon  x  und  y  ab- 
weichen. 

Jetzt  erkennt  man  durch  eine  kleine  Ueberlegung  sehr  leicht, 
dass  die  ersten  in  d£  linearen  Glieder  nicht  verschwinden.  Denn  be- 
zeichnet man  q>(x,y,  s)  und  ^{x^Vy^)  wie  in  (5)  wieder  mit  a;^  und  y^y 
so  haben  diese  linearen  Glieder  in  (7)  die  Goefficienten 

dl  '  dl 

Hierin  können  nun  x^y  y^  und  b  als  unabhängige  Veränderliche  auf- 
gefasst  werden.    Wäre 

di        —  ^'  "dt        —^' 

so  würden  ^{Xy^y^yt)  und  ^(^uJ^o^)  frei  von  1  sein,  d.  h.  allgemein 
wären  die  Gleichungen  der  Gruppe  x^  «=  ^[x^  y,  a),  yi  «=  ti^^)  tff  ^) 
frei  von  a.  Sie  würden  also  gegen  die  Voraussetzung  gar  keinen 
Parameter  enthalten. 

In  (7)  sind  die  Goefficienten  von  ds,  die  also  nicht  verschwinden, 
Functionen  von  x,  y,  s  und  s.  Zu  einer  Transformation  (s)  gehört 
aber  eine  ganz  bestimmte  inverse  (s).  Es  ist  daher  s  eine  gewisse 
Function  von  s,  und  jene  Goefficienten  hängen  also  nur  von  x,  y 
und  B  ab.  Wir  bezeichnen  sie  mit  £(a;,  y,  b)  und  ri{Xj  y,  b)  und  er- 
halten dann  die  infinitesimale  Transformation 

(8)      af=x  +  i(x,y,B)dB-\ ,    !/'=  y  +  ^(^,  y,  «)*«  H , 

die  sicher  unserer  eingliedrigen  Gruppe  angehört  und  noch  eine  will- 
kürliche Gonstante  b  enthält. 

Fassen  wir  in  (8)  b  als  eine  bestimmte  Grosse,  ob  dagegen  als 
eine  veianderliche  unendlich  kleine  Grösse  auf,  so  sind  die  rechten 
Seiten  unendliche  Potenzreihen  nach  ob.  Bei  dieser  Auffassung  geben 
uns  die  Gleichungen  (8)  eine  zur  identischen  Transformation  unendlich 
benaehbarte  Transformation  unserer  Gruppe. 

Nun  aber  kann '  man  die  Gonstante  b  noch  beliebig  wählen  und 
man  kann  also  auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  solchen  infinitesi- 
malen Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gelangen. 
Spiter  werden  wir  sehen,  dass  alle  infinitesimalen  Transformationen 
dir  Grappe,  die  man  so  bestimmen  kann  oder  vielleicht  durch  noch 
ändere  Methoden  zu  finden  vermöchte,  in  den  unendlich  kleinen 
Uiedem   erster  Ordnung   bis  auf  einen  constanten   Factor   überein- 
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stimmen  müssen.  Vorerst  aber  sind  wir  nur  zu  diesem  Ergebnis 
gelangt: 

Satz  2:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene,  deren  TransfarmationeH 
sich  paarweis  als  invers  einander  zuordnen  Ibissen,  hesitBt  sicher  eine 
infinitesimale  Transformation. 

Beispiel.  Beispiel:  Wir  wollen  die  obige  zweite  Methode  auf  die  Ableitung 

einer  infinitesimalen  Transformation  der  in  §  2  des  1.  Kapitels  be- 
trachteten eingliedrigen  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Anfangspunkt 

rcj  «=  a;  cos  a  —  y  sin  a,    y^  =  rc  sin  a  +  y  cos  a 
anwenden.     Hier  ist  die  Rotation  mit  dem  Drehwinkel  —  a  zur  Ro- 
tation mit  dem  Drehwinkel  b  inverS;  also  der  oben  mit  b  bezeichnete 
Parameter  gleich  — b.    Die  Rotation  {b)  hat  die  Gleichungen: 

(5')  x^^=  X  cos  B  —  y  sin  £ ;    j/i  ==  rc  sin  a  +  y  ^^s  b. 

Die  Rotation  ( — «  +  ^0  ^^'^K^^j  welche  die  Punkte  (rCj,  f^ixL 
Punkte  {x\  y)  zurückführt,  die  den  Punkten  {x,  y)  unendlich  benach- 
bart sind;  hat  die  Gleichungen:  . 

x=^  Xi  cos  (—  f  +  ob)  —  j/i  sin  (—  b  +  *0? 

y  =  Xi  sin  ( —  b  +  ob)  +  y^  cos  ( —  s  +  ob). 

Eliminiert  man  hieraus  x^  und  y^  vermöge  (5),  so  kommt: 

ir'=  {x  cos  B  —  y  sin  b)  cos  (—  «  +  ^*)  ~ 

—  (rc  sin  «  +  y  cos  b)  sin  (—  b  +  da)  = 

=  a:(cos  B  cos  ( —  b  +  ob)  —  sin  b  sin  ( —  b  +  Sb))  — 

—  yCsin  B  cos  ( —  b  +  ob)  -|-  cos  b  sin  ( —  s  +  ^*))  = 

=  X  cos  dB  —  y  sin  dB  =  x  —  yds  -f-  . .  • 

und  ganz  ähnlich: 

y  =  x  sin  ob  -{-  y  cos  d«  =  y  +  xSb  +    •  •. 

Die  gesuchte  infinitesimale  Transformation  ist  also: 

(7')  a;'=  X  —  yÖB  +  •  •  •,    y'=  y  +  xds  +  •  •  •. 

Dies  ist  die  in  §  2,  Kap.  1,  gefundene.     Man  hätte  sich  diese  gaili|j 

Rechnung  ersparen  können,   da  das  Ergebnis  aus  der  geomel 

Anschauung  sofort  hervorgeht.    Es  lag  uns  aber  daran,  unsere  Mei 

an  einem  concreten  Beispiel   zur  Erläuterung  wirklich  durchzi 

§  4.     Construction  einer  eingliedrigen  Gruppe  ans  einer 

infinitesimalen  Transformation. 

Zunächst  werden  wir  uns  jetzt  etwas  näher  mit  dem  Begriff  m 
^M^ii^^^  infinitesimalen  Transformation  seljMst  beschäftigen  und  zeigen,  wie  li 
"forafttioSfvon    einer    solchen   wieder^'zu   einer   eingliedrigen   Gruppe   gelaa 


Conitmotion  einer  Qrnppe  d 


infinitesimalen  TransforniaUon. 


kuin.  Wir  wollen  bIso  jetzt  ganz  (lavon  absehen,  dass  die  infinitesi- 
male  Traneforiiiatioa  etwa  die  einer  eingliedrigen  Gruppe  sei,  wir 
wollen  sie  vielmehr  direct  ohne  Benutzung  des  Gnippenhegriffs  deß- 
mieren  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(9)  i'=i  +  K^,y)5(  +  -',   y'=y  +  v(^,y)Si  +  ---. 

■wo  E  und  rj  zwei  irgendwie  gegebene  Functionen  Ton  x,  y  sein  aollen 
nnd  dt  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeute.  Wir  denken  uns  die 
weggelassenen  Glieder  als  couvergentc  Potenzreihen  nach  dt,  die  mit 
Gliedern  zweiter  Ordnung  beginnen. 

Diese  Transformation  (9)  ist  eine  infinitesimale,  denn  sie  fßhrt 
»lle  Punkte  (r,  y)  in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte  {x,  y)  ilber, 
deren  Coordinateu,  wenn  wir  von  unendlich  kleineu  Grössen  zweiter 
Ordnung  abseben,  um  die  infinitesimalen  Strecken 

(10)  Sx^lät,     fiy  =  nSt 

grösser  als  die  ursprünglicheu  sind.  Jedem  Punkte  {x,y)  wird  somit 
eine  imendlicli  kleine  Fortscfireitungsslreekc  von  der  Lunge  ^ 

xogeordnet  und  zwar  den  verschiedenen  Punkten  im  allgemeinen  solche 
»on  verschiedener  Länge  und  verschiedener  IHdäang. 

Man  erhalt  ein  anschauliches  und  fruchtbares  Bild  von  der  infini-^^,' 
tesimalen  Trans  Form  ation  (9),  wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  ,; 
tweiter  Ordnung  absieht  und  sich  vorstellt,  dass  alle  Punkte  (x,  y) 
der  Ebene  in  Bewegung  versetzt  werden  und  im  Zeilelentent  St  eben 
jene  unendlich  kleinen  Strecken  V^l^  +  »j'  St  beschreiben,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Äxen  die  Längen  ^öt  und  tjöt  haben.  Dies  anschau- 
liche Bild  legt  es  uns  nahe,  die  betreffende  unendlich  kleine  Orts- 
verüiderung  fortwährend  nach  einander,  unendlich  oft  auszufahren. 
Im  ersten  Zeitelement  dt  gelangt  der  Punkt  {x,  y)  aus  seiner  Anfangs- 
lage in  die  neue  Lage  (j*,  i/*),  im  nächsten  Zeitelement  dt  durchläuft 
•r  »Isdann  die  unendlich  kleine  Strecke  )^|(3-',  t/')*  +  ^i.^' ,  v'f  öi  u.  s.  w. 
r  srapriin gliche  Punkt  {x,y)  kommt  durch  diese  fortwährende  Aus- 
ftlunnig  der  infinitesimalen  Transformation  nacheinander  in  lauter 
IHoe  Lagen,  die  eine  stetige  Reihe  bilden,  also  eine  Curve  darstellen. 
Wir  denken  uns  also,  präciser  gesagt,  alle  Punkte  der  Ebene  in 
Bewegangen  begriffen,  welche  dadurch  definiert  sind,  dass  fUr  jeden 
pDukt  (x,  y)  die  Geschwindigkeitscomponenten  die  Werte 


ftbes,  die  nur  ^ 


I  Orte  (x,  y),  nicht  aber  von  der  Zeit  abhängen. 
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Die  ganze  Ortsveränderung  der  Punkte  der  Ebene  ist^  da  sie  sich 
BlwemmS  ^^^  Moment  zu  Moment  wiederholen  soll,  eine  sogenannte  staHonän 
Bewegung  und  kann  verglichen  werden  mit  der  Strömung  der  Massen- 
teilchen   einer   compressibeln  Flüssigkeit^   bei   welcher   das   gerade  an 
der  Stelle  {x,  y)  befindliche  Teilchen  im  nächsten  Zeitelement  dt  den 

unendlich  kleinen  Weg  j/^*  +  rj^  dt  durchläuft,  wodurch  seine  Coordi- 
uaten  um  dx  =  idt  und  dy  '=»  ridt  zunehmen.  Die  Zeit  t  wollen  wir 
von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ^  =  0  an  messen  und  yoraussetzen, 
ein  gewisses  Massenteilchen  befinde  sich  zur  Zeit  ^  «=  0  an  der  Stelle 
{Xy  y).  Dann  wird  es  durch  die  stationäre  Bewegung  zur  Zeit  t  an 
einer  andern  Stelle  (p^,  y^  sich  befinden.  Es  ist  dies  die  Stelle,  in 
welche  der  Punkt  {x^  y)  übergeht,  wenn  auf  ihn  fortwährend  die  in- 
finitesimale Transformation  (9)  ausgeübt  wird,  und  dies  gilt  für  alle 
Punkte  {Xj  y)  der  Ebene.  Die  neuen  Coordinaten  Xi,  y^  sind  Func- 
tionen der  ursprünglichen  x,  y  und  der  Grösse  t  Wenn  t  um  dt 
wächst,  so  wachsen  x^  und  y^  um 

dx^  =  i{x^,  y,)dt,    dy,  =  ri{x^,  y^)dt. 

Mithin  bestimmen  sich  x^  und  y^  als  Functionen  von  t  aus  den  beiden 
simultanen  Differentialgleichungen 

mit  der  Anfangsbedingung:  Für  <  =  0  soll  iTi  =  flJ,  yi  =  y  sein. 
Durch  Integration  dieses  Systems  ergeben  sich  für  x^  und  y^  gewisse 
Werte: 

(12)  x,  =  0{x,y,t\    y,^W{x,y,t), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x  und  y  reducieren. 

Diese   unsere   kinematische   Betrachtungsweise   zeigt   nun   leicht^ 
dass  die  Integralgleichungen 

eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bestimmen.  Denn  wenn 
unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  t^  die  Punkte  (x,  jf) 
nach  den  Stellen  {x^y  y^  und  danach  im  Laufe  der  Zeit  ^  diflie 
neuen  Punkte  (x^y  y^  nach  den  Stellen  {x^^  y^)  führt,  so  leuchtet  eiiiy 
dass  unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  ^i  -{-  4  ^i®  ^^^^ 
sprünglichen  Punkte  {x,  y)  in  die  Lagen  (x^,  y^)  überführt,  analytisdi 
ausgedrückt:  Die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  (^)  und  (t^ 
aus  der  Schar  der  oo^  Transformationen  (12)  ist  äquivalent  eine* 
einzigen  Transformation  (t^  +  Q  dieser  Schar.  Die  Schar  (12)  sie 
also  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
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Jetzt  wollen  wir  diese  nicht  ganz  streng  formulierte  kinematische 
Betrachtung  verlassen  und  sie  durch  ein  strenges  analytisches  Raison- 
nement  ersetzen. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  ^ä2u!^2 

n  j  ,  einor  ein- 

bestimmen  x^  und  y^  als  Functionen  von  t  und  von  den  zu  ^  <=  0 
gehörigen  Anfangswerten,  als  welche  wir  x^=  x,  yi=y  wählen.  Um 
diese  Functionen  x^^  y^  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  das  simultane 
System 

mit  den  vorgeschriebenen  Anfangs  werten:  Xi  =  x,  yi  =  y  für  <  =  0 
zu  integrieren* 

Da  der  Differentialquotient  -rr  =  S  (^i  >  ^i)  für  ^  =  0  den  Wert 

iix^y)  annimmt,  so  erhalten  die  Integralgleichungen 

(12)  x^  =  0(x,y,t),    y,  =  V(x,y,t), 

wenn  sie  nach  Potenzen  von  t  entwickelt  werden,  offenbar  die  Form 

und  sie  stellen  <x>^  Transformationen  der  x,  y  in  die  x^y  y^  dar.  Wir 
wollen  jetzt  rein  analytisch  beweisen,  dass  diese  Transformationen 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bilden.  Um  den 
Beweis  zu  liefern,  müssen  wir  uns  mit  der  Art  der  Integration  des 
Systems  (11)  etwas  näher  beschäftigen. 

Zur   Integration   kann    man   so    verfahren:    Zunächst   besitzt   die 
Differentialgleichung  zwischen  Xi  und  y^: 

ein  Integral  Sl(xi,  yj),  das,  da  es  frei  von  t  ist,  auch  Integral  des 
ganzen  simultanen  Systems  (11)  sein  muss.  Um  nun  ein  zweites 
Integral  des  Systems  zu  finden,  das  nicht  frei  von  t  ist,  hat  man 
vermöge 

-^(^1 ;  Vi)  =  c  (=  Const.) 
etwa  y^  aus 

m  eliminieren  und  die  entstehende  Differentialgleichung  zwischen  Xj^ 

^    und  t  (die  ausserdem  im  allgemeinen  noch  c  enthält)  zu  integrieren. 

Dies  geht^  da  die  linke  Seite  frei  von  t  ist^  durch  eine  Quadratur  und 

LU,  BiffBroniimlgltiehiiiigeii.  3 
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giebt  ein  Integral  von  der  Form  F{x^,  c)  —  t  Dies  ist  aber  noch  kein 
Integral  des  Systems  (11).  Vielmehr  muss  erst  wieder  c  yermöge 
iS  =  c  fortgeschaSt  werden.  Dadurch  geht  dann  ein  zweites  Integral 
des  Systems  (11)  hervor  von  der  Form 

Als  Anfangsbedingung  wurde  festgesetzt^  dass  fQr  ^  <=>  0  auch 
Xi  =  Xy  yi  =  y  sein  soll.    Demnach  stellen  die  Gleichungen 

^  ^^  \w(x,,y,)^t=W{x,y) 

das  Ergebnis  der  Integration  dar.    Durch  Auflösung  derselben  nach 

Xi  und  y^  ergeben  sich  dann  die  Integralgleichungen  in  der  Form  (12). 

d^JSSippin-         ^^^   behaupteten  nun,   dass  diese  eine  eingliedrige  Gruppe  mit 
eigenwhftft.  jem  Parameter  t  darstellen.     Dies  geht  aus  der  Form  der  nicht  auf- 
gelösten Gleichungen  (13)  unmittelbar  hervor: 

Denn  die  Transformation  der  Schar  (12)  oder  (13),  welche  dem 
Parameter  t  zugehört,  führt  die  Punkte  (x,  y)  in  die  Punkte  (rc^,  yj 
über,  die  sich  aus  (13)  bestimmen.  Eine  zweite  Transformation  der- 
selben Schar  mit  dem  Parameter  t^  wird  die  Punkte  {x^^  y^)  weiter 
in  die  Punkte  (x^,  y^)  überführen,  deren  Coordinaten  sich  aus  den  zu 
(13)  analogen  Gleichungen 

,W(x,,y^)  —  t,  =  W(x,,yi) 

berechnen  lassen.  Will  man  nun  die  Transformation  haben,  welche 
sofort  die  Punkte  {x,  y)  in  die  Endlagen  (rVj,  y^)  bringt,  so  hat  man 
nur  aus  (13)  und  (14)  die  Zwischenwerte  a^i,  y^  zu  eliminieren.  Dies 
macht  sich  sehr  leicht,  es  kommt: 

^(^2fy2)  =  ^(^yy), 

W(x„y,)--(t  +  t,)  =  W{x,y). 

Aber  diese  beiden  Gleichungen  stellen,  nach  X2  und  y^  aufgelöst,  nichts 
anderes  dar,  als  die  Transformation  mit  dem  Parameter  ^  -H  ^,  welche 
der  durch  (13)  bestimmten  Schar  von  00^  Transformationen  angehdrt. 
Jene  Schar  hat  also  in  der  That   die  Gruppeneigenschaft. 

Diese  eingliedrige  Gruppe  enthält  auch  zu  jeder  Transformation 
mit  beliebigem  Parameter  t  die  inverse.  Letztere  ist  die  mit  dem 
Parameter  —  ^,  denn  beide  nach  einander  ausgeführt  geben  ja  die 
Transformation  mit  dem  Parameter  t  —  t  =  0,  d.  h.  die,  für  welche 

Ä(^n  Vi)  =  ^(p^y  y)y    ^K^ij  Vi)  =  wiPf  y) 

oder  rTj  =»  Xj  i/j  =  y  ist,  ruso  die  identische. 


(14) 
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Erinnern  wir  uns  ferner  daran,  dass  die  gefundene  Gruppe  auch 
durch  die  Gleichungen  (12')  darstellbar  ist,  so  erkennen  wir  noch, 
dass  sie  (wenn  t  unendlich  klein  angenommen  wird)  eine  infinitesimale 
Transformation 

x'^  X  +  |(a:,  y)dt  H ,     y  =  y  +  rj^x,  y)dt  H 

enthält,  die  mit  der  vorgelegten  infinitesimalen  Transformation  (9)  in 
den  unendlich  kleinen  Gliedern  erster  Ordnung  übereinstimmt 

Die  Entwickelungen  (12')  der  endlichen  Gleichungen  unserer 
Gruppe  werden  durch  das  simultane  System  (11)  bestimmt  und  es  ist 

nicht  schwer,  auch  die  Goefficienten  von  7—5   anzugeben.     Nach  dem 

Maclaurin'schen    Satze   sind   diese   nämlich   -^    und  -—}  für  ^  =  0. 
Nun  aber  liefert  (11): 

dt^~  dxi         dt     '  a^i         dt 


Für  /  =  0  wird  dies  zu: 


(dyÄ      _ 


^-igi^|(a:,y)  +  ^-l^,(.,y). 


Ahnlich  bestimmt  sich  der  Coefficient  l-rnr)  von  7—-  in  der  Ent- 
Wickelung  von  y^  nach  t  ^ 

Wir  formulieren  nunmehr  unsere  Ergebnisse  in  dem 

Theorem  1^    Jede  infinitesimale  Transformation 

x^  =  x  +  i{x,y)dt'\ ,   yi  =  y  +  v(^,y)St  +  " 

gehör  tf  wenn  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems 

dx,      ^      dy,       ^  ^^ 

mit  der  Anfangsbedingung,  dass  x^=  x,  j/i  =  y  für  t  =  0  sein 
80II9  in  der  Form 

W{x,,y,)-t^W{x,y), 

oder,  nach  x^  und  y^  aufgelöst  und  nach  t  entwickelt,  in  der 
Form: 
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y.  =  y  +  »jC^,  y)  I  +  (l  ll  + 1?  ^)  rrä  +  •  •  •• 

Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation j  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
mit  der  gegebenen  infinitesimalen  Transformation  überein- 
stimmt*). 

BeUpieie.  1,  Beispiel:  Es  sei  vorgelegt  die  infinitesimale  Transformation 

(9')  x^=x  —  ydt^    yi  =  y  +  sc8t, 

sodass 

ist.    Das  simultane  System  lautet  also: 
(ir)  -^  =  ^  =  (?f. 

Zunächst  liefert  die  Differentialgleichung 

oder 

x^dx^ -^r  Vidy^  =  0 
das  Integral 

Setzen  wir  es  gleich  einer  Constanten  k^: 

a^i*  +  Vi'  =  fc' 

und  eliminieren  wir  hierdurch  y^  =  j/ä*  —  x^  aus  der  Gleichung 

-^  =  d^ 
—  Vi  ' 


so  kommt  die  Differentialgleichung 


Vk*-  x^* 
mit  dem  Integral 


==dt 


*)  AüfilDgerD,  denen  die  vorstehenden  Eni  Wickelungen  vielleicht  etmtf 
schwierig  geworden  sind,  möchten  wir  den  Rat  erteilen,  den  Rest  dieses  Capitals 
mit  Ausnahme  der  nachfolgenden  Beispiele  vorerst  zu  überschlagen,  um  ihn  sjAier 
gelegentlich  nachzuholen.  Freilich  muss  -ein  solcher  Leser  alsdann  die  Thatsache, 
die  in  §  5  bewiesen  wird,  ohne  Beweis  als  richtig  hinzunehmen:  Eine  eingliedrige 
Gruppe  in  x,  y  mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  nur  eine  infinüe- 
simale  Transformation,  wenn  der  Wert  der  infinitesimalen  Constanten  8i  alt 
nebensächlich  angesehen,  d.  h.  kSt  als  derselbe  wie  dt  betrachtet  wird,  wenn  h 
eine  Constante  vorstellt.  Ein  solcher  Leser  wird  also  das  Theorem  S  des  §  5 
ohne  Beweis  als  richtig  annehmen  müssen. 
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—  arc  sin  t-  —  ^' 

Hieraus  ist  nun  k  =  Yx^^  -\-  y^  wieder  zu  entfernen,  wodurch  das 
zweite  Integral 

W(x. ,  V.)  —  ^  ^  —  arc  sin    ,—    ^      =  —  t 
unseres  simultanen  Systems  (IT)  hervorgeht.     Danach  sind 

(13)  .  £C,  ,  .  X 

^     ^  —  arc  sin  '      r  —  r  =  —  arc  sm    , 

l  V^i'  +  yi'  Vx^  +  y' 

die  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  (9')  er- 
zeugten Gruppe.  Ihre  Auflösung  nach  x^  und  y^  ist  in  dieser  Form 
etwas  umständlich.  Bequemer  wird  sie,  wenn  man  die  Integralglei- 
chungen des  simultanen  Systems  (ll')  in  einer  fUr  dies  Beispiel  ge- 
schickteren Form  annimmt.     Wir  fanden  als  erstes  Integral 

^1^  +  Vi'  =  *S 
als  zweites  zunächst 

—  arc  siu  -^  —  ^  =  —  c  (=  Const.) 

oder 

^  =  sin(c  — 0, 

sodass  aus  dem  ersten  folgt 

^  =  cos  (c  —  t). 

Für  ^  =  0  soll  Xi==^  Xj  yi  =  y  sein.     Demnach  haben  wir  die  vier 

Gleichungen 

rCj  =  Ic  sin  (c  —  t),    y^  =  h  cos  {c  —  t)^ 

X  =^h^\nCj  y  =  k  cos  c, 

und  hieraus  sind  die  Constanten  c  und  k  zu  eliminieren.     Es  kommt: 
Xi  «==  k  (sin  c  cos  t  —  cos  c  sin  ^)  =  a;  cos  t  —  y  sin  tj 
Vi  •="  *  (^os  c  cos  ^  +  sin  c  sin  ^)  =  a;  sin  ^  4"  y  cos  t, 
und  diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar,  nämlich  die  uns  schon  bekannte  Gruppe  der  Rotationen  um  den 
Anfangspunkt. 

Auch  stimmt  ihre  infinitesimale  Transformation,  wie  wir  schon 
Ton  früher  her  wissen,  mit  (9')  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
überein. 

2.  Beispiel:   Liegt  die  infinitesimale  Transformation 

(9^  Xi  =  x  +  xdt,    yi  =  y  +  ydt 

vor,  so  lautet  das  simultane  System 


(12") 
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(11") 

^i          Vi 

und  giebt  integriert: 

oder: 

lg  ^  =  lg  Vi       lg 

• 

x^  =  a;e',    y^  —  ye^. 

Diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Bei  einer  Transformation  derselben  werden  alle  Äbscissen  und  Ordi- 
naten  in  demselben  Verhältnis  geändert,  d.  h.  die  ganze  Ebene  Tom 
Anfangspunkt  aus  ähnlich  vergrössert  oder  verkleinert  ^  =="  0  giebt 
die  identische  Transformation,  t^^ät  also  eine  infinitesimale.    In  der 

That  ist  ja  c*^'  «=  1  +  —  +  t-^  +  *  *  *  ^^^  ^^^  infinitesimale  Trans- 
formation  der  Gruppe: 

^1  =  ^(i  +  T  +  ^  +  •  •  •) .    yi  =  y (i  +  T  +  rS  ■• — ) 

stimmt  mit  der  vorgelegten  (9'')  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
überein. 

§  5.    Naohweis,  dasa  eine  eingliedrige  Gruppe  nur  eine  infinitesimale 
Transformation  besitzt  und  durch  dieselbe  bestimmt  ist. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  eingliedrigen  Gruppe  des  §  3  zorfick: 

(15)  oc^  =  q)(x,  y,  a),     y,  =  ti^r,  y,  a). 

Wir  fanden,  dass  sie  jedenfalls  eine  infinitesimale  Transformation  be> 
sitzt  (Satz  2).     Wir  dürfen  daher  voraussetzen,  es  sei 

(IG)        x=X'\'^i^x,y)dt'\ ,    y  =y+  ii(x,y)dt'\ . 

eine    gewisse    infinitesimale    Transformation    der    Gruppe   (15).      Die 

höheren  Glieder  in  öt  sind  nicht  mitgeschrieben. 
Eeihenfoigü  Wir  woUcu  nun  nach  der  Transformation  (15)  unserer  Gruppe  mit 

uohenu. indem    Parameter   a   die    infinitesimale   Transformation  (16)    ausfahren, 
Transfor-  welchc  die  durch  (15)  nach  den  Stellen  (x^^,  y^)  transformierten  Punkte 

(x,  y)  weiter  führt  nach  den  Stellen  (x^y  y^)- 

^2  =  ^1  +  S(^i,  yi)St  H ,     ^2  =  yx  +  i?(a:i,  yi)#^  H . 

Die  Zwischen  werte  x^f  y^  könnten  wir  hieraus  vermöge  (15)  elimi- 
nieren. Wir  wollen  dies,  um  nicht  zu  umständliche  Ausdrücke  n 
erhalten,  nur  teilweis  ausführen: 

(17)  p2  =  9'(•^•.y,«)4-6('a;ny,)*<^ — ,  \ 

Xvi  =  ^{x,  y,  a)  +  jj(a;i,  y^dt-\ . 
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Hierin  sind  also  unter  x^  und  y^  die  Werte  (15)  in  x,  y  und  a  zu  ver- 
stehen. Diese  Transformation  (17)  ist  die  Reihenfolge  zweier  Trans- 
formationen der  Gruppe,  der  Transformation  (a)  und  einer  unendlich 
kleinen.  Sie  ist  mithin  einer  Transformation  der  Gruppe  äquivalent, 
die  sich  von  der  Transformation  (a)  nur  um  unendlich  wenig  unter- 
scheidet, also  etwa  dem  Parameterwert  a  "{-  Sa  zugehört,  wo  da  wie 
das  obige  dt  eine  infinitesimale  Grösse  bedeutet  Wie  allgemein 
zwischen  den  Parametern  a,  o^  zweier  aufeinander  folgender  Trans- 
formationen der  Gruppe  und  dem  Parameter  A  derjenigen  Transfor- 
mation derselben,  welche  dieser  Reihenfolge  äquivalent  ist,  eine  Relation 
besteht,  welche  A  als  Function  von  a  und  a^  allein  darstellt,  so  ist 
auch  in  dem  jetzigen  speciellen  Fall  der  Parameter  a  +  da  eine 
Function  von  a  und  dt  allein,  also  auch  da  hängt  nur  von  a  und  dt  ab. 
Die  Transformation  (a  +  da),  welche  der  Transformation  (17) 
äquivalent  ist,  lautet: 

Xi  =  q>ix,y,a  +  da),    y.^  =  ^(a;,  y,  a  +  da) 

oder  ausgeführt: 

Vergleichen  wir  diese  Ausdrücke  mit  den  Werten  (17)  von  x^  und  y^, 
so  ergiebt  sich: 

(18) 

Hierin  sollen,  wie*  man  nicht  vergessen  darf,  Xj^  und  y^  die  durch  (15) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y  und  a  bedeuten  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  sollen  umgekehrt  x,  y  die  durch  (15)  bestimmten  Functionen 
von  Xj,  y^  und  a  sein. 

Die  Gleichungen  (18)  müssen  nach  Voraussetzung  bestehen  für 
alle  Werte  von  x,  y  und  a.  da  und  dt  sind  gewisse  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  ist  da  eine  Function  von  dt  und  a. 

Erteilen  wir  den  Grossen  x,  y  irgend  welche  bestimmte  Zahlen- 
werte, so  hängen  x^  und  y^  nach  der  Gleichung  (15)  nur  noch  von  a  ab. 
Also  stellt  dann  jede  der  Gleichungen  (18)  eine  Relation  zwischen  dt 
and  da  her,  die  ausserdem  noch  a  enthält.  Diese  Relationen  müssen 
natürlich  mit  derjenigen  übereinstimmen,  welche  da  durch  dt  und  a 
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ausdrückt.  Nun  können  wir  uns  die  Zahlen  x^  tfi  sicher  so  gewählt 
denken,  dass  links  und  rechts  die  ersten  Goefficienten  einer  der  beiden 
Relationen,  nämlich  die  Grossen 

oder  die  Grössen 

nicht  gerade  verschwinden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass   die  Grössen   1(^1»  ^i))  ^(^i'3^i)  ^^^ht 
beide    identisch    verschwinden.     Wir  können  daher  annehmen,    dass   etwa 

K^ijJ'i)  Glicht  identisch  verschwindet.     Alsdann  kann  auch    — ^^ —    nur 

für  ganz  besondere  Ausnahmewerte  von  x^  y,  a  verschwinden,  denn  anstatt 
^u  Vi  bestimmt  zu  wählen^  kann  man  auch  wegen  (15)  or,  y  bestinmit  an- 
nehmen. Unter  x,  y  hat  man  also  ganz  beliebige  Zahlen  werte  zu  ver- 
stehen und  für  solche  ist  — ^-^-^ — ~  nicht  stets  Null,  da  sonst  g>  frei  von 

da  '  ^ 

a  sein  müsste,  d.  h.  x  bei  der  Gruppe  überhaupt  nicht  transformiert  und 
also  5(iri,  ^i)  ^  0  sein  würde. 

Die  erste  oder  zweite  Relation  (18)  giebt  demnach  bei  bestimmter 

Wahl    der    Werte   x^j  y^   die  Beziehung   zwischen   Sa^   St  und  a  in 

der  Form 

%  St  -f-  n^  St^  +  •  •  •  =  t'j  da  +  t\  Sa^  "}"•••> 

in  der  Wi,  Wj  •  •  •,  v^,  Vg  •  •  •  von  a  abhängen  und  u^  und  v^  beide  ver- 
schieden von  Null  sind.  Wenn  aber  zwischen  zwei  Grössen  Sa  und 
St  eine  derartige  Beziehung  besteht,  so  lässt  sich,  wie  man  in  der 
Punctionentheorie  nachweist,  auch  Sa  in  eine  Potenzreihe  von  St  ent- 
wickeln: 

Sa  =  u\  St  +  ^^a  *<*  +  •••, 

deren  erster  Coefficient  /r,  eh  0  ist.  w;i,  «Tj  •••  sind  gewisse  Functionen 
von  a.  Diesen  Wert  von  Sa  substituieren  wir  in  (18),  indem  wir 
nunmehr  wieder  in  (18)  x^  und  y^  als  Veränderliche  auffassen.  Als- 
dann dividieren  wir  die  Formeln  durch  St  und  gehen  schliesslich  zur 
Grenze  für  d^  =  0  über.     Dadurch  kommt: 


(19) 


iK^ij  Vi)  =     -cV  ~  "i  W ; 


In  diese  beiden  Gleichungen  können  wir  nun  noch  die  aus  (15)  fol- 
genden Werte  von  rc,  y,  ausgedrückt  in  x^^  y,,  einsetzen  und  erhalten 
dadurch  zwei  Relationen  von  der  Form 
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\U^n  Vi)  =  X(^i;  Vu  «)  •  ^1  («); 

U(^i;  Vi)  =  Y(x^,y^,  a) .  t^i  (a). 

Dieselben  gelten  für  die  Goefficienten  i,  rj  der  infinitesimalen  Trans- 
formation (16)  der  Gruppe,  von  der  wir  ausgingen.  Sie  müssen 
für  jedes  Wertsystem  x^,  y^,  a  richtig  sein,  ihre  linken  Seiten  aber 
sind  frei  von  a,  ihre  rechten  Seiten  enthalten  also  nur  scheinbar  a, 
d.  h.  X  und  Y  haben  die  Form 

Erteilen  wir  nun  in  den  Gleichungen  (19')  der  Grosse  a  einen  be- 
stimmten Wert  ä,  so  gehen  X{Xi,  y^,  a)  und  Y{x^,  y^,  a)  in  Functionen 
von  x^,  pi  allein  über: 

X{x^,  J/i,  ä)  =  X(x,,y,),     Y{x,,y^,  a)  =  Y{x^,  yj, 

während  u\{a)  in  eine  Constante  sich  verwandelt.  Demnach  sind 
5(^1»  yi)>   'yC^i^yO  bestimmt  bis  auf  einen  constanten  Factor  K: 

S(a?i,  yd  =  K  X{x^,  yj,    riix^,  y,)  =  KY{x„  y,), 

und  zwar  gilt  dies  für  jede  infinitesimale  Transformation  (16)  unserer 
Gruppe. 

Irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe,  etwa 

rc'  =  a;  +  g  d^  +  •  •  •,     y  ='  y  -}-  rj  dt  -\-  -  ' ' 
und 

o;'  =  rr  +  I  d^  +  •  •  •,     y  =  y  -^ri  dt  -{-  '  '  • 

können  sich  daher  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen 
constanten  Factor  k  unterscheiden,  indem 

l  =  H,     tj  —  Jcri 

ist.  Aber  zwei  solche  infinitesimale  Transformationen,  deren  Glieder 
erster  Ordnung  (die  höherer  Ordnung  kommen,  da  dt  infinitesimal 
ist,  nicht  in  Betracht)  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  unter- 
|cheiden,  nennen  wir  von  einander  abhängig,  da  sie  im  Grunde  genom- 
men übereinstimmen,  denn  beide  ordnen  den  Punkten  proportionale 
Fortschreitungsstrecken  zu  und  ausserdem  ist  die  Constante  St  doch 
nur  insofern  bestimmt,  als  sie  unendlich  klein  sein  soll,  sodass  kdt 
dasselbe  wie  St  bedeutet.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  nur  eine  infmiiesimale  Transformation;  oder 
exaeter  ausgesprochen:    Alle  infinitesimale   Transformationen  einer  ein- 
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gliedrigen  Gruppe  stimmen   bis  auf  einen  blossen  ZctUenfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  überein. 

Um    uns   in   (19)   von    dem   constanten   Factor   u;^   zu    befreien, 
fähren  wir  in  unsere  Gruppe 

(15)  a^i=9(^;y;«);      J^i  =  *(^;  y,  «) 

Neuer     an  Stelle  von  a  eine  passend   irewählte  Function  t  von  a  als  Para- 

Parameter.  •         •     i  •        ^ 

meter  em^  indem  wir  setzen: 


a 


(20)  f=   /-'^f-., 

wo  vorausgesetzt  ist,  dass  wie  frQher  Gq  der  zur  identischen  Trans- 
formation gehörige  Wert  von  a  ist.  Dadurch  gehen  die  Functionen 
Xi  und  y^  von  x,  y  und  a  in  solche  von  Xy  y  und  ^  über,  indem  die 
Gleichungen  der  Gruppe  (15)  durch  Einführung  von  t  etwa  die  neue 
Form  annehmen: 

(21)  x,  =  0{x,y,t),    y,=  W{x,y,t). 

Da  wegen  (20)  ^  =  0  für  a'='  Gq  wird,  so  ist  klar,  dass  in  der  neuen 
Form  (21)  der  Gruppe  dem  Parameterwert  ^  «=  0  die  identische  Trans- 
formation Xi  =  X,  yi  =  y  zugehört. 

Nunmehr  können  wir  (19)  so  schreiben:  ^ 

^K^i^yi)—       ^^       ^^  -----      ^j  ^  ; 

y,r^    ..  \  -,  ^'^(^>  V'^)  da  _d  V{x,  y,  t) 

oder  auch: 

S(^i,y,)=^/, 

weil  ja  Xi,  y^  die  Functionen  (15)  von  a  oder  (21)  von  t  sind. 

Die  den  ursprünglichen  Gleichungen  (15)  der  Gruppe  äquivalenten 
Gleichungen  (21)  derselben  sind  mithin  die  Integralgleichungen  des 
simultanen  Systems  * 

(22)  tr^  =  -7^^  =  d^ 

mit  den  Anfangswerten  x^  =  x,  y^  =  y  für  ^  =  0, 
Beetimmung         Da  diescs  simultauc  System  und  also  auch  seine  Integralgleichungen    ! 
■«H^ö  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man  nur  die  ersten  Glieder: 

GS"  X  ^x-i-  i(xjy)dt,   y  =y  +  v{^>y) 
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der  iDfinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  angiebt^  so  ist  die 
Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig  definiert,  also: 

Satz  4:    Eine  eingliedrige  Omppe  der  Ebene  ist  durch  ihre  infini- 
tesitncUe  Transformation  völlig  definiert, 
oder  auch: 

Satz  $:    Jede  infinitesimale  Transformation 

X  =x  +  i(x,y)dt,    y  =y  +  n{p,y)ät 

gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  an. 

Dass  dies  nämlich  für  jede  infinitesimale  Transformation^  nicht 
nur  för  eine  solche  gilt^  von  der  wir  von  vornherein  wissen,  dsss  sie 
einer  Gruppe  angehört,  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Pa- 
ragraphen, aus  Theorem  1. 

Die  Ergebnisse  dieses   und  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  ^g'*^ 
nun  in  knapper  Form  so  zusammenfassen: 

Theorem  2:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paar- 
weis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  in- 
finitesimale Transformation.  Jede  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Ebene  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transformationen. 

Dies  Theorem  ist  also  so  zu  verstehen: 

Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  vor,  so  können  die  Reihenentwickelungen 

Xi=x  -{-  i(x,y)t-\ 

derselben  freilich  unendlich  viele  Formen  annehmen,  welche  sich  aber 
in   den  Gliedern  erster  Ordnung  nur  dadurch   unterscheiden,   dass  an 

Stelle  von  g  und  tj  resp.  ä:|,  krj  und  -^r  statt  t  gesetzt  wird. 

Liegen  andererseits  zwei  Reihenentwickelungen 

x^=x  +  U3c,y)t'] 

yi  =  y  +  v{^fy)H — 

vor,  so  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren 
Reihenentwickelungen  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit  diesen  über- 
einstimmen. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  unserer  Untersuchungen,  der  Begriff 
der  eingliedrigen  Gruppe,  entwickelt  worden.  Im  nächsten  Kapitel 
werden  wir  nun  mehrere  mit  der  eingliedrigen  Gruppe  eng  verbundene 
Begriffe  und  Sätze  ableiten. 
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Gnfj^S-         Infolge  unseres  Theorems  2  kann  es  keinem  Zweifel  unterliegen, 
•Sefinfint  ^*^  uuter  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene,  erzeugt  van  einer  ge- 
Sr'i!Slfor°  9^^^^  infinitesimalen  Transformation,   zu   verstehen  ist.     Diese  Aus- 
matioD.    drucks  weise  werden  wir  öfters  gebrauchen. 

Beiipieie.  Wir   fQgeu    zu   diesem  Kapitel  noch  einige  Beispiele  hinzu,  die 

der  Anfanger  sorgHlltig  durchrechnen  möge. 
1.  Beispiel:    Die  Gleichungen 

x^  =  yo^  +  xyt,     y,  =  --=^= 

yx*  •{•  xyt 

stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.     um  dies  zu  verificieren,  kann 
man  so  verfahren:     Es  ist  offenbar 

x,y,  =  xy 

und 

X.         x^  -\-  xyt         X     .     .  ^ 

Vi  ^y  y   ' 

Diese   beiden  Gleichungen   aber   haben   die  in   Theorem  1   (§  4)  an- 

gegebene  Form,  indem  hier  Ä(a;,  y)  ^  xy,     W{x,  y)^—  ist 

^  =  0   liefert   die   identische   Transformation   der   Gruppe,    also 
t  t=  St  die  infinitesimale.     Es  ist  aber: 


Yx»  +  xydt  =  xyi  +  fdt  =  a;  (l  +  i|  (J<  +  ••.), 
sodass 

^1  =  ^'  +  iy*^  H — ,   yi  ^  y  -  T  t  *^  •  •  • 

die  infinitesimale  Transformation  vorstellt.     Hier  ist 

^  =  ^y,     ri  =  -  V^, 

demnach  gehen  rückwärts  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  he^ 
vor  durch  Integration  des  simultanen  Systems: 

Vi  Vi*  ' 

was  man  sofort  verificieren  kann. 

2,  Beispiel:     Man  zeige,  dass  die  Gleichungen: 

_y    ,  xy  —  t 

eine  eingliedrige  Gruppe  darstellen  und  dass  hier 


|(x,j/)-l,    ^(:r,y)  =  -ii-^  \.     J 
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za  setzen  ist.  Femer  verificiere  man,  dass  x^  und  y^  als  Functionen 
von  t  das  simultane  System 

erfQllen. 

3.  Beispiel:    Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  x^,  y^  die  Wur- 
zeln t«  der  quadratischen  Gleichung 

(w  -x){u-y)  +  t  =  0 

bedeuten,  alsdann  die  Werte  von  x^,  y^  ausgedrückt  in  x,  y,  t  eine 

eingliedrige    Gruppe   darstellen.     Die    quadratische   Gleichung    lautet 

ausmultipliciert: 

u^  —  (x  -{-  y)u  +  ^y  +  '  =  0. 

Nach  einem  Elementarsatze  ist  also: 

^1  yi  =  ^y  +  *' 

Dies  sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

W(x„y,)^t  =  W(x,y), 

wie  sie  in  Theorem  1  (§  4)  vorkommen  und  stellen  daher  nach  x^  y^ 
aufgelöst  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.  Man  bilde  die  Auflösungen 
und  zeige,  dass  die  Gleichungen 

+dt        .  .         St        , 

die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  geben. 


Kapitel  3. 

Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  nnd  einfache  Formen 

einer  eingliedrigen  Cfrnppe  der  Ebene. 

Wir  werden  zunächst  zeigen ,  dass  man  durch  Einführung  neuer  inhaitaan- 
Veranderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe  wiederum  eine  eingliedrige  Kapiteu 
Gruppe  erhält.  Alsdann  werden  wir  finden,  dass  sich  alle  eingliedrigen 
Gruppen  der  Ebene  durch  Einfuhrung  zweckmässiger  neuer  Variabeln 
auf  eine  gemeinsame  einfache  Form  bringen  lassen.  —  Danach  legen 
wir  besonderen  Nachdruck  auf  das  Symbol,  das  tvir  mr  Darstellung 
einer  infinitesimalen  Transformation  einführen  werden.  Die  Wichtigkeit 
dieses  Symbols  wird  sich  als  sehr  bedeutend  herausstellen,  unter  an- 
derem  wird  es  uns  gelingen,  die  endlichen  Gleichungen  einer  durch 
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eine  gegebene  infinitesimale  Transformation  erzengten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Benutzung  des  Symbols  in  einer  bemerkenswerten  Form 
darzustellen. 

§  1.    Einführung  neuer  Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe. 
Zweierlei  Wenn  zwischeu   zwei   Veränderlichenpaaren   rr,  y  und  g,  b  Glei- 

A  uffiMlUD  9 

einer  Trans- chungen  festgesetzt  Werden: 

formfttion. 

so  stellen  sie,  vorausgesetzt^  dass  sie  auch  nach  x,  y  auflösbar  seien; 
eine  Transformation  dar.  Bisher  haben  wir  eine  Transformation  immer 
als  eine  Operation  aufgefasst^  welche  die  Punkte  {x^  y)  der  Ebene  in 
die  neuen  Lagen  (g,  t))  überftihrt;  also  als  eine  Ortsveränderang,  sagen 
wir  als  eine  Bewegung  aller  Punkte  der  Ebene.  Aber  wir  können 
die  Gleichungen  (1)  auch  anders  auffassen. 
Beispiel.  Wenn  wir  z.  B.  die  Gleichungen  ansetzen: 

(2)  r  =  >^+"y%     <p  =  arctg|, 

durch  welche  x,  y  in  r,  9?  transformiert  werden,  und  wir  verstehen 
unter  x,  y  rechtwinklige  Punktcoordinaten,  unter  r,  (p  dagegen  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Anfangspunkt  des  Axensystems  als  Pol  und  der 
positiven  2:-Axe  als  Anfangsstrahl,  so  ist  der  Punkt  (x^  y)  genau 
identisch  mit  dem  Punkt  (r,  9).  Die  Gleichungen  (2)  stellen  in  dieser 
Auffassung  keine  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  der  Ebene  dar,  son- 
dern vermitteln  nur  den  Übergang  von  einem  Goordinatensystem  zu 
einem  anderen. 
OTcu^lten-  ^^    können    wir    allgemein    die  .Gleichungen    (1)    betrachten  als 

■yitem.  Formeln,  welche  den  Übergang  von  dem  System  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  Xy  y  zu  einem  gewissen  anderen  Goordinatensystem 
E,  ^  in  der  Ebene  bewerkstelligen.  Dort  sind  x  =  Const.  und  y  —  Gonsi 
die  Coordinaten-  oder  Parameterlinien,  hier  sind  es  die  Curven  5=  Const 
und  t)  =  Const.,  die  im  ursprünglichen  Goordinatensystem  die  Glei- 
chungen k{Xjy)  =  Const.,  ii(x,y)  =  Const.  haben.  Bei  diesem  Über- 
gange von  den  Werten  x,  y  zu  den  Werten  5,  t)  bleiben  also  alle 
Punkte  der  Ebene  in  Ruhe,  die  Gleichungen  (1)  stellen  einen  blosi 
analytischen  Process  dar,  der  mit  den   geometrischen  Gebilden  selbst   . 

nichts  zu  thun  hat. 

i 

Es  sei  nun  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt:  .  ■, 

(3)  a;,  =  9  (x,  y,f),    y,  =  ^  (x,  y,  t). 


Nene  Ver- 
ftnderliohe 
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Wir  haben  früher  eine  Gruppe  definiert  als  eine  Schar  von  oo^ 
ansformationen,  welche  die  Eigentümlichkeit  hat,  dass  die  Reihen- 
ge zweier  Transformationen  der  Schar  einer  einzigen  Transformation 
rselben  Schar  äquivalent  ist.  Fassen  wir  diese  Transformationen  in 
r  gewohnten  Weise  als  Operationen  auf,  durch  welche  die  Punkte 
:  Ebene  in  neue  Lagen  gelangen,  so  ist  also  eine  eingliedrige  Gruppe 
le  Schar  von  oo^  solchen  Operationen  oder  Bewegungen  aller  ein- 
nen  Punkte  der  Ebene,  sodass  die  Reihenfolge  zweier  dieser  Be- 
rgungen einer  einzigen  ebenfalls  in  der  Schar  enthaltenen  Bewegung 
er  Punkte  der  Ebene  gleich  ist.  Dies  ist  eine  rein  geometrische 
iffassuug  der  Gruppe. 

Wenn  wir  nunmehr  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (1) 
ae  Veränderliche  5,  \)  einführen,  so  hat  dies  —  wenn  die  Gleichungen  q^p^ 
I  in  der  auseinandergesetzten  Weise  als  Vermittler  der  Einführung 
les  neuen  Goordinatensystems  betrachtet  werden  —  keinen  Eiufluss 
f  die  geometrische  Bedeutung  der  Gruppe  als  einer  Schar  von  00^ 
wegungen  aller  Punkte.  Diese  Bewegungen  werden  eben  nur  auf  ein 
uea  System  von  Goordinaten  bezogen.  Der  Punkt  (x,  y)  hat  im 
aen  System  die  Goordinaten  £,  t)  und  analog  werden  wir  die  Go- 
iinaten  des  transformierten  Punktes  (a^^,  ffj)  im  neuen  System  mit 
^1  bezeichnen,  sodass 

. 

Wir  können  auch  direct  ^^  und  t)^  als  Functionen  von  j:  und  t) 
rstellen,  indem  wir  aus  (1),  (3)  und  (4)  x,  y  und  x^,  y^  fortschaffen, 
sdann  werden  die  00^  geometrischen  Operationen,  welche  unsere 
uppe  bilden,  im  neuen  Coordinatensystem  durch  Gleichungen  von 
r  Form 

rgestellt,  und  es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  diese  wieder 
r  analytische  Ausdruck  einer  Gruppe  sein  müssen,  denn  die  Reihen- 
ge zweier  Bewegungen  unserer  Schar  ist  nach  wie  vor  einer  ein- 
;en  Bewegung  derselben  äquivalent. 

Satz  1:    Führt  man  in  die  Gleidtungen  einer  eingliedrigen  Gruppe: 

%e  Variaheln  j,  t)  und  Ji,  t)i  ein,  indem  man  gleichzeitig 

E«=A(a:,y),     t)  =  ii{x,y) 
i 
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seiet,  so  stellen  die  so  erhaltenen  neuen  Gleichungen 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Bein»iei.  Beispid:    In  die  eingliedrige  Gmppe: 

sollen  die  neuen  Veränderlichen 

eingeführt  werden.     Wir  setzen  noch  an: 

El  — ^-7     ^1  =  ^1^1 

und  eliminieren  aus  den  drei  Gleichungenpaaren  x,  y  und  x^j  y^.  Dies 
giebt: 

_  (X  +  0'  _ (Vii+0! 

^^  ^^       xy  ^  ' 

t)^  =  xy  =  t). 

Dass   diese  Gleichungen   auch   eine  Gruppe   darstellen ,   ist   leicht  zu 
verificieren. 

zoraokfuh-         Aus   den   Entwickelungen    des   vorigen  Kapitels   lässt  sich  jetzt 
Gruppe  auf  schliessen^  dass  man  jede  eingliedrige  Gruppe 

eine  Gruppe 

TtiLT(3)  ^i  =  <p(^,y,0,  yi-t{x,y,t) 

durch  Einführung   zweckmässiger   neuer  Variabeln   auf  eine  sehr  be- 
merkenswerte einfache  Form  bringen  kann. 

Wir  sahen,  dass  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  bei  passender 
Wahl  des  Parameters  t  die  Integralgleichungen  eines  gewissen  siinal- 
tanen  Systems  sind  und  dass  diese  Integralgleichungen  anaufgelöst 
die  Form  haben: 

W(x,,y,)^t=W{x,y\ 

(vgl.  Theorem  1).     Wenn  wir  die  Functionen  Ä  und  W  an  Stelle  von 
X,  y  als  neue  Veränderliche  verwerten,  also  setzen: 

E  =a{x,yl       t)  =W(x,y), 

so  nimmt  folglich  unsere  Gruppe  (3)  die  einfache  Gestalt  an: 

(5')  Ei  =  E,     9i  =  ^  +  ^ 

Dies  ist  dieselbe  Form,  in  welcher  sich  früher  die  eingliedrige  Gro 

der  Translationen  (in  §  1  des  I.Kap.)  ergab,  nur  mit  anderen  Buchsta 
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Theorem  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  zwei  Veränder- 
ten kann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
'•uppe  von  Translationen  übergeführt  werden. 

Derartige  neue  Veränderliche  i,  t),  welche  dies  leisten,  nennen 
r  canonisch  und  die  gefundene  Form  (5')  der  Gruppe  (3)  ihre  carw^ 
che  Form.  In  dieser  canonischen  Form  ist  zur  Transformation  {{) 
I  Transformation  ( —  t)  invers,  während  ^  =  0  die  identische  Trans- 
mation  giebt.  Wir  hatten  im  ersten  Kapitel  Beispiele  dafür  in 
1  §§  2,  3. 

§  2.     Symbol  der  infinitesimalen  Transformation. 

Das  Hauptergebnis  des  vorigen  Kapitels  lässt  sich  mit  wenigen 
orten  aussprechen:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitzt  eine 
d  —  bis  auf  einen  unwesentlichen  Zahlenfactor  —  nur  eine  infini- 
iimale  Transformation,  aus  der  man  durch  ein  Integrationsverfahren 
eder  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  ableiten  kann. 

Hiemach  hat  die  infinitesimale  Transformation  für  die  eingliedrige 
uppe  grosse  Wichtigkeit.  Sie  kann  als  das  bestimmende  Element 
rselben  aufgefasst  werden^  aus  dem  die  ganze  Gruppe  rückwärts 
eder  construiert  werden  kann. 

Wir  werden  nun  die  infinitesimale  Transformation  in  einer  be- 
nderen,  für  die  begriffliche  Auffassung  nnd  die  praktische  Verwendung 
»ich  nützlichen  Weise  symbolisch  ausdrücken,  wozu  die  folgende  Be- 
ichtung führt. 

Die  endlichen  Gleichungen 

ler  eingliedrigen  Gruppe  drücken  die  transformierten  Veränderlichen 
,  jfi  durch  die  ursprünglichen  Xy  y  und  den  Parameter  t  aus.  Ebenso 
)st  sich  jede  Function  f{x^j  yi)  als  Function  von  x,  y  und  t  dar- 
jllen.  Für  den  Wert  von  t^  der  der  identischen  Transformation  ent- 
richt,  also  etwa  für  ^  =  0,  wird  natürlich  die  neue  Function  identisch 
eich  f{Xf  y),  mit  variierendem  t  variiert  sie.  Wir  können  daher  jede 
mction  f(Xi,yt)  als  Function  you  t  auffassen  und  nach  der  Änderung 
\  von  f(Xiyy^)  fragen,  welche  f{x^,y^  zu  teil  wird,  wenn  x^  und  y, 
e  Incremente  der  zugehörigen  infinitesimalen  Transformation 

)   X  =x,  +  i{x^,y,)st-\ — ,   y  =yx  +  n{^uyi)st-^ — , 

BO  die  Incremente 

')  8x^  =.  S(a:,,  yi)  8t,     8y^  =  ri{x^,  y^)  St 

Gdiresu    Es  ist: 

Xii«,  DURMrcBtlalgleiohanBen .  4 
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also: 


fi^u  tfi)   61*^^]^   folglich   bei   Ausfährung   der   infinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe  den  Zuwachs 

für  ^  =  0  ergiebt  sich  daher  als  Zuwachs  der  Function  /"««/"(x, }/): 

(7)  öf=  {%{x,  y)%  +  n  {x,  y)  |/)  8t. 

Tä.  B.  bei  der  infinitesimalen  Transformation 

x^=x  —  ydt,    y  =:y  -{-  xdt 

der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen: 

Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  ^,     yi  =  a:  sin  ^  +  y  cos  t 
erhält  f(x,  y)  den  Zuwachs 

f(x,  y)  kann  dabei  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  und  y  bedeuten. 
Setzt  man  insbesondere  f^x,  so  kommt 

dx  =  (-  y  .^-  +  X  ^^)  dt  =  —  ydt , 

der  Zuwachs ;  den   x  selbst  bei  der  infinitesimalen  Transformation  er- 
fahrt, und  für  f^^y  kommt  analog 

8y  =  xöt 

So  auch  allgemein:  Wenn  wir  wissen,  eine  beliebige  Function 
f{Xj  y)  erfährt  bei  der  infinitesimalen  Transformation  einer  eingliedrigen 
Gruppe  den  Zuwachs  (7),  so  ist  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(6)  selbst  bekannt.     Denn  für  f^=^x  giebt  (7): 

*)  Betrachtet  man  Xj ,  y^ ,  wie  im  Texte  geschehen,  als  FuDCtionen  Ton  I  «ad 
den  Anfangflwerten  oj,  y  und  fix^,  y,)  als  Fanction  von  ä^,  y^,  so  ist 

-dt    -^-  ix,    -5(^r,!/,)+     >;--  V{x,,y,).  -^ 

Es  ist  dahor: 

Sfi^x.yx)  ^df{x,,y,) 

'"  dt  dt      ^ 


:-Ä 


und  man  könnte  also  das  Variationszeicbon  S  durch  das 

ersetzen.     Es  iut  jedoch  bequem,  das  Yariationszeichen  beizubebalteo. 


\ 
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öx  =  l{x,y)8t 
und  für  f^y- 

8y  =  ri{x,y)8t 

Anstatt  also  die  infinitesimale  Transformation  durch  die  beiden 
Gleichungen  (6)  oder  (6')  zu  geben,  kann  man  sie  auch  durch  den 
einen  Ausdruck 

^  dx^^  dy 
charakterisieren,  der  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  St  dividierten 
Zuwachs  angiebt,  den  eine   beliebige  Function  f{x,  y)  bei  Ausführung 
der    infinitesimalen  Transformation   erfährt.     Aus  diesem  Grunde  he- 
nutzen  wir  den  Ausdruck 

.    df     ,  df  Symbol  der 

t  —!■ U  ^  — 1  intiniteiima- 

^  CX     ^       '    dy  len  Trani- 

formation. 

als  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  (6)  oder  (&). 

Wenn    wir    also   z.  B.   von    der    infinitesimalen    Transformation 

X  ^ — f-  y  -Q-  reden,  so   meinen  wir  damit  die  infinitesimale  Transfor- 
{tx   *   ^  dy  ' 

mation,  welche  x  und  y  die  Incremente  erteilt: 

Sx  =  xdt,     äy  =  ydt. 

Ebenso  ist  -tt-  das  Symbol  der  infinitesimalen  Translation 

ex  ^ 

Sx^St,    dy  =  0, 
^-    das  der  infinitesimalen  Translation 

dx  =  0,     dy  =  St 

Das  Symbol  5  g  +  ^  "ä~  ^^^  allgemeinen  infinitesimalen  Trans- 
formation: 

X  =  X  "{-  l^it  -\ ,     y  =  y  +  r^dt  +  •  •  • 

wollen  wir  zur  Abkürzung  auch  mit  Uf  bezeichnen.  Uf  bedeutet  also 
einen  Functionalausdruck  in  f,  es  soll  somit  unter  Ux  der  Ausdruck 
gebildet  für  f^x^  also  1,  unter  Uy  der  Ausdruck  gebildet  für  f:^y, 
mlso  fiy  rerstanden  werden,  sodass  selbstverständlich 

(8)  üf^u^li+üyl^ 

ist. 

■ 

Wenn  wir  irgend  welche  neue  Veränderliche  j,  t)  an  Stelle   vonBmfahrang 
ßP,  jf  in  die  eingliedrige  Gruppe  einführen,  wodurch  sie  nach  Satz  1  bein  in  die 
.§  1  in  eine  eingliedrige  Gruppe  in  jr,  Q  übergeht^  deren  infinitesi-    in  da«  ' 
Transfiormation  das  Symbol  U/"  habe,    so  liegt  die  Vermutung 
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nahe,  dass  wir  das  Symbol  U/'auch  direct  durch  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  in  Uf  erhalten  können. 

Um  dies  zu  ergründen,  denken  wir  uns  die  neuen  Veränderlichen 
durch  die  Gleichungen 

(9)  j  =  «(a;,y),    t)~^W(x,y) 

und  dementsprechend 

(10)  &  =  «(^i,yi),   9i  =  '^(^i,yi) 

eingeführt.     Die  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation I  ^ — ^  ^  T~  ^^^^S^^  Gruppe  lassen  sich,  wie  wir  aas  §  4 
des  2.  Kapitels  wissen,  auch  so  schreiben : 
(11)  ari  =  a:+|(a:,y)^H ,    yi  =  y  +  iy(a:,y)^  H , 

indem  wir  uns  die  transformierten  Variabein  x^,  y^   nach  dem  Pan- 
meter  t  entwickelt  denken.     Wir  drücken  nun  diese  Transformationai ' 
in  den  neuen  Veränderlichen  aus:  Es  kommt  zunächst  nach  (10)  and 
(11): 

Ji  =  *(a;  +  |<H ,    y  +  i»<H )  — 

=  *(«,  y)  +  ^— g^  -  6  +  —37-  'Jj'  i — > 
9,  ==.  w{x  +  lt-\ — ,   y  +  nH — )  — 

also  nach  (9) 


a*(ar,  y)g    ,    d^{x,y) 


dx 


1+ 


»y 


Demnach  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  neuen  Gmppe  die 
Form: 

»j  -  f-^-^  s  + '-^' 1) »' +  •  ■  •.     . 

WO  natürlich  rechts  noch  statt  x  und  y  verinöge  (9)  j:  und  9 
geführt   zu   denken   sind.     Das  Symbol   dieser  infinitesimalen  l^nü«^ 
formation  aber  ist 


(12) 


!!/•=( 


_  /3*(a;,  y)  g  _^  d^^,  y)  ^)  ££  ^ 


^a; 


oder  auch  nach  (9): 


+  v 


dx 


\- 
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V-^«  +  l|')f+fr*«  +  l|') 


^1 


liier  ist  nun  der  Coefficient  von  J-    offenbar    nichts   anderes   als    [7jf 
und  ebenso  der  von  Jr  gleich  {7^,  sodass  sich  ergiebt: 

(13)  '  U/^=  Ui  l-J  +  Uti  |{. 

Hierin   hat   man   sich    11%  und  Ut^  in  den  Veränderlichen  {,  ^  aus- 
gedrückt zu  denken. 

Nunmehr  wollen  wir  dired  die  neuen  Veränderlichen  £,  ^  in  das 
Sjmbol 

n.     Es  kommt,  wenn  f  vermöge  (9)  statt  in  x^  y  \n  %^  und  Q 
ben  gedacht  wird: 

^  =  ^    ^j-1/*   ^ 

dy'^  dl'  dy  "T"a^"ay' 
und   CT/*  geht  demnach  über  in 

^  \di '  dx'^  d\'  dxJ  '^^\di'dy'^d\i'  dy) 


oder 


^^%+^^T,' 


also  in  das  Symbol  Vif,  wie  es  in  (13)  gefunden  wurde. 

Satz  2:    Fuhrt  man  in  die  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe: 

vermöge  jsweier  cogredienter  Gleichungensystenie: 

j  —  0{x,  y),     t)  =  ^P(x,  y), 

?i  =  *(^n  yi),    9i  —  '^(^11  yi) 

die  neuen  Veränderlidien  h  ^y  hf  ^i  ^'^'9  ^^  ^'^^^  ^^^^  ^^'  Symbol  Uf 
der  infimiesimaien  Transformation  der  neuen  Gruppe  dired  durch  Ein- 
fiikrumg  der  neuen  Veränderlichen  i,  \)  in  das  Synibol  Uf  der  infinitcsi- 
müden  TransfarmaUon  der  ursprünglichen  Gruppe  berechnen.   Es  kommt: 

wo  wMirUeh  JJ%  und  Ut)  durch  £,  t)  allein  auszudrücken  sind. 

Dies  Ergebnis  liegt  auch   in  der  Natur  der  Sache:    Das  Symbol 

Uf  isfc  ja  nichts  anderes  als  der  Differentialquotient  ~  der  Function 
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f(p^i)1fi)  ^"^  ^®^  Wert  ^«=»0  des  Parameters,  der  der  identischen 
Transformation  zukommt.  So  waren  wir  ursprünglich  auf  das  Symbol 
Uf  gekommen.     Bei  dieser  Auffassung  ist 

dt        ^'  —  ^dx^^dy 

nichts  anderes  als  eine  Di£ferentialgleichung^  welche  die  Function  f  an 
der  Stelle  ^  =  0  erfQlten  muss.  Diese  Differentialgleichung  muss 
natürlich  auch  noch  gelten,  wenn  neue  unabhängige  Veränderliche 
eingeführt  werden. 

whruD  Durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  j,  ^  kann  man  eine  vor- 

einerOnippegr^iie/jrte  infinitesimale  Transformation 

in  eine      o        o 

andere.  p  r  ;;  /♦ 

'        ^  dx    ^     '  cy 
auf  jede  beliebige  andere  Form 

bringen.  Man  hat  zu  dem  Zweck  nach  (13)  die  Veränderlichen  je,  9 
als  solche  Functionen  von  x,  y  zu  wählen,  dass  identisch  für  jedes  / 

wird.     Diese  Forderung  zerfällt  in  die  beiden  einzelnen: 

oder  ausführlich  geschrieben: 

^  ox    *     *  cy        ^^      ^  öx    *     '  oy         ' 

Da  es  unabhängige  Functionen  i,  t)  von  x,  y  giebt,  welche  diese  Differential- 
gleichungen erfüllen,  sobald  nur  nicht  |  und  ^  beide  ^  0  angenommen 
werden  (denn  dann  würden  £  und  ^  nicht  von  einander  unabhängige 
Fuuctionen  sein),  so  ist  die  verlangte  Variabeinänderung  möglich. 

Nach  Satz  2  wird  dabei  gleichzeitig  die  von  Uf  erzengte  ein- 
gliedrige Gruppe  in  die  von  Vif  erzeugte  übergeführt.    Daher: 

Satz  3:  Durch  Einfuhrung  neuer  Veränderlicher  kann  jede  ekir 
gliedrige  Gruppe  der  Ebene  in  jede  andere  eingliedrige  Grugpe  ibrarik» 
verwandelt  werden. 

»jjjction  Verlangt  man  insbesondere,   dass  die  neue  infinitesimale 

canonische  formation  die  Form  habe 

Form.  o  /. 

'       et) ' 
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so  hat  man  die  beiden  Differentialgleichungen  zu  erfüllen: 

(14)  trj^|||  +  ,|  =  0,     C.9^||i  +  ,|  =  1. 

Die  von  Vif  erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Translationen  längs  der 
^-Axe.  Dies  wissen  wir  aus  früheren  Beispielen^  können  es  aber  auch 
durch  Integration  des  simultanen  Systems 

Ol 

mit  den  Anfangswerten  ij  tf,  0  erkennen^  denn  dann  ergeben  sich  die 
endlichen  Gleichungen  der  von  ^  erzeugten  Gruppe  in  der  Form 

Die  hier  betrachteten  neuen  Veränderlichen  sind  schon  früher  bei 
Ableitung  des  Theorems  3  (§  1)  vorgekommen.  Damals  fanden  wir 
diese  canonischen  Variabeln  ohne  Integration  der  Differentialgleichungen 
(14)  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  gegebenen  Gruppe. 

Wenn  aber  nur  die  infinitesimale  Transformation  Uf  derselben 
gegeben  ist^  so  muss  man^  um  jf  und  Q  zu  finden,  die  Differential- 
gleichungen (14)  integrieren.    Die  erste  derselben  ist  der  gewöhnlichen 

Differentialgleichung 

dx dy 

äquivalent  und  liefert  als  Integral  jr.  Hat  man  dies  gefunden,  so 
kann  man  die  zweite  Differentialgleichung  (14)  durch  blosse  Quadratur 
integrieren.     Diese  ist  nämlich  dem  simultanen  System 

^  =  ly  =  rf9 

äquivalent^  von  welchem  T^(Xy  y)  ein  von  ^  freies  bekanntes  Integral  ist. 

Wenn  man  also  etwa  aus 

dx         t 

-j  =  d^ 

vermöge  des  gefundenen  Integrals 

l{x,  y)'=  c  (=  Conat.) 

y  eliminiert;  so  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x  allein,  die 
allerdings  noch  c  enthält.  Eine  Quadratur  liefert  daher  t)  als*  Function 
▼(»  X  und  c  oder,  wenn  man  wieder  c  =  i{x,  y)  setzt,  als  Function 
▼w  X  und  y.  ^ 

8atl  4:  Jede  infinitesimale  Transformation  Uf^l^w^  -{-  ri^  Icann 

^»tÄ  Einfiäirung  eweckmäesiger  neuer  Variabeln  j,  ^   auf  die  Form 
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einer  infinitesimalen  Translation  ^  gebracht  toerden.    Die  Bestimmung 
V071  j  erfordert  die  Integration  der  Differentialgleichung 

f^j^l|i  +  , 1-1  =  0, 

worauf  sich  t)  durch  blosse  Quadratur  aus  der  Differentialgleichung 

berechnen  lässt. 
BdipieL  Beispiel:  Man  soll  die  iDfinitesimale  affine  Transformation 

auf  die  canonische  Form  ^  bringen.    Wir  haben  zu  setzen: 

df        df 


dx       dX^ 


Die  Substitution:  f^i  giebt 

d.  h.  E  ist  frei  von  a::  j  =  (p(j/)-    Femer  giebt  f^t): 

also: 

9  =  lga;  +  ^fr(y). 

Wir  können  z.  B. 

setzen.    (Vgl.  §  3  des  1.  Kap.,  wo  nur  i  und  t)  ihre  Bedeutung  ver- 
tauscht haben.) 

§  3.    Beihenentwlokelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  Ghroppe. 

Mit  Benutzung  des  Symbols 

für  die  infinitesimale  Transformation 

Xi=x  +  l^dt-] ,    yi  =  y  +  1?*^  H 

oder 

öx  =  ^8t  +  •  •  •,     Äy  =  r)St  +  •  •  • 

können  wir  die  Integration  des  simultanen  Systems 
(15)  -^  =  .-^  _  dt 

mit  den  Anfangswerten  x,  y,  0,  wodurch  sich  nach  Theorem  1  (§ 
2.  Kap.)  die  endlichen  Gleichungen  der  von  {7/*  erzeugten  eingliedrig«^ 


BeihenentwickeloDg  der  endlichen  Qleichnngen  einer  Grnppe.  57 

Qmppe  ergeben,  wirklich  durchführen,  allerdings  vermittelst  unend- 
licher Reihen. 

Diese  Integration  soll  x^  und  y,  als  Functionen  von  x,  y  und  t 
oder,  wenn  man  die  Anfangswerte  x,  y  als  Constanten  betrachtet,  als 
Functionen  von  t  darstellen.  Jede  Function  f^  ^f(Xiy  y^)  ist  demnach 
als  Function  von  t  zu  betrachten  und  wir  haben  nach  dem  Maclaurin- 
sehen  Satze: 

(16)  A  =  /•(..,  y,)  -  [fi.,,  y,)l^+  ±  [^l_+  JL  [^l^+.- 

Es  ist  nun 

äfi  dfjxi,  yj dfi  dx^    .    df^  dy^ 

dt  —        dt        —  dx^  dt     •■  dy^    dt  ' 

Nach  (15)  aber  ist: 

^  =  U^u  yi)i    ^  —  n{^u  Vi)  y 

sodass  kommt: 

Diese  Formel  haben  wir  schon  bei  Einführung  des  Symbols  der  in- 
finitesimalen Transformation  (zu  Anfang  des  §  2)  gehabt.  Die  rechte 
Seite  ist  nichts  anderes  als  Uf,  aber  geschrieben  in  x^y  y^,  was  wir 
durch   Uifi  ausdrücken: 

(17)  ^  =  UJ, . 

Jede  Function  /^  von  a?!,  y^  giebt  also  nach  t  differenziert  üj/i.  Eine 
solche  Function  ist  aber  I7i/*i  *  selbst.     Mithin  ist 

Dies  ist  so  zu  verstehen,  dass  zuerst  Uifi  zu  bilden  ist  und  auf  die 
dadurch  hervorgehende  Function  g>(Xi,yx)  nochmals  D^^/*  auszuführen, 
also  Uiip  zu  berechnen  ist     Nach  (17)  ist  also  auch 

Wdter  differenzieren  wir  Ui{Uifi),  das  auch  als  Function  von  oi^j  y^ 
lu  l)etrachten  ist,  nach  t  und  erhalten  analog 

^  -  UAU,(u,f)) 

^  8*  w.,  allgemein 

(18)  ^  =  ü.  (»■,(• --(DiA)  •••)). 

m-mal 
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Setzen  wir  DiiDmehr  in  dieser  Formel  ^  »=:  0,  so  gehen  Xi,  yi  in 
X,  y,  UJi  in  Uf,  Ui{UJ\)  in  U^Uf)  u.  s.  w.  über.     Folglich  kommt: 

m-mal 
^tekSwig  Hiernach  geht  die  Reihenentwickelung  (16)  über  in  diese: 

einer  be-  *  *t  42 

rrC  (20)  /i-/-(arx,y,)=/(^,y)+  T  Uf+  ^  UiUf)  +  ^^^  U{UiUf))+- 

und  diese  Formel  gilt  für  jede  Function  /"(a;,,  yj  der  transformierten 
Yariabeln  Xi,y^,  also  auch  für  f\  ?=  3;,  und  /"-  -.  y,,  sodass  insbesondere 
folgt: 

\x,  =  x-{-  I  Ux  +  j^  mUx)  +  j^^-^  U{U{Ux))  +  . .  •, 
(21)  *  *  ^  *  ^  ' 

[y.  =  y  +  I  ?/y  +  j^,  i^(?^y)  +  ^  .y. 3  £^(f^(i^y))  +  •  •  •  • 

Diese  Gleichungen  sind  die,  welche  wir  suchten.  Sie  drücken  ja 
^u  Vi  ^^s  Functionen  von  t  und  den  Anfangswerten  x^  y  aus,  d.  h. 
sie  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe.  Da  wir  immer  nur  solche  Gruppen  betrachten,  bei  denen  x^ 
und  y^  analytische  Functionen  von  x^  y  und  t  sind,  so  ist  sicher, 
dass  diese  Reihen  jedenfalls  für  Werte  von  t  in  der  Nähe  von  ^  =  0 
convergieren. 

Theorem  4:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 

tesimalen  Transformation  Uf^  ^  ^  "1"  '^  f^  erzeugten  einglie- 
drigen Gruppe  können  in  Form  von  ReihenentwicJcelungen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben  werden: 

yi-y  +  T^y  +  r-2  ^(^y)  +  i  .2.3  UiU{Uy))  +  •  •  • , 

und  jede  Function  f  von  a;,,  y^  hat  die  Form: 

fi^i,yö  =  (l^, y)  + 1  Uf(x, y)  +  Y^  UiUfix,  y))  + 

-^i'i-lU{U{Uf(x,y)))+-. 

Im  vorigen  Kapitel,  im  Theorem  1  (§  4),  berechneten  wir  nur 
die  ersten  Glieder  der  Reihenentwickelungen: 

y.  ■=y  +  '?-f  +  (l  1^  +  12^1)^2 +  ■••• 


/  1 
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Schon  damals  leuchtete  ein,  dass  die  ^höheren  Glieder  durch  £  und  97 
vollständig  bestimmt  sind.  Das  Gesetis  der  Reihenentwicklungen  ist 
nun  in  unserem  Theorem  4  angegeben.  Durch  diese  Gesetzmässigkeit 
zeichnen  sich  die  Reihenentwickelungen  einer  eingliedrigen  Gruppe  vor 
beliebigen  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  t  aus. 

Wir  wollen  zu  den  Entwicklungen  dieses  und  des  vorhergehenden 
Paragraphen  einige  Beispiele  geben. 

1.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  Beispiele. 

'^r^-'H  +  'li- 

In  der  Form  (21)  sollen  die  endlichen  Gleichungen  der  yon  Uf  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  dargestellt  werden. 
Es  ist  hier  offenbar: 

Ux  :=  —  ff,  Uy  =  X, 

U{Ux)^--.-x,  U{Uy)  =  -y, 

U(U{Ux))^y,  U{U(Uy))  =.-i  -  X, 

U{U{U{lJx)))  -  X,         U(UiU(Uy)))  =  y 

u.  8.  w.  Man  erkennt  leicht  die  Gesetzmässigkeit  dieser  Werte.  Nach 
(21)  kommt  also: 

^i  =  ^-"Ty-r^^  +  nT^y+  1.2.3.4^ — ' 

yi^y  +  T^-r^y-T.TTs^  +  rTTsTi» 

oder: 

•i  =  *  ( 1  -  Ä  +  rTTT^i )  -  y  (t  -  rr^s  +  ■ )  > 

»1  =  ^  (t  - 1-^3  +  •••)  +  y  (i  -  iTi  +  iTä^iTr )  • 

Nach  bekannten  Reihenent Wickelungen  ist  also: 

x^  '=  X  cos  t  —  2^  sin  ^;    y^  =  a?  sin  ^  +  y  cos  t 
Die  gesuchte  Gruppe  ist  die  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt^ 
was  wir  auch  aus  unserem  Beispiel  in  §  2  des  1.  Eap.  hätten  ent- 
nehmen können. 

Es  soll  nunmehr  Uf  auf  die  canonische  Form,  d.  h.  auf  die  Form 

der  infinitesimalen  Translation  ^  gebracht  werden. 

Nach  Satz  4  sind  die  neuen  Yariabeln  j:,  \)  so  zu  wählen,  dass 

Ui^-y'^^  +  x'^^O, 


X, 
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wird.    Die  erste  Di£ferentialgleichung  ist  der  gewöhnlichen  Differential- 

gleichung 

dx   dy 

oder: 

xdx  +  ydy  =  0 

äquivalent  und  hat  das  Integral 

j  =  a:«  +  y*. 

Die  zweite  Differentialgleichung  ist  dem  simultanen  System 


dx 


'-^'dn 


—  y        X 

äquivalent.  Zur  Integration  desselben,  die  durch  eine  Quadratur  zu 
ermöglichen  sein  muss,  brauchen  wir  übrigens  nicht  erst,  wie  es  oben 
im  Text  geschah,  y  vermöge  x^  -{-  y^  ^^^  c  zu  eliminieren.     Es  kommt 

nämlich : 

da;  =  —  ydt)f    dy  «-»  xdt) 
und  also: 

xdy  —  ydx  =  (jx^  +  y*)dtf 
oder: 

xdy  —  ydx 


dt, 


«•+»• 


Die  rechte  Seite  ist  nichts  anderes  als  das  Differential  von  arc  tg  —  • 
Es  ist  daher: 

j  =  a;«  +  y%     l)  =  arctg|- 

zu  setzen.  Natürlich  hätten  wir  auch  j  in  der  Form  Vic*+  y*  an- 
nehmen können.  Alsdann  sind  j:  und  t)  die  Polarcoordinaten  r,  tp» 
Wir  gelangen  also  dann  zu  denselben  canonischen  Variabeln  wie  in 
§  2  des  1.  Kap.     (Vgl.  auch  Beispiel  1,  Kap.  2,  §  4.) 

ä.  Beispiel:  Man  soll  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung  darstellen. 
Hier  ist  Ux^^x,  UUx^x  u.  s.  w.,  analog  Uy^y,  Uüy=^Sf 
u.  8.  w.     Also  kommt  nach  (21): 

yi  =  y+T'y+rT2'y'l —  =  »•«'• 

Es  ist  dies  die  Gruppe  der  Ahnlichkeitstransformationen  vom  Anfang 
punkt  aus.    Als  Parameter  kann  anstatt  t  auch  a  »»  e^  benutzt  werde 
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x^  =  ax,    y^  =  ay. 

Allerdings    entspricht    dann    nicht    mehr   dem    Parameterwert   0   die 
identische  Transformation,  sondern  dem  Wert  a  =  1, 

um  canonische  Veränderliche  jf,  t)  einzufahren,  welche  die  infini- 
tesimale Transformation  auf  die  Form  ^  bringen ,  haben  wir  nach 
Satz  4  anzusetzen: 

Die  erste  Gleichung  ergiebt,  dass  £  eine  Function  von  —  ist,  also  etwa: 

^  X 

Die  zweite  ist  dem  simultanen  System 

dt) 


dx dy 

X  y 

äquivalent.    Es  darf  also  z.  B. 

\)  «TB  log  X 

gesetzt  werden.    In  der  That  ist  dann: 

-  «^(f )  %  +  '^('-'8  ')  %  - 

In    ähnlicher   Weise    behandele   man   die   infinitesimalen   Trans- 
formationen: 

3.  Beispiel:  Uf^  x  -^ , 

4.Beispiel:  Vf=a?%-\- xy^J^, 

5.  Beispiel:  Uf  —  d'^- 

O  X 

Man  überzeuge  sich  jedesmal  davon,  dass  die  durch  Reihenentwickelung 
erhaltenen  endlichen  Gleichungen  wirklich  Gruppen  darstellen. 
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Kapitel  4. 

Bestimmang  aller  Functionen  nnd  Cnrven,    welche  bei   einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  der  JBbene  invariant  bleiben,   insbesondere  der 

Bahncurven. 

Werfen  wir  einen  Rückblick  auf  die  beiden  vorhergehenden  Ka- 
pitel, so  fallt  in  die  Augen,  welche  hervorragende  Stelle  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  in  der  Theorie  der  eingliedrigen 
Gruppen  einnimmt.  Die  infinitesimale  Transformation  ist  der  wahre 
Repräsentant  der  eingliedrigen  Gruppe;  es  wird  sich  nämlich  später 
immer  zeigen,  dass  alle  auf  die  eingliedrige  Gruppe  bezüglichen  Probleme 
durch  Benutzung  der  infinitesimalen  Transformation  derselben  allein 
gelöst  werden  können.  Dies  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen, 
wenn  wir  öfters  statt  von  der  durch  die  infinitesimale  Transformation 
TJf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  kurz  von  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
sprechen. 

Die  Transformationen  einer  Gruppe  stellen  nun  Operationen  voi; 
durch  welche  die  Punkte  der  Ebene  in  neue  Lagen  übergeführt  werden. 
Es  bietet  sich  demnach  ganz  von  selbst  die  Frage  dar,  welche  Gdnlde 
bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben,  indem  zwar 
die  Punkte  eines  solchen  Gebildes  durch  die  Transformationen  der 
Gruppe  in  neue  Lagen  kommen,  aber  doch  immer  wieder  in  Punkte 
desselben  Gebildes  übergehen.  Das  hiermit  angedeutete  Problem  hat 
zwei  Seiten,  eine  analytische  und  eine  geometrische.  Einerseits  kann 
man  nach  allen  Functionen  Sl(x,  y)  respective  allen  Gleichungen 
Sl(Xy  y)  =  Const.  fragen,  welche  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  ungeändert  bleiben,  andererseits  nach  allen  Gurven  Sl(x,  y)  =  0, 
welche  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben. 

Mit  diesen  beiden  Problemen  werden  wir  uns  in  diesem  Kapitel 
beschäftigen. 

§  1.    Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  der  Ebene. 

Die  wichtigen  Beihenentwickelungen  im  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3) 
liefern  fast  unmittelbar  die  Bestimmung  aller  Functionen  £l(x,  y) 
welche  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

(1)  ^1  =  9(^,  y>  Ö,   Vi  —  H'^,  y,  0, 

deren  infinitesimale  Transformation 

'  ^  ex    ^      *  ry 


Die  Inyarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  der  Ebene.  63 

ist,  ungeändert  bleiben,  d.  h.  für  welche  bei  beliebigem*^  stets  Fun^SSSi. 

ist.     Nach  jenem  Theorem  lässt  sich  ja  ^(x^,  y^)   in  eine  Reihe  nach 
t  entwickeln  und  unsere  Forderung  sich  so  schreiben: 

a(«,  y)  +  r  ^^C*»  v)  + 1 rä  u(usiix,  »))  +  •••  =  nix, ,,). 

Diese  Gleichung  soll  für  jedes  t  erfüllt  sein.   Insbesondere  muss  also: 

Ua{x,  y)  =  0 

sein.     Offenbar  ist  aber  alsdann  der  Forderung  auch  für  jedes  t  ge- 
nügt, denn  dann  ist 

UiüSl(x,y))-=r.  U(0)  =  0 

U.    8.    W. 

Theorem  5:  Eine  Function  £l{x,  y)  bleibt  invariant  bei 
allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  Uf  dann 
und  nur  dann,  wenn  identisch  U£l(x,y)  =  0  ist. 

Die  Bedingung  USl  =  0  stellt  offenbar  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  dar: 

^  €x     '     '  ()y 
Da  dieselbe  immer  Losungen  besitzt,  so  giebt  es  sicher  eine  Invariante 
Sl,  aber  auch  nur  eine  im  wesentlichen,  denn  mit  £1  erfüllt  zwar  jede 
Function  F(Sl)  die  Gleichung,  aber  keine  sonstige  Function. 

Satz  1:  Jede  Function  einer  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe 
Her  Ebene  ist  wieder  eine  Invariante  derselben,  und  alle  Invarianten  der 
Gruppe  lassen  sich  als  Functionen  einer  einzigen  Invariante  darstellen. 

Wenn  man  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  der  Ebene  betrachtet, 
die  keine  Gruppe  bilden,  so  steht  die  Sache  wesentlich  anders.  Z.  6.  die 
<x>^  Transformationen 

liilden  keine  Gruppe,  denn  führt  man  die  zweite  Transformation: 

^h  dieser  ersten  aus,  so  ist  die  Reihenfolge  beider  der  Transformation 

x^  =  x  +  2,     1/2  =  y  +  (^  +  /j) 

Sqnivalent,  welche  nicht  der  Schar  angehört.  Auch  solche  Scharen  von  oo^ 
'''^'Formationen  können  Invarianten  haben.  Die  Function  tg  nx  z.  B.  bleibt 
•^i  jeder  Transformation: 

^1  =  ^  +  1  >   yi—y  +  * 

'"^geftndert,  da  tg  nXi  =  tg  «(x-  +  1)  =  tg  nx  ist.     Aber   mit  tg  ttx  ist 


I 

k 
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nicht  jede  Function  von  tg  nx  iDvanemt,  sonst  müsste  ja  x  eine  Invariante 
sein,  während  doch  x  bei  jeder  Transformation  der  Schar  um  1   wächst. 

Ein  anderes  hierhergehöriges  Beispiel  bietet  die  Schar  von  oo^  Trans- 
formationen 

x^  =  —Xy    yx=y  +  t, 

welche  ebenfalls  keine  Gruppe  bilden.     Hier  ist  zwar  x^  eine  Invariante, 
aber  nicht  x  selbst. 

Andere  Scharen  von  <x>^  Transformationen,  die  keine  Ornppe  bilden, 
besitzen  überhaupt  keine  Invariante.     Dies  ist  der  Fall  bei  der  Schar: 

Xi  =xt,     1/j  =y  -[-  *  —  1. 

Eine  Invariante  52 (o?,  y)  derselben  mttsste  die  Oleichong  erfüllen: 

Sl{xt,  y  +  ^  ~  1)  =  Ä(a;,  y) 

und  zwar  fUr  jedes  L  Für  /  =»  1  ist  sie  erfCQlt.    Für  t  '=  1  -{'  it  kommt: 

Sl(x  +  xdt,  y  +  8t)  =  Ä(ic,  y) 

oder,  wenn  man  die  linke  Seite  entwickelt 

d,  h. 

dSl{x,  y)       ,    da{x,  y) 

ex  '        cy 

Diese  Di£ferentialgleichung  wird  von  jeder  Function 

Ä  =  F{x€-y) 
erfüllt.     Soll  eine  solche  bei  allen  Transformationen 

^1  =  ^^    yi^y  +  t—1 

invariant  sein,  so  muss  also 

F{x^e-v^)  =  F{xte-y^-^^)  =  F{t€-^-^^xe-v)  =  Fixere) 

sein.     Da  t  beliebig    ist,  ist  dies   nur  dann   möglich,   wenn  F  bloss  ein^ 
Constante  ist.     Die  vorliegende  Schar  be^tzt  also  gar  keine  Invariante. 

Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  sind^  oder  sagen  wif^ 
da  es  im  wesentlichen  nur  eine  giebt,  die  Invariante  einer  eingliedxige^ti 
Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung  fähig.  Um  dies^ 
auseinanderzusetzen,  bedarf  es  jedoch  einiger  Vorbereitungen. 

§  2.     Die  Bähnourven  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Sbene. 

Wir  wollen  uns  auf  einen  beliebigen  Punkt  p^  mit  den  Goordü' 
nateu  Xq,  y^  alle  Transformationen  unserer  eingliedrigen  Gruppe 

0)  ^i  =  9(^;y,0j   yi  =  H^,yf^) 

ausgeführt  denken.     Bei  diesen  Transformationen  geht  er  über  in  <)i^ 
Punkte  (Xj  y),  welche  durch  die  Gleichungen 
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(2)  a:  •=  vC'«.  !/o,  t),    y  =  V-Ca^ü.  J/ü, ') 

Itestimmt  werden,  in  denen  t  willkürlich  ist. 

Den    Ort   aller   oo'   Punkte ,    in    welche    ein    bestimmter    Punkt 
1^   der    Ebene    vermöge   aller   Trans  form  atiooen    (2)    der    vorgelegten 
firuppe  übergeführt  werden   kann,   ueniieii  wir  seine  Jiahncurve.     Dieni 
Gleichung    deräelben    ergjebt    sich    durcb   Elimiuatiou    von   t  aus   den 
Iwiden  üleichungeu  (2)  in  der  Form 

iD  der  Xa,  %,  die  Coordinateu  des  ursprünglichen  Punktes,  die  Rolle 
Von  Constanten  spielen.  Die  Gleichungen  (2)  geben  für  jedes  t  einen 
Ftinkt  (x,  y)  der  Curve,  insbesondere  geben  sie  für  den  der  identischen 
frans formatiun  entsprechenden  Parameterwert,  also  etwa  für  t^O, 
Ata  Punkt  p„  selbst. 

In  dem  Wesen  des  Gruppenbegriffs  liegt  ea,  daas  alle  Punkte  auf 
der  Bahncurve  des  Punktes  pg  eben  diese  Curve  auch  zur  Babncnrve 
bsbeu.  Eine  gewisse  Transformation  der  Gruppe  nämlich  wird  p^  in 
eiueö  beliebigen  anderen  Punkt  Pi  auf  der  Bahncurve  von  pp  über- 
fübren.  Wenn  man  nun  auf  p,  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe 
insQbt,  so  wird  dieselbe  etwa  p,  nach  p^  bringen.  Auch  p^  liegt,  wie 
irir  beweisen  werden,  auf  der  Bahncurve  von  p,,.  In  der  That,  die 
Aufeinanderfolge  jener  beiden  Transform atiouen  der  Gruppe,  deren  erste 
fl,  nach  j>, ,  deren  zweite  p^  nach  p^  brachte,  ist  gemäss  der  Gruppen- 
Wnition  einer  einzigeu  Transformation  der  Gruppe  äquivalent,  welche 
direct  p„  nach  p^  versetzt.  Aber  alle  Trans  tu  rm  atiouen  der  Gruppe 
(Dbren  p,,  stets  in  Punkte  seiner  Bahncurve  über,  also  auch  diese, 
Mlche  pu  nach  po  bringt.  Demnach  liegt  pj,  der  Punkt,  in  welchen 
Pi  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  übergeht,  auf  der 
Btiliiicarve  von  p^. 

Satz  2:  Ist  bei  einer  eingliedrigen  Grttjj^te  der  Ebene  p,  ein  Punkt 
ff  der  Balmcurve  des  Punktes  p^,  so  ist  diese  Curve  aucli  Baimmrve 
ite  Punktes  p, . 

Zd  jedem  Punkt  gehört  also  eine  Bahucurre,  jede  Bahncurve  aher 
<*!  Sahncurve  für  iJtre  oo'  Funkle. 

Die  Überlegung,  welche  zum  Batz  2  führte,  lässt  sich  in  einige 
vtnige  Gleichungen  zusammenfassen,  wenn  man  von  einer  einfachen 
^Tinbolik  Gebrauch  macht,  die  wir,  da  sfe  auch  später  benutzt  wird, 
'"fr  knrz  auseinandersetzen:  Wir  wollen  unter  Ta,  Tb,  J\  ■  ■  •  die 
TriQsformationen  unserer  Gruppe  verstehen,  welche  den  Parameter- 
"«rttn  t=a,bjC'''  zugehören,  und  unter  1\,  T^  die  succeasive  Aus- 
fUhniag  der  Transformationen  T^  und  T^  oder  also  die  Transformation 

lil*,  IlIRntuUBlBl'lcljuugcii.  h 
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T  verstehen;  welche  der  Aufeinanderfolge  von  Ta  und  Ti,  äquivalent 
ist  und  auch  der  Gruppe  angehört.  Da  diese  Transformation  T  von 
den  Parameterwerten  a  und  h  abhängt,  werden  wir  sie  besser  noch 
mit  T(a6)  bezeichnen.  Die  Äquivalenz  der  Reihenfolge  von  Ta  und  T^ 
mit  T{ah)  können  wir  in  Form  einer  symbolischen  Gleichung  ausdrücken: 

JU     rp      /TT 
a  Ib  =  -^(a6)» 

die  weiter  nichts  als  diese  Äquivalenz  ausdrücken  solL  (jp^Ta  femer 
soll  der  Punkt  jp^  sein,  in  welchen  p^  durch  Ausführung  der  Trans- 
formation Ta  übergeht,  was  wir  symbolisch  so  schreiben: 

Unsere  obige  Beweisführung  stellt  sich  nun  so  dar:     Ist 

80  ist,  wenn  noch  Tt  ausgeführt  wird: 

{p,)T,  =  {p,)TaT, 
oder,  da 

TaTb  =   T{ah) 

ist* 

(l>l)n  =  (Po)y(«6). 

(|9())T(a6)  ist  aber  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  p^,  {p^T^  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Bahncurve  von  p^.  Letztere  Bahncurve  fällt  also 
mit  der  ersteren  zusammen. 

Satz  2  können  wir  auch  so  aussprechen: 

Satz  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitet  <x>^  Bahncurven. 

Diese  oo^  Bahncurven  überdecken  die  ganze  Ebene,  da  jeder  Punkte 
der  nicht  überhaupt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Buhe 
bleibt  —  und  diese  sind  nur  Ausnahmestellen  — ,  eine  Bahncurve  besitsi 

Wenn  wir  auf  den  Punkt  Pq  insbesondere  die  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  ausüben,  so  muss  er  natürlich  auch  in  einen 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergehen.  Dabei  bewegt  sich  aber  der 
Punkt  Po  nur  unendlich  wenig  und  zwar  in  der  Fortschreitungsrichtung, 
welche  die  infinitesimale  Transformation  ihm  zuordnet.     Also: 

Satz  4:  Die  Richtung  einer  Bahncurve  stimmt  in  jedem  Punkte  mü 
der  Richtung  überein,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  ewi- 
gliedrigen  Gruppe  dem  Punkte  zuordnet, 

Oder  auch: 

Satz  5:  Ein  Punkt,  welcher  beständig  der  ihm  durch  die  m/initei- 
male  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  jeweils  zugeordneten  Bickr 
tung  folgt,  beschreibt  eine  Bahncurve. 

Mit  den  Bahncurven  unserer  eingliedrigen  Gruppe  hängt  mm  die 
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Inyariante  derselben,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten, 
eng  zusammen;    Es  stelle  nämlich 

<o(x,  y)  =  Const. 
die   Schar  der  Bahncorven  dar.     Führen  wir  eine  allgemeine  Trans- 
formation 

der  Gmppe  aus,  so  gehen  alle  Punkte  (x,y)  der  Bahncurve  (o{x,y)  =  c 
wieder  in  Punkte  (Xi,  y^)  derselben  Bahncurve  über,  d.  h.  es  ist  sicher 

sobald  o(j;,  y)  =  c  ist,  und  zwar  für  alle  Werte  von  x,  y,  t  und  c. 
Es  ist  also  notwendig 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  t,  d.  h.  o  (Xy  y)  ist  eine  Invariante  der 
Gruppe. 

Setzen  wir  andererseits  eine  Invariante  Sl(x,  y)  der  Gruppe  gleich 
einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine  Bahncurve  dar,  denn  die  Definitions- 
gleichung der  Invariante 

sagt  aus,  dass  auch  der  von  der  Stelle  (x,  y)  der  Curve  ß(.T,  y)  =  c  nach 
der  Stelle  (x^,  y^)  transformierte  Punkt  auf  der  Curye  Sl{xy  y)  =  c  liegt. 

Satz  6:  Die  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  ist 
dadurch  charakterisiert,  dass  sie,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die 
Bahncurven  definiert. 

Es  erhellt  dies  schliesslich  auch  aus  der  Gleichung 

^«-^11  +  47  =  ^' 

welche    die  Invariante  i^   erfüllen   muss.     Erinnern   wir  uns  nämlich 

an  den   engen  Zusammenhang,  der  zwischen  der   Gleichung    üf  =  0 

und  der  gewohnlichen  Differentialgleichung 

dx dy 

T~V 

besteht  (vgl.  §  5  des  1.  Kap.),  so  folgt  ohne  weiteres,  dass  die  Curve 

Ä(x,  y)  «=  Consi  in  jedem  ihrer  Punkte  (x,  y)  die  Richtung  -~  =  j 

besitzt,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  dem  be- 
treffenden Punkt  zuordnet,  dass  also  die  Curve  Bahncurve  ist. 

Die  Invariante  H  ist  Lösung  der  linearen  partiellen  t)ifferential- 
gleichung 

aß  ,     csi     ^ 

-ö h  ri  v.~  =  0. 

ex    ^     *  vy 

5* 
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Ihre  Auffindung  erfordert  also  eine  Integration.  Kennt  man  jedoch 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 

(1)  ^1  =  9>(^,  y»  0;  Vi  =  *(^>  y>  0? 

so  kann  man  die  Bahncurven  und  mit  ihnen  die  Invariante  durch 
bloss  algebraische  Operationen  bestimmen.  Wir  fanden  ja  die  Bahn- 
curve  des  Punktes  (x^yy^)  durch  Elimination  von  t  aus 

in  der  Form 

W{^y  Vy  ^07  Vo)  =  0. 

Da  es  nur  oo^  Bahncurven  giebt;  treten  die  Oonstanten  Xq,  y^  hierin 
nur  in  einer  Verbindung  auf  und  die  letzte  Gleichung  der  oo^  Bahn- 
curven lässt  sich  also  umformen: 

f(p^7  y,  c)  =  0, 

sodass  die  Auflösung  nach  der  (von  ^r^  und  j/^  abhängigen)  Constanten  c 
die  Invariante 

^(p^y  y)  =  c 

liefert  Am  bequemsten  verfahrt  man,  um  die  zwei  Constanten  ^o^Vo 
auf  eine  einzige  zu  reduciereU;  so^  dass  man  j/^  einen  bestimmten 
Zahlenwert^  wie  z.  B.  1,  erteilt.    Alsdann  stellt 

W{x,  y,  x^,  1)  =  0 

alle  von  den  Punkten  der  Geraden  y  =  1  ausgehenden  Bahncurven 
dar,  also  alle  Bahncurven  überhaupt  (sobald  nicht  etwa  y  =  1  selbst 
eine  invariante  Curve  ist).     Auflosung  nach  Xq  liefert  nun  etwa 

^  i^y  y)  =  ^0 
und  io{Xy  y)  ist  demnach  die  Invariante. 

Satz  7:     Die  Bahncurven   und  die   Invariante  einer   eingliedrigen 

Gruppe  der  Ebene  lassen  sich  auf  rein  algd^aischem  Wege  finden^  sobald 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  bekannt  sind. 

Die  früheren  Beispiele  von    cx)^   Transformationen,   die  keine  Omppe 
bilden  (siehe  Schluss  des  §  l),  wollen  wir  jetzt  geometrisch  erlftutern. 
Wir  sahen,  dass  die  Schar: 

x^=x  +  l,     y^=.y  +  t, 

die  keine  Gruppe  ist,  die  Invariante  tg  nx  besitzt,  während  x  keine  In- 
variante ist.  Das  geometrische  Gebilde,  welches  durch  ig  nx  =^  c  darge- 
stellt wird,  wo  c  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Constante  sein  soll,  ist 
eine  Schar  von  oo^  discretcn  Geraden,  die  sämtlich  der  y-Ane  parallel  laufen 
und  die  Abstände  1  von  einander  haben.  Bei  einer  jeden  der  obigen  Trans- 
formationen bleibt  in  der  That  die  Gesamtheit  dieser  Reihe  von  Geraden 
ungeSndert,  indem  sie  die  Punkte  einer  jeden  dieser  Geraden  in  die  der 
nächsten  Geraden  der  Schar  überführt.  Von  Bahncurven  kann  hier  nicht 
die  Bede  sein,  da  die  Punkte  sich  bei  jeder  Transformation  sprungweise 
ändern,  indem  x  um   1   wächst. 


Dia  bei  allen  Transf.  ( 


eingl.  Gruppe  der  Ebene  invarianten  Cnrrcn. 


iebt 


Äuoli  bei  der  Schar  von  <x>'  Traustbrmatioaen 

■•■i «.    Pt  =  'J  +  '' 

keine  Gruppe   bilden   und,   wie  wir  sahen,    die  Invarianto   x'  besitzen, 

keine  Curven,  die  wir  etwa  als  Bahnuurven  bezeichnen  künnteu. 

teilt   zwei  Geraden   parallel    der  j/-Äxe   dar.     Ihr  lubegiiH'  bleibt 

'fern    bei   allen   obigen    Transformationen    ungeSndert,    als  dieselbeD  die 

ikte  der  einen  Geraden  in  die  der  anderen  überführen  und  umgekehi-t. 

Bei  der  S(.'har  von  c»'  Transformationen  dagegen: 


=  xt, 


=  S+*- 


1, 


auch  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  wir  Bähen,  keine  Invariante  besiteen 
BUin  man  sehr  wohl  von  Bahnciirven  sprachen,  da  hier  die  identi!:)che  Trans- 

"i  +  U,  V.,. 


oimt.      Der  Punkt  (. 
die  Punkte: 


iberge fuhrt,  also  in 


ßnitesimale  Transformation,  nUmlich  : 
fg,  y^)    wird   durch   die  Transformationen  der  Schar 

X  =  Xat,    y  =  y^  -|-  (  —  1 
!  Punkte  der  Geraden: 

—  —  y  =  1  —  ?/o. 

Se  durch  (r^j,  ^^  selbst  hindurchgeht.  Wir  bemerken  über,  daas  jeder 
'onkt  dieser  Geraden  wieder  eine  andere  Gerade,  nicht  diese,  als  Bahn- 
«rve  bat,  indem  die  obige  Gleichung  oo'  verschiedene  Geraden  darstellt. 
N)gieicb  fs  hier  einen  Sinn  hat,  von  Bahncurven  zu  reden,  ist  doch  der 
Ax  '2  oder  3  bei  der  vorliegenden  Schar  von  oo'  Transformationen,  die 
töne  Gruppe  bilden,  nicht  ereilt. 

Die  bei  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gmppe 
der  Ebene  invarianten  Corven. 
Die  Bahncurven  haben  die  Eigentümlichkeit,  dasa  eine  jede  für 
leb  als  Ganzes  aufgefasst  bei  allen  Trausformationen  der  eingliedrigen 
Bnippe  in  Ruhe  bleibt,  indem  alle  Punkte  der  Curve  wieder  in  Punkte 
derselben  übergeführt  werden. 

Fragt  man  andererseits  überhaupt  nach  einer  Chtrve,  Kelche  als  i" 
Banies  aufgefasst  bn  der  Gruppe  in  Uuhe  bleibt,  so  findet  man,  dass 
dieselbe  eine  Bahncurve  ist,  sobald  es  wenigstens  einen  Punkt  auf  ihr 
fnbt,  der  nicht  bei  ullen  Transformationen  der  Gruppe  in  ßuhe  bleibt 
■Denn  dieser  Punkt  gebt  ja  bei  Ausführung  aller  Transformationen  der 
'ömppe  Über  in  Punkte  seiner  Bahncurve,  wahrend  er  doch  auf  der 
'gerachten  Curve  verbleiben  soll. 

Es  ist  nun  aber  auch  möglich,  dass  Curven  existieren,  deren 
Etliche  Punkte  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe, 
und  zwar  jeder  für  sich,  in  Kühe  bleiben.    Dann  ist  selbstverständlich 


7/;  JCAf«t*.    4.    i  5 

nu^.h  'h^.  i(3»h'/yf  ^^rsr^^i  inT»riant,  aber  sie  ist  doch  keine  Bahucui 
fPfl^^  (VtPH  wifk\if}i  ^orkomuii,  haUn  wir  in  §  3  deä  1.  Kap.  bei  der  c 
iiiiptUtn^i  Onjjijf<5  (hr  affinen  Transformationen  gesehen.  Analyti 
]nnn*»fi  nu'h  Wtc.hi  die  Bedingungen  dafOr  angeben  und  die  Mittel 
ibr^f  IWtirnmiifig  finden:  Ein  Punkt,  der  bei  der  ganzen  Gruppe 
rr,-*f^,^.^f  U^i\ip  bleiben  hoII,  bleibt  bei  der  infinitesimalen  Transformation 

"r   ti:  +  vU 

t\$>r  ilru]t\iPi  invarinnt,  d.  h.  für  ihn  sind  |  und  ij  Null.     Die  Cooi 
iihU'ii  iKf  y  fiolcbor  Putikto  bestimmen  sich  also  aus  dem  Gleichungenp 

Km    li(*gi  niih«  r.u  vorniuten,   dass  jeder  solche  Punkt  bei  a] 
TrÄtiMl'orniHtionon  dor  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  denn    er  bleibt  bei 
iiiHtiiic»ninmlon  TrÄUsfornifttion  ungeandert  und  eine  allgemeine  Tn 
iDrnmIion  dor  («rup)v   )Xoht    durch  fortwährende  Ausführung  der 
fWiiloninialon  IVansformation  hervor.     Analytisch    folgt  es  mit  to 
St lin^con»  auf  Aen  cnäl^Yi^n  Gleichungen  der  Gruppe: 

p.,  =  j  -  T  Tt  +  j^  l\Ux)  H , 

{IS)  !  ^ 

donn  oji  ist    f&r   üpl  rmiz    r.  %     sowohl   {  als  ^  Null,  mitikk  n 

todor  Au8dnK^k  vfiL  cit  J  /rn  ^-c  '  - 1  -^  +  ij  -^,  also  andi  T  T 

l\l'y)  u.  *.    V      Iä  mvfuunr   ULak>r:    r,  =  x.  y^  »s  y. 
Kf  ist  BUL  oeuiTJHT.    ubw  xu£  beiöen  Gleickuigen 

■        ■  •        • 

nioht  eine  discreu  JLnzbiL  ^.ol  :'xxiiezi  >.  f/  ,  sondern  eine  ods'ai 
oontinuierlicbe  Scnurei  aen«*^jt]i^  bfrfem.  Alsdann  sind  die  toc  mm 
gebildeten  OiirreT.  eit«!  ii^LniiTi-  L  LTven  der  besprochenen  zvcneiJi 

Kino  Ofirvf   kuii.   hA.(.    lJ.   zvneifr]rt   Arten   bei   der   *>iiywHy 

<^ruppc    w?w*ffw.   fieiL .    «jr^f^cier  ais   linhm'urvf   oder  als  emi  fi* 

^,,^.1..M..  ,Y>»j    Imthv  rt\*3ei.%    inr/i-taHUn.   I^ufüctcfi,     Es    frairt    sich 

rfornoiiiHsmos  »nalyTi^iic*  KrjTerium   fQr   invariante  Carren 
und  ?.woii<»n   Art  suteestolli  verderi  kann. 

Uio  Ouvvo 

o  .. .  f/    =  0 

iM   invniinnt,  v^onn  «lir   Punkte    j.  f     tlerftolben   bei  «ner 
1■|lUl^^tllmshotl   ib'i   «Inippo   in   Punkte     •  ^ .  f/,  i    derBelfaSD  Cb«' 


1  Il»i    ■      l'IHi-» 

«  'in  »  f 
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t  vermöge 

^{^>  y)  ==  0- 

Eich  Theorem  4  (3.  Cap.  §  3)  muss  also 

^(^yv)  +  T  ^«^  +  r-2  ^C^"')  +  •  •  •  =  0 

in  vermöge  co  (x,  y)  =aO  und  zwar  für  jedes  t  Dies  liefert  als  ein 
(twendiges  Kriterium;  dass 

Uay=0 
[er  ausfOhrlich  geschrieben: 

in  muss  vermöge  (9  =  0.  Dies  ist  nun  auf  zweierlei  Weisen  möglich: 

itweder  sind  g  und  %  die  Coefficienten^  einzeln  beide  Null.     Alsdann 

ad  alle  Punkte  {Xy  y)  der  Curve  fQr  sich  invariant,  also  ist  es  auch 

e  ganze  Curve.    Oder  aber  zweitens  längs  der  ganzen  Curve  o  «=»  0 

0  die  Tangentialneigung 

dy  _  ^ 
dx        I  ' 

h.  die  Curve  ist  Bahncurve.  Das  als  notwendig  erkannte  Kriterium: 
iD  =  0  vermöge  o  =  0  führt  also  gerade  nur  auf  invariante  Curven, 
i  daher  auch  hinreichend. 

Allerdings  wäre  es  auch  drittens  möglich,  dass  ^  und  ^  ein- 

In  vermöge  co  =  0  verschwinden.  Dies  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man 
n  Kreis  mit  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  durch  die  Gleichung 
*+y* — 1)*=  0  darstellt.  Aber  wir  können  immer  voraussetzen,  dass 
e  Gleichung  der  Curve  so  geschrieben  sei,  dass  dies  nicht  der  Fall 
L    Denn  man  braucht  sie  nur  etwa  in  der  nach  y  aufgelösten  Form 

CO  =  y  —  f{x)  =  0 

izunehmen,  in  der  ^  ^  1 ,  also  nicht  Null  vermöge  ©  =  0  ist. 

Somit  hat  sich  ergeben: 

.Theorem   6:     Es   giebt   zweierlei  Curven,    welche  bei  einer 
ingliedrigen  Gruppe 

Ebene  invariant  sein  können.  Die  einen,  stets  vorkommen- 
1*,  sind  die  oo^  Bahncurven  der  Gruppe;   sie  werden  erhalten^ 
km  man  die  Invariante  der  Gruppe  einer  Constanten  gleich 
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setzt    Die  Curven  der  andern  Art  bestehen  aus  lauter  einzeln 
invarianten  Punkten,  für  welche  i{x,y)  =  iy(a;,  y).=  0  ist 

Für  beide  Curvenarten  gilt  das  Kriterium:  Die  Curve  oder 
die  Gleichung  (o{x,y)  =s  0  ist  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  dann 
und  nur  dann  invariant ^  wenn  f/co  =  0  ist  vermöge  ©«=»0, 
dabei    vorausgesetzt,    dass    die    Gleichung    o  =»  0    in    solcher 

Form  angenommen  wird,   dass  nicht  etwa  «—  und  «—  eineein 

beide  vermöge  0  =  0  verschwinden. 

Zu  unserem  Kriterium  macheh  wir  noch  eine  Bemerkung:  Da 
das  Verschwinden  von  U(o  vermöge  0  =  0  die  rein  geometrische  Be- 
deutung hat,  dass  o  =  0  eine  bei  der  Gruppe  Uf  invariante  Curve 
ist,  und  da  diese  geometrische  Bedeutung  unabhängig  von  der  Wahl 
der  Goordinaten  und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der 
Curve  ist,  so  folgt: 

Satz  8:  Ist  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  zwei 
Veränderlichen  x,  y  der  Ausdruck  U(o(x,  y)  =  0  vermöge  o(a;,  y)  =  0, 
so  gilt  das  entsprediende  audi  bei  Einführung  von  anderen  VeränderUchen 
und  unabhängig  von  der  Darstellungsform  der  Gleichung  o  «=»  0,  wen» 

nur  nicht  t^—  und  ö—  vermöge  o  =  0  beide  verschwinden, 
ex  oy  ^ 

Das  Kriterium  lässt  sich  noch  in  etwas  anderer  Weise  aussprechen. 
Es  liegt  ja  ausserordentlich  nahe,  sich  der  Redeweise  zu  bedienen, 
dass  die  Curve  G}{x,y)  =  0  die  infinitesimale  Transformation  Uf  ge- 
stattet, d.  h.  bei  ihr  invariant  bleibt,  wenn  U(o  =  0  vermöge  o«=0 
ist,  denn  die  durch  Uf  transformierten  Veränderlichen 

Xi  =x+  idt,     y^=y  +  fiSt 

müssen,   soll  o  =^  0  die  infinitesimale  Transformation   Uf  gestatteo, 

die  Gleichung  o(j?i,yj)  =  0  vermöge   o(a?,  y)  =  0   erfüllen  und  dies 

liefert: 

(o{x  +  l^dt,    y  +  tiSt)  =  0 
oder  3„  g„ 

d.  h.  Ug)  =  0  vermöge  o  =  0. 

Da  wir  sahen,  dass  dies  Kriterium  auch  hinreichend  dafür  ist, 
dass  die  Curve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  invariant  bleibt 
oder,  wie  wir  auch  häufig  sagen  werden,  dass  sie  alle  Transformationen 
der  Gruppe  gestattet,  so  folgt: 

Satz  9:  Eine  Curve  oder  Gleichung  o  {x,  y)  =  0  gesteht  alle  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  der  Ebene,  sobald  sie  die  »w* 
finitesimale  Transformation  Uf  zulässt 
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Eine   Reihe   einfacher  Beispiele    soll   die   Entwickelungen   dieses  Beispiele. 
Kapitels  erläutern;  indem  wir  die  Curven  und  Punkte  aufsuchen,  welche 
bei   gewissen  durch  ihre  infinitesimale   Transformation  Uf  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppen  invariant  bleiben. 

1.  Beispiel:    Sei 

Die  von  Uf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  ist  die  der  affinen  Trans- 
formationen: 

Hier  ist  die  Invariante  Sl  zu  bestimmen  aus 

a;  ^—  =  0. 

ex 

Daher  darf  Sl^y  angenommen  werden.  Die  Curven  y  =  Const.  sind 
also  die  Bahncurven.  Um  die  eventuell  existierenden  Curven  mit 
lauter  einzeln  invarianten  Punkten  zu  finden,  haben  wir  |  =  ?y  =  0 
zu  setzen.  Dies  giebt  hier  nur  x  =  0,  d.  h.  alle  Punkte  der  y-Axe 
sind  invariant.  Die  y-Axe  ist  folglich  auch  eine  invariante  Curve. 
Schematisch  deuten  wir  diese  Ergebnisse  durch  die  Fig.  5  an,  in 
welcher  die  Pfeile  längs  der  Bahncurven  y  =  Consi  die  Richtungen 
angeben,  in  welchen  sich  die  Punkte  vermöge  der  infinitesimalen  Trans- 

formation  x  -^  bewegen.     Natürlich  würden  alle  Pfeile   umzukehren 

sein,  wenn  man  die  infinitesimale  Transformation  in  der  Form  —  x  -J~ 
'       •  ox 

angenommen  hätte. 


*                        ] 

*                          J 

[  ■    -                > 

c 

j 

t 

) 

f 

] 

f 

to 

Fig.  5. 

2,  Beispiel:    Sei 
Uf  erzeugt  die  Gruppe 


<    MyxvMi(yyyy»x  y-^ 


Fig.  6. 


w-»|^ 


^i  =  ^  +  y^   2/i  =  y- 
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Auch  hier  ist  die  Invariante  i2  ee  y  zu  setzen  und  die  Curven  y  »>  Const 
sind  die  Bahncurven.  FQr  die  einzeln  invarianten  Punkte  haben  wir 
die  Bedingung  j/  =  0,  d.h.  alle  Punkte  der  x-Axe  sind  einzeln  in- 
variant. Daher  vorstehendes  Schema  (Fig.  6).  Man  bemerke,  dass 
die  Gerade  y  *=  0,  deren  Punkte  sämtlich  in  Ruhe  bleiben,  der  Schar 
der  Bahncurven  angehört. 

3.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Transformation  der   eingliedrigen 
Gruppe  der  Rotationen  lautet: 

Die  Invariante  St  bestimmt  sich  aus: 


aa  ,     aa 


dx 


Da 


oder 


^y 


=  0. 


dx    dy 

—  y  X 


xdx  +  ydy  =  0 

die  zugehörige  gew.  Differentialgleichung  ist,  so  ist  die  Invariante 
•ßE^a5*+!/*  zu  setzen.  Die  Bahncurven  sind,  wie  wir  ja  schon  wisseD, 
die  Kreise  um  den  Anfangspunkt:  o:'  +  y'  ="  Const.  Setzen  wir  hier 
g  =>  ij  «a  0,  so  kommt  nur  ein  einzelner  invarianter  Punkt,  nämlich 
der  Anfangspunkt.     Vgl.  die  Fig.  7. 


Fig.  7. 


Fig.  8, 


L  Beispiel:     Sei 


Uf^.^l^+.y^ 


Die  Invariante  £1  der  von    Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  musfl 
die  Gleichung  ÜSl  =  0  erfüllen  oder  also  die  Gleichung: 


aa   ,     aa      ^ 

x—-  +  y^r-  =  0. 


dx 


Sy 
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Daher  ist  ü^^  zu  setzen.     Die  Bahncurven  sind  also  die  Geraden 

—  =  Const.  Die  einzeln  invarianten  Punkte  ergeben  sich  aus  |  =  iy  =0. 

Es  kommt  x*  =  a:y  =  0  oder  ic  =  0.  Also  ist  die  y-Axe  eine  in- 
variante Gerade^  bestehend  aus  lauter  invarianten  Punkten  (Fig.  8). 
Die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  sind,  wie  man  berechnen  möge: 

X  y 

Weitere  Beispiele  zur  Bearbeitung:     Uf  habe  eine  der  Formen: 

"^^  ^   dx^y  dy 

Man  bestimme  die  invarianten  Curven  und  Punkte  bei  den  betreffenden 
Ton  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  und  berechne  die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppen  entweder  durch  directe  Integration  des 
bekannten  simultanen  Systems  oder  durch  Benutzung  der  Reihen- 
entwickelung. 

Man  beweise,  dass  der  Kreis 

x^  +  y^=l 

bei  allen  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 


r  ""  ^x)  'dx  +  yJ     W 


2y/  dy 

erzeugten   eingliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt ,    und  zwar  ohne  die 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  zu  benutzen. 

§  4.    Einige  wiohüge  Klassen  von  infinitesimalen  Transformationen 

der  Ebene. 

Im  Anschluss  an  die  in  den  bisherigen  Kapiteln  dargestellten 
Theorien  wollen  wir  in  diesem  Paragraphen  gewisse  interessante  Gat- 
tungen von  infinitesimalen  Transformationen  besprechen. 

1)  Die  prcjediven  infinitesimalen  Transformationen.  —  Unter  einer  proiectiTo 
I     projectiven  Transformation  der  Ebene  versteht  man  eine  solche,  welche  formaü'ön. 
J     alle  Punkte   einer   beliebig  gewählten  Geraden   wieder  in   die   Punkte 
j     einer  Geraden    überführt.     Aus    der    projectiven   Geometrie  entlehnen 
'^ir  hier  die  Thatsache^  dass  eine  projective  Transformation  der  Ebene 
allgemein  dargestellt  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 


f 


=  0. 
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/  .V  ax  '\-  by  -{-  c  hx  -{-  ky  +  ^ 

^^^  ^1  ~  J^+J^^g '     yi  =  5i"  +  ey  +  g ' 

in  denen  also  die  Nenner  beider  Brüche  dieselben  sind.  Dass  diese 
Transformation  alle  Punkte  einer  Geraden  wieder  in  die  einer  Ge- 
raden verwandelt,  ist  leicht  zu  verificieren:    Die  Punkte  (x,  y)  der 

Geraden 

y  =  XX  +  w 

werden  in  Punkte  (a?i,  y,)  übergefQhrt,  für  die 

(a  +  ft'')  X  '\-hm  '\'  c  (7*  +  ^^<)  ^  +  ^^  +  ^ 

^  "^  (d  +  ex)  o;  +  «I»  +  (7  '      ^^  "^  (d  +  «»)  *  4*  *•»  +  fl' 

ist.  Durch  Elimination  von  2;  folgt  hieraus  für  den  Ort  4er  trans- 
formierten Punkte  (a?!,  y^  die  Gleichung: 

{d  +  ^x)  ^1  —  («  +  6x)     (ew  +  if)  a?i  —  (pm  +  c) 

(d  +  ex)  yi  —  (h  +  kx)    (em  +  g)  Vi  —  (km  +  l) 

Dieselbe  ist  linear  in  x^,  y^^  denn  die  quadratischen  Glieder  x^^  y^ 
heben  sich  gerade  weg.  Sie  stellt  daher  ebenfalls  eine  Crerade  dar, 
auf  der  alle  transformierten  Punkte  {x^y  y^)  liegen. 

Andererseits  lehrt  diese  Betrachtung  aber  nicht,  dass  die  Trans- 
formation (4)  die  allgemeinste  ist,  welche  alle  Punkte  einer  beliebigen 
Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden  überführt.  Dies  entnehmen 
wir  vielmehr,  wie  gesagt,   aus   der  projectiven  Geometrie. 

Die  Transformation  (4)  ist  die  identische,  wenn  a,  g  und  k  gleich  1, 
alle  anderen  Constanten  gleich  0  sind.  Wünschen  wir  eine  infinäesi- 
inale  projective  Transformation  zu  erhalten,  so  haben  wir  also  den 
Constanten  a,  g  und  k  unendlich  wenig  von  1,  den  übrigen  Constanten 
unendlich  wenig  von  0  abweichende  Werte  zu  erteilen.     So  kommt: 

=  (^  +  9a)x  +  8b    y  +  Sc  ^  dh- x  +  (l  +  Sk)  y  +  dl 

^»  —  drf  .  x  +  dey  +  1  +  8~g'     ^^  ~  d'd'X~+  Sey  +  l  +  dg  ' 

Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  ist  aber  bekanntlich 

od  '  X  +  de  •  y  +  l  -\-  8g  ^  ^ 

und  daher  kommt: 

*^'i  =  [(1  +  Sa)x  +  db  -y  +  dc]  [l  —  dd  -  x  —  Sc- y  —  dg], 
y^  =  [dh  '  X  +  (l  +  dk)  '  y  +  dl]  ll-^dd'X  —  dey  —  8g], 

oder,  wenn  man  ausrechnet  und  die  unendlich  kleinen  Grossen  zweiter 
Ordnung  nicht  mehr  berücksichtigt, 

Xi  =  (1  —  Sd  '  X  —  de  '  y  —  dg)x  +  da  '  X  +  db  '  y  +  äc, 
yi^il  —  dd'X  —  dey  —  dg)y  +  dhx  +  dk'y+  dl, 

1.  h«  X  und  y  erhalten  die  Incremente: 


) 


Einige  wichtige  Klassen  tod  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene.    77 

dx^x^  — -  :r  =  de  +  (ßa  —  äg)x  +  d&   y  —  äd-  a^  —  Se»  xy, 
dy^  yi  —  y  =  dl+  dh'X  +  {Sk  —  dg)y  —  öd'  xy—  de-  y% 
er,  wenn  man  die  infinitesimalen  Oonstanten  anders  bezeichnet: 

da;  =  (a  +  ^^  +  rfy  +  Ä^*  +  J^^y)  *^ 
Sy  =  (p  +  €X  +  gy  +  hxy  +  hy^)  öt, 

dass  die  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene 
s  Symbol  besitzt: 

rf^(a+cx+dy+hx^+kxy)  j^  +  (h+ex+gy+hxy  +  ky^)  -^  - 

ir  werden  später  an  passender  Stelle  beweisen,  dass  hiermit  die 
gemeinste  infinitesimale  projeetive  Transformation  der  Ebene  ge- 
Qden  ist*). 

Die  8  Constanten  a,  h,  c  *  -  'k  können  irgendwie  angenommen 
irden.  Setzt  man  sieben  derselben  gleich  0,  die  übrigbleibende 
3ich  1,  so  ergeben  sich  die  folgenden  8  infinitesimalen  projectiven 
-ansformationen : 

df         df  df  df  df  df 

dx^      dy  ^         dx  '     ^  dx^         dy  ^      ^  dy  "* 

2  ^f    i  df  df    ,      .  df 

d  die  oben  gefundene  infinitesimale  projeetive  Transformation  Uf 
nn  man  dadurcli  herstellen^  dass  man  diese  8  specicllen  mit  Con- 
inten  multipliciert  und  addiert. 

Unter  den  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  sind  offen- 
X  auch  einige  uns  schon  bekannte  enthalten:  die  infinitesimalen 
ranslationen ,  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangspunkt ,  die 
finitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus  und 
le  infinitesimale  affine  Transformation  längs  der  a;-Axe.  Es  ist  geo- 
letrisch  einleuchtend,  dass  alle  diese  projectiV  sind,  d.  h.  alle  Punkte 
iner  beliebigen  Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  solchen  über- 
ühren. 

Eine  gute  Übung  ist  es,  die  bei  den  oben  angegebenen  8  infini- 
iesimalen  projectiven  Transformationen  invarianten  Punkte  und  Curven 
m  bestimmen.  Auch  ist  es  nicht  schwer,  die  endlichen  Gleichungen 
^er  von  diesen  8  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
•»nippen  durch  Integration  der  betreffenden  simultanen  Systeme  auf- 
'Qstellen. 


*)  Man  bemerke,  dass  die  Incremente  9x  und  dt/,  welche  eine  beliebige 
^üitesimale  projeetive  Transformation  den  Coordinaten  x,  y  erteilt,  ganze 
(Uictiooen  (zweiten  Grades)  von  x^  y  sind. 
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Die  bei  der  infiDitesimalen  projectiven  TraDsformation 

üf^ia  +  cx+dy+hT'+kxy)^  +  (h  +  ex  +  gy  +  hxy  +  1cy')^ 

invarianten  Punkte  x,  y  ergeben  sich  durch  Nullsetzen  der  beiden 
Coefficienten: 

a  4"  c^  +  ^y  +  Äir*+  kxy  =  0, 
b  +ex  +  gy  +  hxy  +  hy^  =  0. 

Diese  beiden  quadratischen  Gleichungen  müssen  wir  durcli  gemeinsame 

Wurzelpaare  x,  y  zu  befriedigen  suchen.     Die    erste  ist  linear  in  jf 

und  giebt: 

a  +  crc  +  hx* 

^  ~  d'+'kx 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite  ein,  so  wird  sie  nicht  vom 
vierten,  sondern  nur  vom  dritten  Gerade  in  x,  d.  h.  es  giebt  (im  all- 
gemeinen) drei  Wertepaare  x,  y,  und  mithin  lässt  die  infinitesimale 
projective  Transformation  üf  im  allgemeinen  drei  verschiedene  Punkte 
invariant  Es  ist  dann  selbstverständlich,  dass  die  Seiten  des  von 
diesen  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  invariante  Geraden  sein  müssen, 
denn  jede  dieser  Geraden  geht  ja  wieder  in  eine  Gerade  über,  während 
doch  zwei  Punkte  auf  ihr  fest  bleiben.  Wäre  noch  eine  vierte  Gerade 
invariant,  so  würden  ihre  Schnittpunkte  mit  den  drei  anderen  invariante 
Punkte  sein.  Da  es  aber  deren  nur  drei  giebt,  so  folgte  dass  im  all- 
gemeinen keine  vierte  invariante  Gerade  existiert  Das  invariante  Ge- 
bilde von  Punkten  und  Geraden  ist  also  ein  Dreieck. 

Wohlbemerkt  können  für  specielle  projective  Transformationen 
(z.  B.  für  die  Translationen)  ganz  andere  Umstände  statthaben,  denn 
es  ist  möglich,  dass  die  obige  Auflösung  der  beiden  quadratischen 
Gleichungen  bei  besonderer  Wahl  der  Constanten  a,  ft,  c  •  •  •  Ä;  zu  gan« 
anderen  Ergebnissen  führt.  Doch  wollen  wir  hier  nur  den  allgemeineD 
Fall  in  Betracht  ziehen.  Ein  tieferes  Eingehen  auf  diese  wichtige 
wenn  auch  einfache  Frage  ist  hier  noch  nicht  am  Platze. 

Um  nun  die  Bahncurven  der  von  üf  erzeugten  eingliedrigen  pro- 
jectiven Gruppe  zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Coordinatensystem  so 
wählen,  dass  die  beiden  Axen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  jenes 
invariante  Dreieck  bilden.  (Dies  lässt  sich  immer  durch  eine  projectiv« 
Umformung  des  Goordinatensystems  erreichen.)  Alsdann  haben  die 
Constanten  a,  &,  c  •  •  Ä'  in  üf  specielle  Werte.  Da  zunächst  der  Ab* 
fangspunkt  in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  a  =  6  =  0  sein  (denn  fUr 
X  =  y  =  0  müssen  5  und  rj  verschwinden).  Der  unendlich  ferne  Punkt 
der  a;-Axe  ist  invariant,  wenn  jede  Gerade,  die  ihn  enthält,  also  jede 
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Gerade  x  =  Oonst,  in  eine  ebensolche  transformiert  wird.  Ist  also 
%  =  Const.  gesetzt,  so  muss  auch  x  -^  8x  ^=»  Const.,  d.  h.  8x  muss  frei 
Ton  y  sein.  Demnach  ist  d  «=»  ib  «»  0.  Analog  ist  e  =  A  :==  0^  sodass  bleibt: 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  TJf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
ergeben  sich  entweder  durch  Integration  des  simultanen  Systems 


dt 


in  der  Form 

d.  h.  aufgelöst  in  der  Form 

oder  durch  Reihenentwickelung.    Es  ist  ja  hier 

TJx  =  cx^     ÜUx  =  c^Xj    •  •  • , 
üy  =  9y,     Uüy=g^y,   •    •, 

sodass  kommt: 

t  (* 

t  t* 

yi  =  y  +  Ä^y  Y  +  5^*2/  j— 2  H —  =  y^' 

Die  Bahncurven  finden  wir^  indem  wir  aus 

x='Xq€F%    y  =  yoe9* 
t  eliminieren.     Dies  giebt  als  Bahncurve 

öder,  wenn  x^^^  :  y^"^ ««  y  (=  Const.)  gesetzt  wird : 

x^  —  ytf  ==  0, 

Man  sieht,  dass  die  Bahncurven  algebraische  Curven  sind,  wenn  g  und  c 
in  rationalem  Verhältnis  stehen.  Für  c  ==  1,  ^r  =  2  z.  B.  sind  sie  die 
EegelBchnitte: 

^*  —  yy  =  0, 

I.  h.  alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  Seiten  des  invarianten  Dreiecks, 
lämlich  die  x-Axe  und  die  unendlich  ferne  Gerade,  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  dritten  Seite,  der  y-Axe,  berühren. 
Ist  c :  g  nicht  rational,  so  sind  die  Bahncurven 

x^  —  yy^  =  0 
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transcendent.   Um  uns  eine  Vorstellung  von  ihrem  Verlaufe  zu  e 
bemerken  wir,  dass  ihre  DifferentialgleichuDg  lautet: 

dx  ^  ,„  0 

ex        ffy  "°    ' 
also  die  Differentialgleiclmiig  ihrer  orthogonalen  Trajectorien  dii 


^  + 


dy 


=  0 


oder: 

exdx  +  gydy  =  0, 
deren  Integralcurven  die  Kegelschnitte 

ex*  +  py*  =  Gonat. 
sind.     Mithin   sind   die  Bahncnrven   von  Uf  die   orthogonalen 
torien  *)    einer   Schar    von    ähnlichen   nnd    ähnlich    gelegenen 
j,  schnitten,  deren  i 

den  Coordinatena; 
gen.  (Siehe  Fig. 

2)  Die  cor 
oder  winlcellretten 
tesimalm  Transfo 
nen.  —  Eine  Punb 
formation  beisst  cc 
wenn  sie  zwei  b( 
sich  in  einem  Pu 
schneidende  Cur 
Curven  Oberführt, 
in  dem  aus  p  nach  p^  transformierten  Punkte  unter  demselben 
schneiden  wie  die  ursprünglichen  Curven  in  p. 

Wir  wollen  aus  der  Funetionentheorie  entnehmen,  dass  jede 
Transformation  dadurch  dargestellt  wird,  dass  man  die  transfon 
Coordinaten  x, ,  ^,  dem  reellen  Teile  und  dem  Factor  des  mit  i  ^ 
behafteten  Teiles  einer  beliebigen  Function  von  x  ^iy  gleich 
also  annimmt: 

a:, +  ij/,  =  9?  (x +  '!')■ 

Soll  diese  Transformation  infinitesimal,  etwa  ^-~ \-  rj  y- ,   se 

mu88  Xi  -\-  iy,  unendlich  wenig  von  x  -\-  iy   verschieden  sein, 

*)  Ein  geoizietriecbeB  Studiam  aller  Curven,  die  eine  inSnitesimale  pi 
Truii formation  gestatten,  wurde  zuerst  ausgeführt  von  Klein  und  Lie 
Math.  Annalen  Bd.  3.  Die  im  Texte  gegebene  geometriaclie  Defioiti 
Curven  x*  —  y/  =  0  rührt  von  Schetfere  her. 
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also  dann  nnr  das  obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  und  zu  setzen: 

^1  +  iVi  =  ^  +  iy  +  *(^  +  iy)  *^- 

I  und  17  sind  also  der  reelle  Teil  und  der  Factor  des  mit  i  behafteten 
Teiles  der  Function  ilf(x  +  *y);  d.  h.  es  ist 

i  +  iri^t{x  +  iy)' 
if  erfüllt  als  complexe  Function  die  Bedingung 

ox    *      cy 
und  diese  ist  auch  hinreichend  für  ^.  Also  folgt*):  Die  infinitesimale 
Transformation 

^  dx'^^  dy 
ist  dann  und  nur  dann  conform^  wenn  |  und  1^  die  Bedingung  erfüllen : 

ex    '       ox    *       oy        öy 
Z.  B.  die  infinitesimale  projective  Transformation 

Uf=  {a  +  cx  +  dy  +  hx'  +  kxy)  ^  + 

+  (h  +  ex  +  gy  +  hxy  +  kf)  -^ 

ist  conform,  wenn: 

(c  +  2hx  +  Icy)  +  i(€  +  hy)  +  i{d  +  kx)  —  (g  ^  hx  +  2ky)  =  0, 

iL  —  da  dies  für  alle  x,  y  gelten  soll  —  wenn: 

.  c  +  ie  +  id  —  i^  =  0,    A  -}-  ii  «=  0 

ist    Soll  isie  insbesondere  auch  reell  sein,  so  muss  also  einzeln 

c=g,    e  +  d  =  0,    h  =  0,    k  =  0 

sein,  und  somit  hat  die  allgemeine  reelle  conforme  und  infinitesimale 
projective  Transformation  das  Symbol: 

{a  +  cx  +  dy)  ^  +  Q>  — dx  +  cy)^- 

Dasselbe  setzt  sich  linear  mit  Constanten  zusammen  aus  den  vier  ein- 
zelnen conformen  und  projectiven  Transformationssymbolen: 

dx  ^      dy  ^         dx    *    ^  dy  ^     ^  dx  dy 

Diese  stellen   die  Translationen  ^   die  Ahnlichkeitstransformation  vom 


*)  An  einer  anderen  Stelle  werden  wir  zeigen,  dass  eben  die  Gruppentheorie 
^B  einfachste  Bestimmung  der  grössten  continuierlichen  Gruppe  von  conformen 
^sformationen  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  liefert. 

li  i  e ,  DifferentialgleiobQngen.  6 
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Anfangspunkt  ans  und  die  Rotationen  um  den  AnfAngspunkt  dar,  die 
auch  geometrisch  sich  sofort  als  conform  erweisen. 

Fiftohen-  3)  Die  flächentreuen  infinitesimalen  Transformationen.  —  Wir  nennen 

fonnfttion.  ciuc  Trausformatiou  flächentreu  ^  wenn  sie  eine  beliebige  geschlossene 

Curve  stets  in  eine  geschlossene  Curye  überführt^   welche  denselben 

Flächeninhalt  hat  wie  jene.    Insbesondere  sei 

^/•^«Ä  +  '^f 

eine   infinitesimale   flächentreue   Transformation.     Man    kann    zeigen, 
dass  fQr  eine  solche 


ox    '    oy 


ist. 


Zu   dem   Ende   betrachten   wir   das   Dreieck   ^,    das    von    den  drei 
Punkten  mit  den  Coordinaten 

«^  +  «»   y  +  /5  i 

gebildet  wird.     Der  doppelte  Inhalt  desselben  ist  bekanntlich  ^ 

F  B=3  a/3  —  ah. 
Der  Punkt  {x^  y)  wird  nun  durch  Uf  übergeführt  in: 

(5)  x^  =  x  +  litj    yt  =  y  +  nit. 

Ferner  geht  der  Punkt  (x  -{-  a,  y  +  &)  über  in  einen  Punkt  (x^  +  (h? 

yi  +  \  =  y  +  &  +  ^(«  +  a,  y  +  ^)  *< 

ist  oder,  wenn  man  nach  a  und  h  entwickelt: 

«I  +  %  =  X  +  a  +  S(«,  y)d<  +  (II  a  +  ||-  &)  d<  +  . .  •, 

Werden  a,  h  und  a^  ß  infinitesimal  angenommen,  d.  h.  wird  das  Dreieck  ^ 
unendlich  klein,  so  können  wir  diese  Ent Wickelungen  mit  den  in  a,  ^ 
linearen  Gliedern  abbrechen  und  erhalten: 

«1  +  «1  =  «  +  ö  +  S*^  +  (1^  a  +  ^  ^)  *^ 
oder  wegen  (5): 
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lalog  geht  der  Punkt  (a?  +  «,  y  +  /3)  bei  Uf  in  einen  Punkt  {x^  +  a^, 
+  ft)  über,  für  den 

Nun  war 

Y  =ap  —  ah 

r  (jetzt  von  zweiter  Ordnung  unendlich  kleine)  doppelte  Inhalt  des  in- 
itesimalen  Dreiecks  z/.     Analog  ist 

r  doppelte  Inhalt  des  infinitesimalen  Dreiecks  z/j,  in  welches  J  durch 
f  übergeführt  wird.  Die  infinitesimale  Transformation  Uf  soll  flächen- 
3U,  d.  h. 

in.     Dies  giebt  nach  (6)  und  (7): 

[■■+(ll»+t»)"]&+(fe«+Ä?)"]- 
-[•+(i«+l|-^)"][»+(S<'+IJ')"]-»^-'» 

>(ler,  wenn  man  ausrechnet,  wobei  sich  die  Glieder  2.  Ordnung  fortheben, 
md  die  Glieder  von  höherer  als  3.  Ordnung  vernachlässigt: 

«(if«+if^)+(ii«+f»)"- 
-«(if»+ÄO-(ii«+ii^)'-»- 

Hierin  heben  sich  einige  Glieder  fort.  Da  diese  Bedingung  für  alle  infini- 
tesimalen Dreiecke  ^^  d.  h.  für  alle  infinitesimalen  Werte  von  a,  er,  h^  ß 
erfüllt  sein  muss,  so  kommt  einfach 

dx    ^    dy 

Diese  Gleichung  müssen  also  alle  flächentreuen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erfüllen. 

Man  kann  auch  beweisen^  dass^  wenn  umgekehrt  g  und  rj  diese 
Bedingung  erfüllen^  alsdann  die  infinitesimale  Transformation 

9achentreu  ist.    Wir  wollen  jedoch  hierauf  nicht  weiter  eingehen. 

6* 


84  Kapitel  4,  §  4. 

Die    flächentreue   Transformation    IJf    können    wir    noch    etwas 
anders  schreiben:    Wegen 

dx  dy 

lassen   sich   |  und  — 17  als  die  Differentialquotienten  einer  einzigen 
Function  Q{x,y)  auffassen: 

fc  __  ^  dq 

^  —  dy'     ^=       di' 

sodass   die   infinitesimale    flächentreue   Transformation   allgemein  die 
Form  hat: 

Uf=  ^-  ^  —  ^-^-  ^. 
'        dy  dx       dx  dy 

Hierbei  bedeutet  q  eine  irgendwie  gewählte  f^unction  von  x  und  y. 
So  z.  B.  giebt 

die  infinitesimale  Rotation 

^ dx  dy^ 

die  selbstverständlich  flächentreu  ist.     g^ax  -{•  by  giebt  eine  infini- 
tesimale Translation. 
Setzt  man  femer: 


9  =  ^e 


X 


so  er  giebt  sich  die  flächentreue  Transformation 

y  dx*    X  dy 
Die  endlichen  Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
lauten: 

u.  s.  w. 

Die    Bahncurven    der    von    unserer    infinitesimalen   flächentreoen 
Transformation 

TTf=z  ^  -^  —  ^  -^^ 
'        dy  dx       dx  dy 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  erfüllen  die  Differentialgleichung 

dx  dy 

dg        _  dif 
dy  dx 

oder: 
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leren  Integral  ist: 

Qip^y)  ™  Const 

Soll  die  infinitesimale  projective  Transformation 
Uf=  {a  +  cx  +  dy  +  hx'  +  hxy)  |^  + 

+  (h  +  ex  +  gy  +  hxy  +  Jcy^)  |^ 

lächentreu  sein^  so  müssen  die  Gonstanten  die  Bedingung  erfüllen: 

c  +  2hx  +  1cy  +  g'\'hx  +  2ky  =  0 
md  zwar  für  alle  Werte  von  x  und  y,  d.  h.  es  muss  sein: 

md  die  Transformation  lautet: 

setzt  sich  also  linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen  aus  den 

fünfen: 

dl       dl       ^dl_     ^  K  K 

dx'     dy'     ^dx       y  dy'      ^  dx'     ^  dy' 

Um  das  zugehörige  q  zu  finden^  haben  wir  zu  setzen: 

^  =  —  h-ex  +  cy,    ^  =  a  +  cx  +  dy. 

Es  ist  also  anzunehmen: 

Q='-bx-j'ay  —  ^x^  +  cxy  +  :^y^, 

i  h.  die  Bahncurven  q  »>  Const.  sind  Kegelschnitte  und  zwar  alle  oo^ 
Kegelschnitte^  welche  sich  in  zwei  bestimmten  unendlich  fernen  (even- 
toell  imaginären)  Punkten  berühren,  oder  anders  ausgesprochen:  welche 
gemeinsamen  Mittelpunkt  und  gemeinsame  Axenrichtungen  haben,  sowie 
einander  ähnlich  sind. 

Erinnern  wir  uns  an  die  kinematische  Auffassung  des  §  4,  2.  Ka- 
pitel, so  sehen  wir^  dass  eine  infinitesimale  flächentreue  Transfor- 
^wn  TJf  der  Ebene  eine  stationäre  Bewegung  eines  incompressibelen 
^uidums  definiert. 
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Abteilung  ü. 

Verwertung  des  Begriffes  der  inflnitesimalen  Transformation  Ar 
Differentialgleieliangen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Veränderlichen. 

Nachdem  wir  in  der  ersten  Abteilung  die  Begriffe  „eingliedrige 
Gruppe^'  und  ^^infinitesimale  Transformation^'  im  Bereiche  der  Ebene 
eingeführt  haben,  wenden  wir  uns  jetzt  zur  Anwendung  dieser  Begriffe 
auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen.  Unter  anderem  entwickeln  wir  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  Begriff  des  Euler^schen  MuUiplicators  einer  solchen 
Differentialgleichung  und  dem  allgemeinen  Begriff  der  infinitesmaim 
Transformation  in  der  Ebene. 


Kapitel  5. 
Invariante  Curvenscharen. 

Im  letzten  Kapitel  der  1.  Abteilung  haben  wir  unter  anderem 
Curven  betrachtet,  welche  bei  einer  Transformation  invariant  blieben, 
insofern  als  alle  Punkte  einer  solchen  Curve  durch  die  Transformation 
wieder  in  Punkte  ebenderselben  übergehen. 

Nunmehr  wollen  wir  zu  Curvenscharen  übergehen,  welche  bei 
einer  Transformation  invariant  bleiben.  Es  wird  sich  darum  handeln, 
zunächst  zu  definieren,  was  unter  einer  invarianten  Schar  von  Curven 
verstanden  werden  soll,  alsdann  ein  analytisches  Kriterium  für  die 
Invarianz  einer  Curvenschar  bei  Ausführung  einer  Transformation  zu 
gewinnen  und  endlich  zu  untersuchen,  wann  eine  Curvenschar  bei 
allen  Transformationen   einer  eingliedrigen  Gruppe  ungeandert  bleibt 

§  1.     Kriterium  dafür,  dass  eine  Sohar  von  oo^  Onrven  der  Ebene 

eine  Transformation  gestattet. 

Wir  sagen,  dass  eine  Transformation  eine  Curve 

in  eine  andere  Curve 

überfUhrty  wenn  sie  die  Punkte  (x,  y)  der  ersten  Curve  in  die  Punkte 
(^u  Vi)  ^^^  zweiten  Curve  überführt. 


9.  Schar  von  co'  Cnrren  d.  Ebeoe  e.  TraDsform.  gestattet. 

''      Wir  sagen  ferner,  dasa  eine  Transformation  eiwe  Ctirvenschar         ^ 

I  fo(x,y)  ^  Const. 

ifariant    lässt,   T?enn    sie   jede   Curve    der  Schar   in    eine   Curve   der 

läiai   überffilkrt.     AJsdann  benutzen   wir  auch   h'äufig  die  Redeweise, 

|As    die    Curvenschar   a  {x,  y)  =  Const.    die    Transformation   gestattet 

äer  iulässt,  oder  dass  sie  ditrch  die  Transfortna/ion  iu  sich  übergeführt 

itrd,    indem    ihre    einzelnen   Curven   durch   die   Transformation   unter 

bumder  vertauscht  werden. 

I      So  z,  B.  wird  jede  Gerade  der  Schar  Ton  Parallelgeraden 

tij  —  XX  =  Const. 
einer  Translation  (Verscbiebung)  der  Ebene  wieder  in  eine  Uerade 
er  Schar  übergeführt.  Die  Schar  bleibt  also  bei  einer  Translation 
VC  Ebene  invariant,  sie  gestattet  dieselbe.  Im  allgemeinen  wird  diese 
tanslation  jede  Gerade  der  Schar  iu  eine  andere  Gerade  derselben 
^wandeln;  wenn  jedoch  die  Richtung  der  Translation  mit  der  Rieh- 
tag  der  Geraden  znsammenfallt,  so  wird  jede  einzelne  Gerade  in  sich 
trschobeu,  bleibt  also  auch  für  sich  invariant. 

I      Ferner    sieht    man   z.   B.,    dass    die    Schar    der  oo'    Kreise    mit 
nicbem  Radius  r,  deren  Mittelpunkte  auf  der  x-Äxe  liegen: 

I  (.  _  c).  +  j.  _  r- 

iüt  dem  Parameter  c;)  bei  der  Translation  längs  der  x-kxsi 

I  j:,=x-\-t,    y,^y 

ffuiant    bleibt.     Diese    Translation    fahrt    nämlicb    den    Kreis    mit 

pttelpnnktsabscisse   c    in   den    Kreis    mit   Mittelpunktsabscisse  c  -\- 1 

ler,    was    geometrisch    selbstverständlich    erscheint,   aber    sich   auch 

ftljtiscli   ergiebt,  da  durch  Einführung  von  x,  und  y^  in  die  Kreis- 

^chuug  diese  fibergebt  in 

(.-t,  _c-ij"  +  y,»  =  r», 
.  die  Gleichung  des  Kreises  der  Scbar,  dessen  Mittelpunkt  die 
bscisae  c  +  i  bat.  Jeder  Punkt  des  erateren  Kreises  (c)  wird  um 
1  Strecke  t  längs  der  x-Ase  verschoben,  sodass  er  in  einen  Punkt 
i  Kreises  (c  +  ()  Übergeht.  Und  das  gilt  von  allen  Kreisen  (c) 
r  Schar. 

Wir  wollen  nun  eine  kurze  Bemerkung  aus  der  analytischen 
Btometrie  einschalten,  welche  wir  nachher  gebrauchen.  Wenn  zwei 
pl«ichungen 

Aix,  y)  =  Conet,    B{x,  y)  •=  Const. 
iwelbe  Schar  Ton  oo'  Curven   darstellen   sollen,    so   muss   eine  jede 
ersten    Schar    Äfx,  y)  =  «    mit    einer    gewissen    Curve 
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B(x,  y)  =  h  der  zweiten  Schar  identisch  sein.  Zwischen  den  Con- 
stanten a  und  b  besteht  also  die  Beziehung^  dass  zu  jedem  a  ein 
bestimmtes  b  gehört,  d.  h.  b  ist  eine  Function  von  a: 

b  =  ß(a). 

Liegt  nun  ein  beliebiger  Punkt  (x^  y)  der  Ebene  etwa  auf  der  Gorre 

A{x,y)  =  a^j 

so  liegt  er  selbstverständlich  gleichzeitig  auf  der  Curve  JS(a;,  y)  =«  Si[a^ 
und  daher  besteht  identisch  die  Gleichung: 

B{x,y)  =  Sl(A{x,y% 
in  Worten: 

Zwei  Gleichungen 

A{Xj  y)  =  Const.,    B(x,  y)  =  Const. 

stellen  dieselbe  Schar  von  oo^  Curven  dar  dann  und  nur  dann,  wenn  B 
eine  Function  von  A  allein  ist: 

B{x,y)  =  Sl(A{x,y)). 

Von  diesem  Hülfssatz  aus  der  analytischen  Geometrie  werden  wir 
sogleich  Gebrauch  machen. 
Kruerium  gs  sci  uämHch 

Inyariaiui  ©(aJ,  y)  =  GoUSt 

einer  Gor- 

venachar.  ^j^^  Schar  vou  cx>^  Curveu.'    Wir  fragen  nach  einem  analytischen  Kri- 
terium dafür,  dass  dieselbe  die  Transformation 

(1)  ^i  =  9>{^f  y);    Vi  =  H^7  y) 

gestattet. 

Jede  Gurve  0(0;;  y)  =  Const.  soll  durch  die  Transformation  (1) 
wieder  in  eine  solche  Curve  übergehen.  Um  dj^s  auszudrücken,  haben 
wir  zunächst  die  Gleichung  der  Curve  aufzustellen,  in  welche  eine 
Curve  io{Xj  y)  =  Const.  durch  die  Transformation  (1)  übergeführt  wird, 
und  dazu  bedarf  es  der  Auf  losung  der  Gleichungen  (1)  nach  x,  y.   Ist: 

(2)  ^=<^(^nyi),   y=^{^uyi) 

diese  Auflösung,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche 
^(^>  y)  =  Const.  transformiert  wird: 

ö(<^(^i;  Vi),  ^(^1;  Vi))  =  Const, 
allerdings    geschrieben   in    den    Coordinaten   x^,  y^.     Diese  Gleichung 
soll   also  wieder  die  gegebene  Curvenschar  vorstellen,   die  wir,  wenn 
wir  auch  darin  die  Coordinaten   mit  x^j  y^   bezeichnen,  so  schreiben 
können: 

^(^1)  ^i)  =  Const 
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ach  unserem  voraosgeschickten  Hülfssatze  besteht  daher  eine  Rela- 
on  von  der  Form 

ö(*(^i;  Vi),  5^(^17  Vi))  =  W(co(x^,  yO) 

ier  also  es  muss 

(o{x,y)=  W((o(x,,y;)) 

nn  vermöge  (2)  oder^  was  dasselbe  ist,  vermöge  (1). 

Dies  notwendige  und  hinreichende  Kriterium  lässt  sich  auch  durch 
uflösung  nach  <o(Xi,yi)  so  aussprechen:  Es  muss  vermöge  der  Trans- 
)rmation  (1)  ci(p:>i,yi)  eine  Function  von  <o{Xyy)  allein  sein: 

ö(^i;  Vi)  =  Ä(cj(a;,  y)). 
lass  dies  Kriterium  auch  hinreicht,  ist  augenscheinlich,  denn  vermöge 
er  Transformation  geht  hiemach  die  Curve  ©(a:,  y)  =  c  in  die  Curve 
K^n  Vi)  °^  ^(^)  über,  welche  ebenfalls  der  Schar  angehört. 
Satz  1:  Die  Schar  von  cx)*  Gtirven 

(o{Xjy)  =  Const. 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

toenn  vermöge  dieser  Transformation  ß>(a;i,  yj  eine  Function  von  a)(x,y) 
alkm  ist: 

Beispiel:  Die  oben  betrachtete  Schar  von  oo^  Kreisen  mit  gleichem 
Radius  r: 

(x  —  c)*  +  y*  =  ^ 

gestattet^  wie  wir  sahen^  die  Translation 

x,=x  +  t,    yi=y. 

Dm  dies  durch  unseren  Satz  zu  verificieren,  müssen  wir  die  Gleichung 
der  Kreisschar  erst  nach  ihrem  Parameter  c  auflösen: 


(o^x  —  Yr^  —  y^  ^=  c, 
^  der  That  ist  nun 


ö(^u  yi)  =  ^1  —  V'^—  yi*  =  ^  +  ^  —  V^^  —  y^  =  o(a?,  y)  + 1, 

d-  h.  eine  Function  von  o(x,  y)  allein. 

§  2.     Kriterium  dafür,  dass  eine  Sohar  von  oo^  Oorven  alle 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  wann  eine  Schar  von  oo^  Curven  ^J^i*bei 

/  \  rs         L  einer  eln- 

Oi\X,  y)  =  bOnSt.  gUedrigen 

^cht  Dur    eine,    sondern    alle  Transformationen    einer    eingliedrigen 
Gruppe    tr/-=  I  g  +  ,  IJ  gestattei 
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Die  Gleichungen  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe,  die 
jetzt  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  treten, 
lauten  nach  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3): 

Unser  Verlangen  kommt  nach  Satz  1  darauf  hinaus,  dass  für  jedes  i 
(nämlich  für  jede  Transformation  der  Gruppe  Uf).  yermdge  (3)  eine 
Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(4)  ^{^uyi)  =  W(ai{x,y)). 

Die  Substitution  der  Werte  (3)  in  eine  beliebige  Function  ist  schon 
in  dem  citierten  Theorem  angegeben.     Danach  ist: 

(5)  ©(a?!,  yj  —  (d{x,  y)  +  y  f^o  +  1^  UUio  H . 

Dies  soll  nach  (4)  eine  Function  von  io{x,  y)  allein  sein  und  zwar  f&r 
alle  Werte  von  t.  Es  müssen  demnach  die  Coefficienten  der  yerschie- 
denen  Potenzen  von  t  einzeln  Functionen  von  ai{x,  y)  allein  sein,  ins- 
besondere der  Coefficient  von  t^.  Als  eine  erste  notwendige  Bedingung 
ergiebt  sich  folglich,  dass  eine  Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(6)  üm{x,  y)  -  1 1£  +  ,  Ij  -  Ä(a,(x,  y)) 

und  zwar  identisch  für  alle  Werte  von  x  und  y.  Aber  diese  Be- 
dingung ist  auch  völlig  hinreichend,  denn  nun  ist  identisch 

da  jj        da  f^f  . 

also  auch  eine  Function  von  o  allein,  ebenso  UUUfo  u.  s.  w.  In  (5) 
sind  also  wirklich  alle  Coefficienten  nur  Functionen  von  co(Zfy),  so- 
bald (6)  erfüllt  ist. 

Wir  haben  hier  wie  in  §  1  immer  nur  die  Forderung  gestellt^ 
dass  jede  Curve  der  Schar  cd  {x,  y)  ==  Consi  vermöge  der  betreffenden 
Transformationen  wieder  in  irgend  eine  Curve  der  Schar  übergehe. 
Es  ist  nun  insbesondere  denkbar,  dass  jede  Curve  der  Schar  in  sui 
übergeführt  mrd,  also  einzeln  invariant  bleibt.  Offenbar  ist  dies  nur 
ein  Specialfall  des  Obigen  und  das  Kriterium  (6)  bleibt  auch  dann 
noch  richtig.  In  diesem  Falle  ist  (o{Xj  y)  eine  Invariante  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  und  demgemäss  hat  dann  (6)  die  speciellere  Form 
Uo  =  0.     (Vgl.  §§  1,  2  des  4.  Kap.) 
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Theorem  7:  Die  Schar  von  cx)^  Curven 

(o{x^y)  =  Const 

stattet  dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  ein- 
ledrigen  Gruppe  Uf,  wenn  Um  eine  Function  von  a  allein  ist: 

J7o  =  Ä(co). 

sbesondere   bleibt  jede    Curve   der   Schar   einzeln   bei   allen 
-ansformationen  der  Gruppe  invariant,  wenn  17a)  ^0  ist*). 

Wir  forderten;  dass  die  Curvenschar  (o(x,y)  =  Const.  alle  Trans- 
mationen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  gestatte.    Wir 
llen  jetzt  einmal  nur  verlangen,   dass  die  Schar  die  infinitesimale  ^gJ^ar^Sli 
ansformation   Uf  der  Gruppe  gestatte.    Dieselbe  fahrt  alle  PiiDkte®*^Yim»?en 
ler  Curve  ,^"?" 

.  .  formation. 

(o{x,  y)  =  c 
ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte 

00^  =  x  +  ^dt,    yi=y  +  i2*^ 

ler^  und  diese  sollen  wieder  auf  einer  solchen  Curve  liegen.    Es  soll 
so  der  Ausdruck: 

®(^u  Vi)  =  ß>(^  +  6*^?  y  +  ^*0 

ler,  wenn   man  von  unendlich  kleinen  Grössen  2.  Ordnung  absieht: 

ine  Function  von  (o(x,y)  allein  sein.     Daraus  folgt;  dass  eine  Rela- 
ion  von  der  Form 

bestehen  muss. 

Satz  2:   Die  Schar  von  cx>^  Curven  cü(x,y)  =  Const.  gestattet  die 

^^üesimale    Transformation    Uf,   sobald    U(o    eine   Function   von    a 

Hein  ist: 

Um  =  £1{<D). 

Die  Übereinstimmung  dieses  Kriteriums  mit  dem  im  Theorem  7 
ufgestellten  lehrt  femer: 

Satz  3:  Gestattet  eine  Schar  von  cx)^  Curven  der  Ebene  eine  infini- 
Mmale  Transformation,  so  gestattet  sie  auch  alle  Transformationen  der 
yn  dieser  infinitesimalen  Transformation  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe, 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania  187i. 
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§  3.     Beispiele. 

Wir  erläutern  das  Vorhergehende  an  einigen  einfachen  Beispielen. 

1.  Beispiel:  Die  Schar  Von  oo^  Parallelgeraden 

m{x^y)^y  —  xa:  «=»  Gonst. 

gestattet  alle  Translationen  der  Ebene ^  wie  schon  in  §  1  bemerkt 
wurde.  Insbesondere  gestattet  sie  auch  alle  Translationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe 

in  der  a  und  h^  gegebene  Zahlen  bedeuten  und  t  der  Parameter  der 
Gruppe  ist.  Wir  wollen  dies  mit  Hülfe  unseres  Theorems  verificieren: 
Die  identische  Transformation  der  Gruppe  ergiebt  sich  f&r  t «»  0^  die 
infinitesimale  also  fQr  ^  =«  St.  Es  kommt  für  dieselbe  8x «» aii^ 
dy  =  bdt,  sodass  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  der 
Gruppe  lautet: 

Für  die  Geradenschar 

CD  ^  y  —  xa;  «=»  Consi 
ist  nun 

U(o^a  -^o +  0  -^S ^  —  ax  +  6. 

dx         *  oy  ' 

Um  ist  also  bloss  eine  Constante.    Eine  Constante  ist  aber  auch  als 
Function  von  o  allein  aufzufassen;  sodass  das  Ejriterium  stimmt 

2.  Beispiel:    Wir   fanden  in  §   1   auch;   dass  die  Schar  von  oo^ 
Kreisen 

o{x,  y)  ^:  a;  —  |^r*  —  y*  «=  Const. 

alle    Transformationen    der    eingliedrigen    Gruppe    der   Translationen 

längs  der  o; -Achse: 

x^=x  +  t,    yi  =  y 

gestattet.     Die   infinitesimale  Transformation   dieser  Gruppe   hat  das 
Symbol 

'        ex 
und  es  ist  daher: 

a(.-yfr=y.)^ 

dx  ' 

d.  h.   in   der  That   eine  Function   von  o    allein;   nämlich  bloss  eine 
Constante. 

5.  Beiqml:   Die  Schar  von  oo*  Geraden 

CD  ^  ^=  Const 

X 
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rch   den  AnfaDgspunkt  gestattet,   wie  schon  geometrisch  klar  ist^ 
e  Rotationen  um  denselben: 

rCi  =  a;  cos  t  —  y  sin  ^^    y^  =  a;  sin  ^  +  y  cos  t. 
1  dies  analytisch  zu  beweisen,  bilden  wir  die  infinitesimale  Rotation: 

Iche  die  Gruppe  jener  endlichen  Rotationen  erzeugt,  und  berechnen 
).     Es  kommt: 


9  ist  also  wirklich  nur  eine  Function  von  o. 

4,  Beispiel:   Die   Schar   der   concentrischen   Kreise   um   den  An- 

igspunkt 

CO  ^  rc*  +  y^  =  Const. 

stattet  ofiPenbar  auch  die  soeben  betrachtete  eingliedrige  Gruppe 
>n  Rotationen.  Um  diese  geometrisch  augenscheinliche  Thatsache 
lalytisch  zu  beweisen,  haben  wir  zu  bilden: 

l/o)  ^  —  y    ^       +  X    ^      ^  —  y-  2a;  +  a;  •  2y  ^  0. 

üer  tritt  der  besondere  Fall  U(o  e^  0  ein,  der  aussagt,  dass  jeder 
ireis  a:*  -|-  y*  =  Const  einzeln  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  in- 
ariant  bleibt,  was  ebenfalls  geometrisch  einleuchtet,  weil  diese  Kreise 
lie  Bahncurven  der  Gruppe  sind. 

5.  Beispiel:  Die  vorhergehenden  Beispiele  waren  nur  Verificationen 
les  Theorems  7.  Jetzt  wollen  wir  an  einem  Beispiel  zeigen,  wie  man 
lies  Theorem  benutzen  kann,  um  alle  Scharen  von  oo^  Curven  zu 
bdcD,  welche  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  TJf  invariant  bleiben,  und 
:war  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  infinitesimale  Transfor- 
Qation  der  Gruppe  gegeben  sei.  Wir  wählen  die  eingliedrig^  Gruppe 
ler  Rotationen: 

>oll  die  Curvenschar  cd (a;,  y)  =  Const.  diese  Rotationen  gestatten,  so 
uuss  Um  eine  Function  von  (o  allein  sein: 

^iitweder  ist  Ä^O,  dies  liefert  natürlich  die  Bahncurven  a:*+y*= Const. 
-^der  aber  Sl  ist  verschieden  von  Null.    Es  kann  immer  erreicht  werden, 
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dass  dann  Sl^l   wird.     Denn  die  Carvenschar  «d  «■  Gonst.  kann  ja 
in  jeder  Form  if(€o)  «=»  Consb  geschrieben  werden  und  es  ist: 

Wählt  man  also  die  Function  ^(cd)  so,  dass 

^m  a(„)  =  1 

dm         ^    ^ 

wird,  so  wird  i7^(a))  ^  1.    Wir  dürfen  also  annehmen,  die  Curren- 
schar  m  =  Gonst.  sei  so  geschrieben,  dass  Um  >»  1  wird  oder: 

^  dx*       dy 

Zur  Integration  dieser  Gleichung  bemerken  wir,  dass  sie  äquiralent 
ist  dem  simultanen  System 

dx  dy da 

und  dies  besitzt  ausser  oc^  -{-  y^  noch  ein  Integral,  das  o  enthält  und 
sich  leicht  berechnen  lässt.    Es  ist  ja: 

''J^yp  =.  da, 

«'  +  y' 
oder: 

arc  tg  —  —  CD  =  Gonst. 

Die  allgemeinste  Gurvenschar  cd  »=  Gonst,  welche  alle  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  gestattet,  ergiebt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

F(a:«  +  j^,arctg-J-cö)  =  0 

durch  Auflosung  nach  o  in  der  Form: 

io{x,  y)  =  arctg  -^  +  f{x^  +  y«)  =  Gonst 

Hierin   ist  f  eine   beliebig  annehmbare  Function  von  ic*  +  y*.    hw- 

besondere  ergiebt  sich  für  f=alg ]/a;*  +  y^  die  Schar  von  logarith- 
mischen Spiralen: 

arctg  ~  +  a]g  Yx^  +  y^  =  Gonst 

Weitere  Beispiele  zur  Behandlung: 

1)  Zu  beweisen,  dass  die  Schar  der  oo*  Kreise  rc*  +  y*  =  Const 
bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

Xi  =  xtj    y^  =  yt 
invariant  bleibt. 

2)  Zu  beweisen,  dass  dieselbe  Ereisschar  auch  alle  Traosformi- 
tionen  der  eiugliedrigen  Gruppe 
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x^  =  {x  COS  t  —  y  sin  i)(f  y    y^  =  (a;  sin  ^  +  y  cos  t)ff 
stattet. 

3)   Zu   beweisen^   dass   die  soeben  angegebene  Gruppe  auch  die 
bar  von  oo'  logarithmischen  Spiralen: 

y 
arctg-^ 


yp  +  y*  —  ae       *  =  Const 

rariant  lässt. 

Natürlich  soll  jedesmal  das  Theorem  7  angewandt  werden.  Man 
rificiere  aber^  wo  es  nicht  evident  ist,  die  Invarianz  immer  noch 
chträglich,  indem  man  vermöge  der  endlichen  Gleichungen  der  be- 
äffenden  Gruppen  die  neuen  Veränderlichen  x^j  y^  einführt  und  sich 
von  überzeugt^  dass  die  neue  Gleichung  der  Curvenschar  sich  mit 
r  ursprünglichen  deckt 
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ew9hnliche  Differentialgleichungen  1.  Ordnnng  in  x,  y,  welche  eine 

eingliedrige  Omppe  gestatten. 

In  den  bisherigen  Kapiteln  hat  sich  noch  keine  Gelegenheit  ge- 
eigt,  die  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen  för  die  Differential- 
jleichungen  zu  verwerten.  In  diesem  Kapitel  machen  wir  einen  ersten 
Schritt  in  dieser  Richtung. 

i  1.   Zusammenhang  zwischen  einer  infinitesimalen  Transformation 

nnd  einem  Integrabilitätsfaotor. 

Wir  betrachteten  im  vorigen  Kapitel  eine  Schar  von  oo^  Curven, 
welche  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattete. 
analytisch  werden  cx>^  Curven  entweder,  wie  dort  geschehen,  durch 
•ine  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constanten 

(d(x,  y)  =  Const. 

xler  aber    als    die    Integralcurven    einer    gewöhnlichen   Differential- 
^leichang  zwischen  x  und  y 

1)  X{x,y)dy^Y(x,y)dx  =  0 

lefifliert.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  uns  an  die  letztere  Definition 
alten,  also  annehmen,  die  endliche  Gleichung  der  Curvenschar  sei 
icfat  bekannt,  sondern  nur  ihre  DifiFerentialgleichung  (1)  sei  vorgelegt. 
Andererseits  nehmen  wir  an,  dass  wir  zufölliger  Weise  wissen, 
ISS  die  durch  (1)  dargestellte  unbekannte  Schar  von  cx>^  Curven  eine 
wisse  bekannte  infinitesimale  Transformation 
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gestatte. 

Das    unbekannte   Integral    w{Xj  y)    der   Differentialgleichung  (1) 
erfüllt  identisch  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(^S^-  §  ^  ^^8  1-  Kap.)  Überdies  muss  für  dasselbe,  da  die  Curven- 
schar  o  =  Const.  die  infinitesimale  Transformation  Uf  gestattet,  nach 
Theorem  7  (5.  Kap.,  §  2)  Uo  eine  Function  von  m  allein  sein 

(3)  ?7ci  =  ||j  +  ,|^  =  a(«D(a;,y)). 

Wie  bekannt  ist  mit  (o  jede  Function  O  von  m  allein  ebenfalls  Integral 
der  Differentialgleichung  (1),  denn  es  ist  ja: 

(4)         ^  S  +  r  II  ^  ^^  ■  (x  f-;  +  r  1=)  -  0, 

sobald  (2)  erfüllt  ist.  Auch  ist  U9{a))  als  Function  von  O  allein 
darstellbar,  denn  es  ist: 

(5)  ÜOic)  ^'-^'Ua>  =  ^.  Ä(«,). 

Wenn  hieraus  co  vermöge  O  =  *(©)  fortgeschafft  wird,  stellt  sich 
U9  als  Function  von  9  allein  dar. 

Setzen  wir  voraus,  dass  in  (3)  A(o)^0  sei,  d.  h,  dass  nickt 
einzeln  jede  Jntegralcurve  o  =  Canst  für  sich  bei  der  infmüesinwiU^t 
Transformation  Uf  invariant^  bleibe  (vgl.  Theorem  7),  so  können  wir 
uns  offenbar  die  Function  O  von  cd  so  gewählt  denken,  dass  17$  =1 
wird.  Denn  nach  (5)  haben  wir  zu  diesem  Zwecke  9  nur  so  zu  be- 
stimmen, dass 

^  .  Slip)  =  1 

dm  ^    ^ 

wird,  also  zu  setzen: 

J  a(") 

Folglich  dürfen  wir  voraussetzen,  für  das  unbekannte  (soeben  mit  9, 
von  jetzt  ab  mit  to  bezeichnete)  Integral  o  {x,  y)  sei: 

cx    '        oy 
und 

7-7-  i.  d(o    i        doa        ^ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  ^  und  -^—   berechnen: 


Zagammenhang  zwischen  e.  infin.  Traneformation  n.  e.  Integrabilitätsfactör.      97 

Von  der  unbekannten  Function  o  sind  also  die  partiellen  Differential- 
quotienten  nach  x  und  y  bekannt.  Daher  ist  auch  c}  selbst  nach 
einem  Satze  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  durch  blosse 
Quadratur  zu  bestimmen,  denn  es  ist  jetzt 

j  dm  j      I    dm  j  Xdy—  Ydx 

notwendig  ein  vollständiges  Differential,  mit  anderen  Worten:  es  ist 

1 
Xri^Yi 

ein  Integrabüitätsfactor  oder  Euler^scher  MulUplicator  der  gewöhnlichen  ^^^^j^«' 
Differentialgleichung  pUc»tor. 

Xdy  —  Ydx  =  0. 

Theorem  8*):   Weiss  man,  dass  die  Schar  der  Integralcurven 
einer  vorgelegten  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  bekannte  infinitesimale  Transformation 

l    gestattet,   welche  jedoch  nicht  jede  Integralcurve  für  sich  in- 
l    variant  läset,  so  ist 


l  Xn  -  n 

p    ein  Integrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung  und  diese 
also  durch  eine  Quadratur  integrierbar  in  der  Form: 


I 


Xdy  —  Ydx 


Const. 


Xn-Yl 

Dieses  wichtige  Theorem  lehrt  also,  wie  die  Kenntnis  einer  in- 
finitesimalen Transformation,  welche  die  Schar  der  Integralcurven 
invariant  lässt,  fttr  das  Integrationsproblem  verwertbar  ist 

Doch  hatten  wir  ausgeschlossen,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation jede  Integralcurve  für  sich  invariant  Hesse.  Dies  darf  nicht 
überraschen:  Man  kann  nämlich  von  vornherein  jede  infinitesimale 
Transformation  angeben,  welche  jede  Integralcurve  der  Differential- 
gleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 

einzeln  invariant  lässt.     Denn  die  Differentialgleichung  ordnet  jedem 
Punkte  {Xf  y)  die  Tangentialrichtung 

*)  Dieses  merkwürdige  Theorem  warde  zuerst  1874  veröffentlicht  in  den 
Ferhandinngen  der  (Gesellschaft  d.  Wiss.  zu  Christiania:  „Zur  Theorie  des  Inte- 
grabilitätsfactors'*  von  Sophus  Lie, 

Lie,  DiffeTMitialgleioliimgeiL  7 
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dx        X 

der  durch  ihn  gehenden  Integralcurve  zu.  Soll  aber  die  infinitesimale 
Transformation  die  Integralcurven  einzeln  stehen  lassen,  so  muss  sie 
jeden  Punkt  (x,  y)  längs  seiner  Integralcurve  fortbewegen.    Die  Rieh- 

tung  ^  ,  welche  die  infinitesimale  Transformation  5  q-^  +  ^  3^  d^m 

Punkte   {x^  y)    zuordnet,    muss    also    gleich    der    Tangentialrichtang 

Y 

^  sein.     Es  ist  also: 

zu  setzen.  Umgekehrt  lässt  jede  infinitesimale  Transformation,  deren 
g  und  fj  solche  Werte  haben,  die  also  das  Symbol 

p(.,,)(z||+rD 

hat  —  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  der  Function  Q(po,y)  — ,  eine 
jede  Integralcurve  o{x,  y)  =  Const.  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

invariant.  Diese  begrifflich  einleuchtende  Umkehrung  erhellt  auch 
analytisch:  Es  ist  ja 

dx    ^         ()y 
und  daher  auch 

d.  h.  diese  infinitesimale  Transformation  giebt  auf  o  ausgeführt  Null, 
was  aber  nach  dem  früheren  Theorem  7  aussagt,  dass  jede  Curve 
0)  =  Const.  einzeln  die  infinitesimale  Transformation  gestattet. 

Da  wir  also  von  vornherein  alle  infinitesimalen  Transformationen 
kennen,  welche  jede  Integralcurve  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

in  sich  transformieren,  so  kann  auch  nicht  überraschen,  dass  eine 
solche  infinitesimale  Transformation,  die  nichts  neues  aussagt,  auch 
nichts  für  die  Integration  der  Differentialgleichung  nützen  kann. 
Sonst  wäre  ja  jede  beliebige  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
durch  unsere  Methode  integrabel. 
^^J^®  Eine  derartige  infinitesimale  Transformation 

mfttion  einer 

Ärr-  9(^,j/)(xg+r|^ 

nennen  wir  daher  eine  für  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
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Xdy  —  Ydx  =  0 


oder 


triviale. 


ox    '         oy 


Um  einen  anderen  Ausdruck  unseres  Theorems  zu  findeu,  machen 
wir  auf  Folgendes  aufmerksam. 

Zunächst  gilt  der  Satz: 

Satz  1:  Führt  man  m  eine  Differentialgleichung 

und  in  ihr  Integral  (o{Xj  y)  gleichzeitig  neue   Veräv^derliche  x^,  y^  ein 
vermöge  einer  Transformation: 

^1  =  ^{^,y)y  yi  =  t(oo,y), 

so  hat  die  neue  Differentialgleichung  urieder  die  transformierte  Function 
o  ßum  Integral. 

Führt  man  nämlich  in  das  Integral  c}  (Xy  y)  die  neuen  Veränder- 
lichen x^,  yi  ein,  so  geht  es  etwa  in  ^(rri,t/i)  über.  Dann  ist  ver- 
möge der  Substitution 

3(0 düi  dxi  _,    döS  dyi 

dx        dx^  dx    '    dy^  dx  ' 

d(o        da  dxi  j^  d(ö  dyi 
dy  "^  dx^  dy     '    dy^  dy  * 

Da  o  die  Identität  erfüllt 

OX   ^        oy         ' 

weil   es  nämlich  Integral  der  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
ist,  so  ist  folglich 

X  (—  ^  ^  —  -y^\  4-  Y  (—  -^  4-  —  ^\  =  0 
\dxi  dx    '    dy^  dx/*        \dxi  dy  "^  dy^  dy)  °™ 

oder  geordnet: 

(x^  +  r^)  p-  +  ix  ^.^i  +  r  ^')  1^  =  0. 

\     ox    '         oy/  cx^    '    \      6'X    '        dy/  dy^ 

Wenn  man  in   den  Klammern  überall  x^,  y^  einführt,  so  stellt  also 
die  Gleichung 


diejenige  gew.  Differentialgleichung  dar,  deren  Integral  ^(Xi,i/,)  ist 
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Andererseits  folgt^  da 

also: 

ist,  wo 

dx  dy        dx  dy 

sein  soll,  dass  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =»>  0  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  übergeht  in 

und  dies  ist  bis  auf  den  Factor  -j,  der  gestrichen  werden  kann,  die 

soeben  schon  erhaltene  Differentialgleichung,  deren  Integral  cö(a;i,  j^^)  ist 

Damit  aber  ist  der  Satz  1  bewiesen. 

Noch    kürzer    ist    dieser   Beweis:    Ist   <o(x,ff)   ein   Integral  der 

Gleichung 

X(x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0, 

so    existiert    eine    Function   M{Xj  y)   (ein   Euler'scher   Multiplicator), 

sodass 

da}(x,  y)  =  M(X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx) 

ist    für   alle   Werte   von   x,  y   und   ~^-    Erhalten   nun   o,   M  und 

fix 

Xdy  —  Ydx  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

die  Formen:  _ 

(o{x,  y)  =  ö(a;i,  yi),  JI{x,  y)  =  M(^,  yj, 

^(Ä^;  y)^y  —  ^(p^y  y)d^  =  ^(^u  yO^yi  —  ^(^u  yi)^a?i, 

so  bestehen  diese  drei  letzten  Gleichungen  identisch  vermöge  unserer 
Transformation.     Aus  der  Identität 

dm{x,  y)  =  M{xy  y) .  (X{x,  y)dy  —  Y(x,  y)dx) 

folgt  daher  die  andere  Identität: 

^ö(^i;  Vi)  =  ^{^uVx) .  (^(^1,  yi)dyi  -  Y(x,,  yi)dx,), 

und    diese    sagt   aus,    dass    das    transformierte   Integral  ^(^ly^i)  ein 
Integral  der  transformierten  Differentialgleichung 

Xdy,  —  Ydx,  =  0 
ist,  wie  behauptet  wurde. 
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*      Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ohne  weiteres  der 
Satz  2:    J^tna  vorgelegte  Differentialgleichung: 

X(x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 

lewchrt  hei  Einführung  neuer  Veränderlicher^: 

dann  und  nur  dann  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form^ 
wenn  jedes  Integral  m(x,  y)  derselben  in  den  neuen  Veränderlichen  x^,  y^ 
eine  solche  Form  5(a:i,  yj  annimmt,  dass  ©(a;,  y)  eine  Function  von 
fo{x,y)  allein  ist,  anders  ausgesprochen,  wenn  ^{x,y)  ein  Integral  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  darstellt. 

Sagen  wir,  dass  eine  Differentialgleichung  ^i^SiSk' 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0  Tr^r- 

mation 

eine  Transformation  gestaltet,  sobald  sie  bei  Ausführung  derselben  bis  geitattet. 
auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form  bewahrt;  also  etwa  über- 
geht in 

Q{^u  Vi)  (^(^i;  !/i)^yi  —  ^(^1,  yi)dx^)  =  0, 

80  können  wir  Satz  2  auch  so  aussprechen: 
Satz  3:    Eine  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

gestattä  eine  Transformation  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Schar  ihrer 
htegralcurven  diese  Transformation  fsulässt,  anders  ausgesprochen,  toenn 
jede  Integralcurve  bei  der  Transformation  in  eine  Integralcurve  übergeht 

Kehren  wir  nach  diesen  notwendigen  Auseinandersetzungen  zu 
unserem  Theorem  8  zurück. 

Es  war  damals  nur  die  Rede  davon,  dass  die  Schar  der  Integral- 
curven  eine  infinitesimale  Transformation  üf  gestatte.  Aber  nach 
Satz  3  des  §  2,  5.  Kap.,  gestattet  sie  dann  auch  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Dann  ge- 
stattet aber  auch  nach  dem  jetzigen  Satz  3  die  Differentialgleichung 
^rfy—  Tdx^^^O  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  oder, 
sagen  wir  kurz,  die  eingliedrige  Gruppe  selbst. 

Daher  können  wir  jetzt  unser  Theorem  8  kürzer  so  aussprechen: 

Satz  4:   Wenn  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  Uf^^^-{-ri^  gestattet,  so  ist 

1 

ein  Iniegrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung,  sobald  Xt)  —  FJ  e|=  0  ist. 
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Anders  ausgesproclien,  es  ist  dann 

Xdy  -  Ydx 

ein  vollständiges  Differential  und  demnacli 

Xdy  —  Ydx 


j 


Xrj  -  YS 

ein  Integral  der  J[}ifferentialglei<Hmng*), 

Im  Falle  Xt]  —  Tg  ~i  0   wäre    üf  eine  triviale  Transformation 
der  Differehtialgleichung. 

Am  bequemsten  merkt  mau  sich  das  Integral  in  Determinantenform: 


dx 

dy 

X 

Y 

X 

Y 

S 

n  i 

§  2.     Kriterium  dafür,  dass  eine  gewöhnliche  DifferentialgleiohTmg 
1.  Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe   Uf  gestattet. 

Nun  fragt  es  sich,  wie  wir  praktisd^  entscheiden  werden,  ob  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  eine  vorgelegte  eingliedrige 
Gruppe  Uf  gestattet.  Unser  im  vorigen  Kapitel  gegebenes  Kriterium 
setzte  ja  die  Kenntnis  der  Integralcurven  voraus.  Es  liegt  aber  in 
der  Natur  der  Sache,  dass  es  möglich  sein  muss,  ein  Kriterium  an- 
zugeben, welches  sich  auf  die  Kenntnis  der  Differentialgleichung  und 
der  infinitesimalen  Transformation  der  eingliedpgen  Gruppe  allein  stützt 

Diese  Behauptung  wollen  wir  dadurch  erhärten,  dass  wir  ein 
solches  Kiiterium  wirklich  ableiten.  Dazu  bedarf  es  einiger  Vor- 
hereitungen. 

Wir  betrachten  zwei  in  >—  und   ..-  lineare  und  homogene  Aus- 

ex  cy  ° 

drücke  von  der  Form: 


und 


Af^X(x,y)^  +  Y{x,y)y^ 


Es    sollen   also    üf  und  Af  nur   abkürzende  Bezeichnungen    für  die 
beiden  rechts  stehenden  Differential  ausdrücke  sein. 
Ausdrack  Alsdauu  hat  der  Ausdruck 

^^a(ü7). U{Af)  —  A(\Jf) 

4 

*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania,  1874. 
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einen  ganz  bestimmten  Sinn,  denn  V{Af)  bedeutet ,  es  soll  in  Uf 
an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Af  gesetzt  werden,  während  umgekehrt 
zur  Bildung  von  Ä(üf)  in  Äf  das  allgemeine  Functionenzeicben  f 
durch   Uf  zu  ersetzen  ist*).     Demnach  kommt 

Führt  man  die  hierin  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  findet 
man,  dass  alle  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  allgemeinen 
Function  f  sich  gerade  wegheben;  so  liefert  z.  B.  die  erste  Klammer 

ein  Glied  |Xo-i,  das  auch  aus  der  dritten  Klammer,  aber  mit  ent- 

gegengesetztem  Vorzeichen,  hervorgeht.     Es  ergiebt  sich  also  die  be- 
merkenswerte Thatsache,  dass  der  Ausdruck 

"T"  \5  dx  "T"  ''  gj,        -^dx        ^  cyl  dy 
auch,  wie    Uf  und  Af  selbst,   nur  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten  ^,  -J-  linear  und  homogen  enthält.    Kürzer  lässt  sich  die 
Fomel  schreiben,  wenn  man  bedenkt,  dass 

'  ox    ^         cy  ^         '  ex    ^         dy 

t 

ist   Es  kommt  danach 

(6)      ü(Äf)  -  Aiüf)  =  (UX  -Ai)l^  +  iUY-  Ar,)  %y 

Diese  wichtige  Formel,  die  von  Jacohi  für  n  Veränderliche  auf- 
gestellt worden  ist)  liefert  nun  leicht  das  gewünschte  Kriterium  dafür, 
dass  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

A'e  eiugliedrige  Gruppe  Uf  gestattet, 
f  Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist  nämlich  der  linearen 

partiellen  Differentialgleichung 

•)  Im  allgemeinen  schreiben  wir  Uf  und  nicht  U[f).  Nur  wenn  fflr  f  ein 
längerer  Ausdruck  steht,  wie  oben,  setzen  wir,  um  Zweideutigkeiten  und  Irrtümer 
zu  vermeiden,  die  Klammer. 
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ox    •         oy 
äquiTalent)  deren  linke  Seite  eben  der  oben  mit  ^/*  bezeichnete  Ana- 
druck    ist;    sodass    diese   lineare   partielle   Differentialgleichung   auch 
kürzer  so  geschrieben  werden  kann: 

Af^O. 

Jedes  Integral  (o{x,  y)  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

erfüllt  diese  lineare  partielle   Differentialgleichung  identisch,  d.  k  es 
besteht  für  dasselbe  die  Identität: 

cx    *        dy 
Damit  die  Curvenschar   0(0;,  y)  =  Const.  die  eingliedrige  Gruppe  Uf 
gestatte,  ist  nach  unserem   Theorem  7   (§  2  des  5.  Kap.)  notwendig 
und  hinreichend,  dass  ü(o  eine  Function  von  m  allein  sei: 

Um  =  ß(cD). 
Nun  ist: 

U(Ä(o)  =  ü{0)  =  0 

Die  oben  abgeleitete  Formel  (6)  giebt  daher,  sobald  f^&  gesetzt  wird: 

o  =  (?7z-^l)  II  +  (trr- ^1,)  1^. 

Es  ist  aber  ^cd^O  oder  ausführlich  geschrieben: 

cx    *        oy 
Die  beiden  letzten  Identitäten   ziehen  nach  sich,   dass   notwendig  die 
Proportion  besteht: 

0)  X = Y 

Bezeichnen  wir  dies  Verhältnis  mit  A(a;,  y),  so  ergiebt  sich  also' 

ÜX-^Ä^^  AX,     ÜY'--Äri  =  XY 

und  daher  ist  auch  bei  beliebig  gewähltem  f: 

Kriterium 

Jj'^J^^Joder  mit  Benutzung  der  Formel  (6): 

"Äro'? (8)  U(Äf)  •^A{üf)  =  k^Af. 

Met. 

Wenn  nun  umgekehrt  bei  beliebigem  f  eine  solche  Identität  be- 
steht, also  U{Af)  —  A{Uf)  sich  nur  um  einen  Factor  X{x,  y)  von 


Eriter.  dafSr,  d.  e.  gewöhnl.  Differential  gl.  1. 0.  in  rc,  y  e.  eingl.  Gr.  ü'/'gestattet.    105 

Af  unterscheidet,  so  ergiebt  dieselbe,  wenn  o  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung Xdy  —  Ydx  =  0,  also  ^co  ^  0  und  demnach  auch 
TT  {Am)  ^  0  ist,  sobald  f^o  gesetzt  wird: 

A(Ua})  =  0 

oder  ausführlich  geschrieben 

-«^  d  Um    ,    ^  d  Um p. 

d.  h.  Um  ist  ein  Integral  unserer  »Differentialgleichung,  also  eine 
Function  des  Integrals  a  derselben: 

U<o  =  £l{(o) 

und  mithin  gestattet  die  Schar  der  Integralcury.en  cd  «=  Const.  nach 
Theorem  7  '(§  2,  5.  Kap.)  die  eingliedrige  Gruppe  üf. 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Theorem  9:    Die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

Xdy  -Ydx  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  wenn 
Vf  und  der  Ausdruck 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  für  alle  Functionen  f(x,  y)  identisch 
eine  Relation  von  der  Form  erfüllen: 

U{Af)  -  AiUf)  =  X  ■  Af, 
inier  X  eine  Function  von  x  und  y  allein  bedeutet*)' 

Dass  dies  Kriterium  notwendig  ist,  hätten  wir  auch  so  in  ele- 
mentarerer Weise  einsehen  können.  Nach  unserer  in  §  1  eingeführten 
Terminologie  gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
alle  Transformationen 

^1  =  ^  +  ^6  H ,    J/i  =  y  +  ^1?  +  •  •  • 

der  eingliedrigen  Gruppe  Vf  sobald  für  jedes  t  identisch  eine  Relation 
besteht  von  der  Form: 

^(^  +  ^H — ,  y-^H'\ — )^(y  +  ^^  H — )  — 

—  Y{x  +  ^5  +  •  •  •,  y  +  ^1?  +  •  •  ')d{x  +  ^g  +  . . .)  = 
=  Q  {X{x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx). 

Durch  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  t  kommt: 
*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zn  Christiania,  1874. 
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+  ^(xrf,-rd6  +  (||i+|f,)rfy-(|fi+||,)rf^j+... 

=  ()(Xdy  —  Ydx). 
Der  Coefficient  von  t^  giebt  also  insbesondere 

(4;  -  ^fj + Ift + If  •»)  "i- - 

oder,  da  diese  Relation  in  zwei  einzelne  zerföUt  und  aus  denselben  ^ 
zu  eliminieren  ist: 

cy  cy  ex  dx  * 

X  r 

Wir  haben  hierin  davon  Gebrauch  gemacht,  dass 

ist.     Indem  wir  nun  beiderseits  ^  +  ß  subtrahieren,   nimmt  unser 

ex    *    oy  ' 

Kriterium  die  Form  an 

ox  dy  ex  ey 


,  i 


oder,  da 


ist: 


X 


ex    *        cy  '         ex    ^        öy  ' 


M  +  UX        —Ari+  UY 
X  ~  Y 


Dies  ist  wieder  die  frühere  Formel  (7).  Also  sind  wir  auch  auf  dem 
jetzigen  Wege  zu  dem  im  Theorem  9  angegebenen  Kriterium  gelangt; 
freilich  lehrt  unser  jetziges  Verfahren  nur,  dass  es  nottvendig,  nicht 
aber,  wie  das  frühere,  dass  es  auch  hinreichend  ist. 

Jedenfalls  lassen  es  die  letzten  Entwickelungen,  in  denen  wir  die 
Transformationen  der  Gruppe  direct  auf  die  Difierentialgleichung  aus- 
übten, dann  aber  nur  die 'Glieder  niederster  Ordnung  berücksichtigten, 
naturgemäss    erscheinen,    zu    sagen,    dass    die    Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0  die  infinitesimale  Transformation  £//  ee  J  ö — h  ^  y 

gestattet,  wenn  die  Relation  (7)  oder,  was  ja  dasselbe  ist^  eine  Rela- 
tion von  der  Form 
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U{Af)  -  A{Uf)  =  X  '  Af 

besteht,  wo  Af^  X -J-  •\'Y  ..—  ist. 

Wir  können  danach  unser  Theorem  9  kürzer  so  aussprechen: 
Satz  5:    Die  DifferenHälgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen   Gruppe   TJf  dann  und 
mr  dann,  wenn  sie  die  infinitesimale  Transformation  TJf  zulässt, 

§  3.    Beispiele. 

Es   wird   an  der  Zeit  sein^   diese  Theorien    durch  Beispiele   und 
zwar  zunächst  durch  möglichst  einfache  Beispiele  zu  erläutern. 

1,  Bei^iel.     In   einem   früheren  Beispiele   (vgl.  §§  1  und  3  des 
5.  Kap.)  fanden  wir,  dass  die  Schar  der  oo^  Parallelgeraden 

;  y  —  TiX  =  Const. 

t    die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

r  x^=x  +  aty    y^=y  +  ht 

I     gestattet;  wo  a  und  6  bestimmte  Constanten  bedeuten  und  t  der  Para- 
I    meter  der  Gruppe  ist.    Das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation 
dieser  Gruppe  ist: 

'  ox   *       cy^ 

während  die  Geradenschar  die  Differentialgleichung 

dy  —  xdx  =  0 
bat.    Wir  haben  hier  also  zu  setzen: 

Af:=^^^  ^. 
'        dx"^      dy 

Prüfen  wir,  ob  eine  Relation 

V{Af)  —  A(JJf)  =  XAf 
anch  wirklich  besteht.     Offenbar  ist  hier  in  der  That  im  besonderen 

ü{Af)--A{Uf)^0. 

2.  Beispiel,  das  wir  ebenfalls  früher  (§§  1  und  3  des  5.  Kap.) 
betrachteten:  Die  Schar  der  oo^  Kreise  mit  gleichem  Radius  r,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Abscissenaxe  liegen: 

{x  —  ay  +  ^  —  r^  =  0 
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gestattet  alle  Translationen  längs  der  a;-Axe,  d.h.  die  eingliedrige  Gruppe 

^— •     Es  ist  hier  also 

dx 

Um  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  au&ustellen,  der  die  Ereis- 
schar  genügt;  suchen  wir  zunächst  das  oben  mit  o  bezeichnete  Integral 
durch  Auflosung  der  Gleichung 

(a;  —  a)*  +  y«  —  r»  =  0 

nach  a.     Es  kommt  

cj(a;,y)  =  a;  — j/r*  —  y* 

und  also 

?^  =  1       ^<p y 

dx  '     dy       y,.«  _  y« ' 

Daher  genügt  cd  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

und  die  gew.  Differentialgleichung^  deren  Integral  cd  ist,  lautet 

yäy  +  V^^~^^  dx  =  0. 

Es  ist,  wie  sich  durch  Ausführung  ergiebt: 

UiÄr)-A(Uf)  =  0, 

d.  h.  das  Kriterium  stimmt. 

Unbequem  ist  hier  das  Auflosen  der  Gleichung  der  Ereisscbar 
nach  a.  Wir  hätten  allerdings  auch  ohne  Auflösen  die  Differential- 
gleichung finden  können,  deren  Integralcurven  diese  Kreise  sind. 
Denn  aus 

folgt  durch  Differentiation 

a:  —  a  +  yy  =  0 
oder  X  —  a  =  —  yy,  sodass 

y^y^  +  y^  —  r^  =  o 

die  gesuchte  Differentialgleichung  ist.  Aber  um  Äf  zu  bilden,  müssen 
wir  diese  Gleichung  in  der  Form  Xdy  —  Ydx  =  0  schreiben,  also 
doch  nach  y   auflösen,  wodurch  eben  die  obige  Form 


y^y  +  V^^  —  y^  dx  =  0 

hervorgeht.^  Wir  werden  späterhin  ein  Kriterium  dafür,  dass  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 

n^,  y,  y)  =  0 
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ne  eiDgliedrige  Gruppe   gestatte,  kennen  lernen,  das  sich  direct  an- 
enden  lässt,  oline«dass  man  erst  notig  hat,  nach  y'  aufzulösen. 
3.  Beispiel:  Die  Schar  der  Geraden  vom  Anfangspunkt  aus: 

^  =  Const. 

X 

lestattet  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen 

x^  cra  ^  cos  <  —  y  sin  <,    y^  =  o;  sin  ^  +  y  cos  t 

der  also  die  eingliedrige  Gruppe: 

!)ie  Geradenschar  genügt  der  Differentialgleichung: 

xäy  —  yäx  =  0. 


Bs  ist  hier  also 


Ar—      df    y        df 

^f^'^rx  +  ydVj 


ond  es  kommt 

U{Af)-A{Vf)^0, 

sodass  auch  hier  die  Verification  ausgeführt  ist. 

In  allen  drei  Beispielen  hat  sich  die  allgemeine  Bedingungsgleichung 

U{Af) -- A{üf)  =  X  '  Af 

auf 

U{Af)  -  Ä{Uf)  =  0 

9 

redaciert  Sie  ist  symmetrisch  in  AfwoA  JJf.  Wir  bemerkten  schon,  dass 

die  Form  des  Symbols  einer  infinitesimalen  Transformation  hat.   Fassen 
wir  also  A  f  als  eine  infinitesimale  Transformation  auf  und  betrachten 

wir  Uf^^l^  -J-  +  1?  "ö^  =»  0  als  lineare  partielle  Differentialgleichung, 
die  der  gewohnlichen  Differentialgleichung 

\dy  —  ridx  =  0 

nigehort,  so  folgt  aus  der  Symmetrie  der  Gleichung 

JJ{Af)~A{Vf)  =  (i, 

ass  die  letztere  Differentialgleichung   \dy  —  ridx  ^=0  die  infinitesi- 
lale  Transformation  Af  gestattet 

Prüfen  wir  dies  am   letzten  Beispiel.     Hier  ist  die  neue  Differen- 
algleichung  £7/'=0  diese: 
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und  die  zugehörige  gewohnliche  Differentialgleichung: 

ydy  +  xdx  =  0. 
Ihre  Integralcurven  sind  die  concentrischen  Kreise 

rc*  +  y*  =  Const. 

Andererseits  ist  ^/'E^a;^  +  y-^  das  Symbol   der   infinitesimalen 

Transformation    der    eingliedrigen   Gruppe    von    Ahnlichkeit8tran8fo^ 

mationen: 

a?!  =  xt,    j/i  =  yt 

In  der  That  führt  jede  solche  Ähnlichkeitstransformation  jeden  Kreis 
der  Schar 

^"^  +  y*  =  Const. 

wieder  in  einen  Kreis  dieser  Schar  über,  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3,  5.  Kap.). 

Die  Relation 

U(Äf)  -  Ä{Uf)  =  0 

lässt  also  zweierlei  geometrische  Deutungen  zu.     Wir  wollen  dies  in 
einem  Satze  aussprechen  und  dabei;  weil  Af  und  Uf  ganz  symmetrisch 
auftreten,  auch  die  Bezeichnung  gleichartig  wählen: 
B«nf«';;l%.r        Satz  6:    Ist 

Deutung  der 
BeUtion  TT  />  -  -  t     ^ i       \  ^f  TT  ^ fe     ^/       l  ^/ 

und  ist  identisch 

U,{U,f)  -  U,{ÜJ)  ^  0, 

so  gestattet  einerseits  die  Differentiaigleichung 

iidy  —  rj^dx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  U^f,  andererseits  die  Differentiaigleichung 

li^y  —  n^dx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  TJ^f 

Wir  werden  später  eine  neue   schöne  Deutung  dieser  wichtigen 

Relation 

U,{ü,f)  -  U,{ÜJ)  =  0 
geben.  — 

Nun  sei  noch  zu  unseren  Sätzen  ein  Beispiel  angeführt,  in  welchem 
ü(Af)  —  Ä{TJf)  nicht  identisch  verschwindet: 

4.  Beispiel:  Die  Schar  der  cx>^  Parallelgeraden 

X  —  y  =  Const. 

gestattet  jede  Ähnlichkeitstransformation: 

^i  =  ^^y    Vi  =yi, 
denn  diese  führt  eine  Gerade 
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x  —  y  =  c 
der  Schar  in  eine  andere 

^i  —  yi  =  tc 

derselben  über.    Die  Differentialgleichung  der  Geradenschar  lautet 

dy  —  da;  =  0 
imd  es  ist  also 

^'  —  dx  ^  dy' 
während  jene  Ähnlichkeitstransformationen  die  der  eingliedrigen  Gruppe : 

^'  —^  dx^y  dy 
sind.     Hier  ist  nun 

ü(,Af)-Ä{Uf)  =  -IL.-^^-Af, 

d.  h.  es  besteht  in  That  eine  Relation  von  der  Form 

U{Af)  -  A{Uf)  =  X-Af, 
indem  hier  A  =  — 1  ist. 

Noch  einige  geometrische  Beispiele  mögen  hier  Platz  finden. 

5.  Beispiel:  Man  sucht  die  Curveu,  deren  Tangenten^  gemessen 
vom  Berührungspunkt  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der  x-Axe,  die  con- 
stante  Länge  a  haben  (die  sogen.  Tractri^en),  Offenbar  wird  jede 
solche  Curve  durch  eine  Translation  längs  der  x-Axe  in  eine  eben- 
solche übergeführt.    Die  Schar  der  Curven  gestattet  also  die   infini- 

tesimale   Translation    ^,    ihre   Differentialgleichung    ist    also    durch 

0  X 

Quadratur  integrierbar.     In  der  That^  diese  lautet 


oder: 


f  +  f  =  a^ 


yd^  —  ^  dy  —  ydx  =  0 . 

Sie  gestattet  -^  und  hat  den  Multiplicator  —  • 
^  dx  ^  y 

6,  'Beispiel:  Man  sucht  die  orthogonalen  Trajectorien  der  oo^ 
Kreise,  welche  die  x-  und  die  y-Axe  berühren.  Diese  Kreise  werden 
durch  die  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation 

^^— S  +  ^f 

untereinander  vertauscht.  Da  diese  Transformation  sich  senkrecht 
schneidende  Curven  in  ebensolche  überführt,  so  erhellt,  dass  diese 
Ähnlichkeitstransformation  auch  die  Schar  der  gesuchten  orthogonalen 
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Trajectorien    invariant    lässt   und    die   Differentialgleichung   derselben 
einen  bekannten  Multiplicator  hat.     Es  ist 

x^  —  2ax  +  y^  —  2ay  +  a*  =  0 

die  Gleichung  der  Kreisschar.     Die  Differentialgleichung  dieser  Schar 
von  Kreisen  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

rr  —  a  +  yy  —  ay  =  0 

und  Elimination  von  a  in  der  Form: 

oder: 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Tra- 
jectorien, wenn  y'  durch r  ersetzt  wird,  also  hat  sie  die  Form 

oder 

(if  +  V2^  t/  -X-  y2xi  =  0. 

Sie  gestattet,  wie  wir  wissen,  Uf^x-J^-^-y-J-   und   besitzt   dem- 
nach das  Integral 

dx  dy 


CO 


y  +  y2xy     x  +  y2xy 

■  ■■  ■-II  ■■■■■■         I     M»ll.       ■  ■■  ^  ■  ■  ■■■ 

y  +  y^xy     x  +  y¥xy 
X  y 

(!) 

lg  («  —  y) 


-y^ 


(f-0('+f+i/'J) 


§  4.     Neuer  Beweis  und  Umkehrung  des  Theorems  8. 

Neuer  Bo-  Uuscr  Unabhängig  von  Theorem  8  (§  1  dieses  Kapitels)  abgeleitetes 

Theoremi  8.  Theorem  9  (in  §  2)  giebt  einen  neuen  Beweis  für  das  erstere.    Wir 
fanden  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  Uf^i-K^-]-rjY-  ^^nn   und  nur  dann  ge- 
stattet, wenn  die  mit  (7)  bezeichnete  Relation  (in  §  2): 
m  ÜX^Ä^       UY-Ärj 
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dder,  aasf&hrlich  geschrieben,  die  Relation 

rQN     dx  "^  ^  dy  dx    dy  dx  '*'  ^  dy  dx  dy 

y;  _  =  ^ 

erfallt  ist  Diese  Bedingung  kann  aber  in  der  Form  geschrieben  werden: 

^^^^  W^  Xrj-  y|  +  ä7  Xn--  rg  ""  ^• 

Wir  erinnern  nun  daran,  wie  man  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen einen  Integrabilitatsfactor  M  der  Gleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

definieren  kann.  Es  soll  ja  M{Xdy  —  Ydx)  ein  vollständiges  Differential 
sein  und  dazu  ist,  wie  bekannt,  notwendig  und  hinreichend,  dass 

(11)  ^-5^  +  ^?  =  o 

^    '  ex      *      dy 

ist,  denn  MX  und  —  MT  sind  die  partiellen   Differentialquotienten 

eines  Integrals  nach  y  und  x. 

Vergleichen  wir  (10)  mit  (11),  so  erhellt,  dass 

(12)  ^=x^-r-| 

ein  Integrabilitatsfactor  ist,  und  dies  war  die  in  Theorem  8  aufgestellte 
Behauptung. 

Diese  Folgerung   lässt   sich    auch    umkehren:    Ist  M  irgend  eiu^"^®^'^^« 
Multiplicator  unserer  Differentialgleichung  Theorems  s. 

Xdy— Ydx  =  0 

Qnd  bestimmt  man  §  und  r^  in  irgend  welcher  Weise  so,  dass  wie  in 

(12)  der  Bruch 

1^ 

gerade   gleich  M  wird,   so   folgt   aus  (11)   rückwärts  (10),  (9),  (8) 
und  (7),    d.   h.  die   Differentialgleichung   Xdy  —  Ydx  =  0   gestattet 

die  eingliedrige  Gruppe   üf^  ^  "S"^  "I"  ^  ä^'     Daher  kommt: 

Satz  7:  Ist  M  ein  Integrabilitatsfactor  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0, 
so  gestattet  diese  Gleichung  die  eingliedrige  Gruppe 

^/•-si  +  .f, 

sobald  nur 


ist.  ^^  -  ^« 

Lie,  Differentialgleichungen.  8 
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Durch  die  Gleichung  (12)  werden  J  und  rj  nicht  vollständig  be- 
stimmt. Zu  einem  bekannten  Multiplicator  M  lassen  sich  also  un- 
endlich viele  infinitesimale  Transformationen  (oder  eingliedrige  Gruppen) 
angeben ;  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  während  sich  aus 
einer  solchen  infinitesimalen  Transformation  nur  ein  Multiplicator  ab- 
leiten lässt. 

Bekanntlich  besitzt  jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  y  einen  Integrabilitätsfactor  (ja  sogar  un- 
endlich viele);  und  daher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Satz  8:  Jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zunschen  zwei  Veränderlichen  gestattet  unendlich  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen oder  eingliedrige  Gruppen. 

Für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  gilt  ein  ähnlicher 
Satz  nicht. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Kapiteln  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  infinitesimalen  Transformationen  und  Multiplicatoren  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  in  x  und  y  zurückkommen  und 
insbesondere  die  Wichtigkeit  unserer  Theoreme  durch  viele  Beispiele 
illustrieren. 

§  5.     Integration   der   gewöhnliolien   Differentialgleiohimgen   erster 
Ordnung  durch  Einführung  oanonisoher  Veränderlicher. 

Wie  wir  gesehen  haben^  lässt  sich  für  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

ein  Multiplicator  angeben  und  also  ihre  Integration  durch  eine  Qua- 
dratur leisten,  sobald  man  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  kennt, 
welche  sie  gestattet.  -Es  giebt  nun  noch  eine  andere  sehr  bemerkens- 
werte Methode,  durch  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mation  Uf,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  zur  Integration 
derselben  verwertet  werden  kann,  und  von  dieser  wollen  wir  zum 
Schluss  des  vorliegenden  Kapitels  noch  kurz  sprechen.  Doch  heben 
wir  sogleich  hervor,  dass  diese  neue  Methode  nur  dann  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Bahncurven  der  von  der  bekannten  infinitesimalen 
Transformation  erzeugten  Gruppe  schon  gegeben  sind, 
»««iihrung  Das  Verfahren  besteht  darin,  dass  wir  an  Stelle  von  x  und  y 
■•-  neue  Veränderliche  j  und  t)  einführen,  sodass  die  bekannte  infinitesi- 

male  Transformation   Uf  die  canonische  Form   öt-  annimmt     In  §  2 

des  3.  Kapitels  erkannten  wir,  dass  wenn  die  Bahncurven 
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(o{x,y)  =  Const 

der  Gruppe  Z7/*  bekannt  sind,  alsdann  einfach  1^^=  co(x,y)  zu  setzen 
ist)  und  dass  sich  darauf  \),  das  die  Gleichung 

erfüllen  muss^  durch  eine  Quadratur  bestimmen  lässt.  Die  Curven- 
schar  ^  =  Const.  ist  hiernach  eine  von  den  Scharen^  welche  die  ein- 
gliedrige Gruppe  Uf  gestattet  (nach  Theorem  7,  §  2  des  5.  Kap.), 
und  zwar  eine  beliebige  solche  Schar,  denn  wir  sahen  früher  (S.  94 
Q.  96)  gelegentlich,  dass  jede  invariante  Schar,  die  nicht  aus  lauter  in- 
varianten Curven  besteht,  eine  solche  Form  tp  (x,  y)  =  Const.  erhalten 
kanii,  dass   TJfp  gerade  gleich  1  wird. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  Xrfy  —  Ydx  =  0  möge  nun 
in  den  neuen  Veränderlichen  j:,  9,  aufgelöst  nach  d\^y  die  Form  haben: 

Sie  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Ufj  die  in  den  neuen 

Yariabeln  lautet: 

K 

Wir  werden  zeigen,  dass  hieraus  folgt,  dass  %  frei  von  ^  ist.  Ob- 
gleich dies  auch  auf  andere  Weise  direct  eingesehen  werden  kann, 
wollen  wir  diese  Behauptung  durch  Benutzung  des  Theorems  9  (§  2) 
zur  Einübung  desselben  beweisen.  Wir  haben  statt  des  dortigen  Af 
(ind  JJf  zu  benutzen : 

«/•-f +sf,  w^^ 

and  es  kommt: 

u(a/)-«(u/)=|fK- 

Dies  soll  die  Form  X  -  %f  haben.  Das  geht  aber  offenbar  nur  so  an, 
dass  A  =  0  ist  und 

d.  L  die  transformierte  Differentialgleichung 

ist  ganz  frei  von  ^,  und  ihre  Integration  ist  durch  eine  blosse  Qua- 
dratur zu  leisten: 

9-jg(E)rfE  =  Const. 

Satz  9:     Gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  und  Icennt  man  die  Bahncurven  der  Gruppe^  so 

8* 


116  Kapitels,  §6. 

kann  man  durdi  eine  Quadratur  solche  neue  Veränderlidie  i,  t)  angek 
dass  die  Differentialgleichung  dadurch  die  Form  annimmt: 

also  durch  eine  zweite  Quadratur  mtegrcibel  wird. 

Übrigens  braucht  nicht  notwendig  die  Curyenschar  t)(x,  y)  =  Goi 
so  gewählt  zu  werden^  dass  Ut)  gerade  gleich  1  wird.  Wenn  di< 
invariante  Schar  \)  allgemein  so  genommen  wird,  dass  Ut)  nur  Di< 
gleich  Null  ist  (denn  sonst  wäre  t)  =  Gonst.  die  Schar  der  Bahncon 
E  =  Gonst.),  also  etwa: 

SO  ist  die  in  £  und  t)  geschriebene  Differentialgleichung^  die  zunäcl 
die  Form 

hat,  auch  integrierbar.     Denn  sie  gestattet  ja 


Uf^U,.%+ür^-%^xi>,)% 


und  es  ist  bei  ihr 


^f^K+^%' 


sodass  sich  ergiebt: 

U(«/-)  -  ^QXf)  =  (If  z  -  z  (9)  %)  l{ 
Es  soll  dies  die  Form  A  •  31/"  haben,  d.  h.  es  muss  A  =  0  und 

If  X  -  a;'(ti)g  =  0 

sein.    Es  ist  also 

^  lg  S        ^  lg  z 


dt)  dt) 

-  ^       enthält  demnach  kein  j  und  es  kommt: 

lg  g  =  XO))  +  »(E) 
oder 

Die  Differentialgleichung  nimmt  also  die  Form  an: 

e-/(t))  dt)  —  c^(£)  di  =  0, 

d.  h.  sie  ist  separiert  und  durch  eine  Quadratur  integrierbar. 
Satz  10:     Gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  kennt  man  die  Bahncurven  j  (a:,y)  ==  Co 
derselben,  so  bestimmt  man  zunächst  durch  eine  Quadratur  eine  belie 
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i  Uf  invariante  Ourvenschar  t)(xj  y)  ==  Gonst  Führt  man  alsdann  j 
und  \)  an  Stelle  von  x  und  y  als  Veränderliche  in  die  Differential- 
glädMng  ein,  so  erscheint  sie  unter  separierter  Form,  ist  also  durch 
Quadratur  m  integrieren. 

Man  sieht;  dass  die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Inte- 
gratioDsmethode  nicht  so  viel  leistet  als  die  früher  in  Theorem  8  des 
§  1  gegebene^  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  Bahncurven  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf  voraus.  Insbesondere  ist  sie  aber  immer  an- 
wendbar^  wenn  die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  Uf  bekannt 
sind  (vgl.  Satz  7  des  §  2,  4.  Kap.). 

Diese  im  Jahre  1869  von  Lie  entdeckte  Integrationsmethode 
dürfte  wohl  die  erste  sein^  bei  welcher  Invarianten  einer  continuier- 
lichen  Gruppe  in  bewusster  Weise  zur  Integration  von  Differential- 
gleichungen angewandt  wurden.  Wir  werden  an  einer  späteren  Stelle 
eine  dieser  Methode  analoge,  aber  allgemeinere  Integrationstheorie 
entwickeln,  Welche  Anwendung  auf  partielle  Differentialgleichungen  findet. 

Diese  Methode  giebt  das  allgemeinste  System  von  Veränderlichen, 
durch  deren  Einführung  alle  Differentialgleichungen,  welche  Uf  ge- 
statten,  separiert  werden.  Unter  den  unendlich  vielen  Systemen  solcher 
Veränderlicher  kann  man  sodann  auch  nach  demjenigen  suchen,  welches 
der  transformierten  Differentialgleichung  die  einfachste  Form  erteilt 
und  dann  wird  man  im  allgemeinen  zu  eben  dem  neuen  Yariabeln- 
paar  gefuhrt,  durcb  dessen  Benutzung  die  betreffenden  Differential- 
gleichungen in  den  gebräuchlichen  älteren  Lehrbüchern  integriert  zu 
werden  pflegen. 

I  Beispiel:    Will  man  die  sogen,  homogene  Differentialgleichung 

integrieren,  so  führt  man  bekanntlich  —  neben  x  als  neue  Veränder- 

liehe  ein.  Dies  findet  seine  Begründung  durch  unsere  Methode.  Denn 
i^ei  der  vorstehenden  Differentialgleichung  ist  die  zugehörige  lineare 
partielle  Differentialgleichung 

und  die  Differentialgleichung  gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von 
Ahnlichkeitstransformationen : 


^(^'ri^ry^i, 


denn  es  ist  hier: 
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und  dies  ist;  da  (p  homogen  in  x,  y  und  also  nach  dem  Euler'sclien 
Satze  über  homogene  Functionen 

d(p     ,  dfp  ri 

X  -  — -  -4-  fi —  ^^=  (J 

dx    ^   ^  dy 

ist,  gleich  —  Af,  Nach  unserem  Theorem  9  gestattet  also  die  vor 
gelegte  homogene  Differentialgleichung  die  eingliedrige  Gruppe  der 
Ahnlichkeitstransformationen  Uf.    Die  Bahncurven  derselben  sind 

-  =  Gonsi. 

X  ' 

während  die  Schar  x  «»  Gonst  eine  invariante  Geradenschar  ist,  welche 

die  Gleichung  Ux  «»  x  erfüllt.    Bei  Benutzung  der  Yariabeln  -^  und  x 

wird  also  die  homogene  Differentialgleichung  nach  Satz  10  in  der  Thai 
durch  Quadratur  integrabel. 

Dies  ist  die  Art,  in  der  man  die  homogene  Differentialgleichung 
gewöhnlich  zu  integrieren  pflegt.  Unsere  Methode  leistet  aber  nocfa 
mehr,  wir  können  das  allgemeinste  Yariftbelnpaar  angeben,  welches 
alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert  Zu  dem  Ende  be- 
stimmen  wir  j  so,  dass 

wird.     Diese  Gleichung  hat  das  allgemeine  Integral 

wo  X  eine  beliebige  Function  von  —    bezeichnet      Ferner  bestimme! 
wir  9  zunächst  so,  dass 

wird.   Die  Function  5,  welche  dieselbe  erfüllt,  wird  einer  Gleichung 

genügen,  und  diese  Function  f  erfüllt  die  lineare  Differentialgleichung' 

^  dx^y  dy^  dt^  —  ^' 


die  dem  simultanen  Systeme 


dx dy dt^ 

"5"     y"     r 


äquivalent  ist,  welches  —  und  lg  o;  —  ^  zu  Integralen  hat,  sodass 


oder  also 
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ZQ  setzen  ist^  wo  (i  eine  beliebige  Function  von  —  bedeutet.     Noch 

allgemeiner  dürfen  wir  als  t)  jede  Function  des  gefundenen  Ausdruckes 
benutzen,  wie  oben  bemerkt  wurde,  so  dass  wir  als  allgemeinstes 
Variabelnpaar,  welches  alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert, 
dieses  finden: 


worin  A,  (ij  v  arbiträre  Functionen  ihrer  Argumente  sind.     Von  allen 
diesen  Variabelnpaaren  ist  das  gebräuchliche 

im  allgemeinen  das  bequemste. 

2,  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

y  =  9(^  +  ^y) 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

welche  von  der  infinitesimalen  Transformation 

II  f=  —  X  ^  4-  ^ 
'  dx    *^  dy 

erzeugt  wird.     Denn  hier  ist 

U{Äf)-A{Vf)  =  0. 
Oie  Bahncurven  j  =»  Gonst.  der  eingliedrigen  Gruppe  sind  die  Geraden 
X -f- xy  «=  Const.     Femer  bleibt  bei  den  Translationen  natürlich  jede. 
Schar  von  Parallelgeraden,  z.  B.  die  Schar  y  =  Consi,  invariant.     Es 
18t  auch  Uy^  1.     Wir  werden  also  nach  Satz  9  setzen: 

und  erhalten:  ^ 

dTC  =  dx  +  xdy, 

dt)  =  dy, 

oder,  in  unsere  Differentialgleichung 

dy  —  (p(x  +  xy)dx  =  0 
eingesetzt: 

dt)  —  9>(e)  (di  -  xdt))  =  0 
oder 

(1  +  Mi))d^  -  9>(E)rfE  =  0. 
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Diese  Gleichung  ist,  wie  es  sein  muss,  frei  von  t)  und  giebt  durch 
eine  Quadratur  das  Integral 


»-AÄ."« 


oder  also  als  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 


«-/.^'^TW,  "('+'»)■ 


3.  Beispiel:     Zur  Durchrechnung   empfehlen  wir   dem  Leser  die 
Differentialgleichung 

welche  die  infinitesimale  Rotation 

Uf^-.li  +  .IL 

gestattet.  Dies  weise  man  mit  Hülfe  des  Theorems  9  nach  und  ffihre 
dann  die  neuen  Yariabeln  ein.  Die  Bahncunren  sind  die  Kreise 
a^  +  y*  =  Const.    und   eine   invariante  Ourvenschar  ist  z.  B.  die  der 

Geraden  durch  den  Anfangspunkt:  —  =  Gonsi  Es  ist  CT  — ^1  -{•(-) 
und  wir  werden  statt  -  lieber  arc  tir  —  wählen,  denn  es  ist 

X  ^   X  ' 


£^(arctg|)=l. 


Demnach  wird  die  Differentialgleichung  durch  Einführung  der  Polar- 
coordinaten 

frei   von  9,   also   durch   eine  Quadratur   integrabel.     Man  verificier< 
dies.     Hätte  man  als  neue  Veränderliche  ausser  j  =  j/a;*  +  y^  nicb^ 

arc  tg  — ,    sondern  —  selbst   als  \)  eingeführt,   so  wäre  der  Fall  de« 

X  X 

Satzes   10  da:    die  Gleichung  würde  in  den  neuen  Veränderlichen  £ 
und  ^  separiert  sein. 
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Beziehungen  zwischen  den  inflnitesimalen  Transformationen,  welche 
eine  gewShnliche  Differentialgleichnng  erster  Ordnung  in  x^  y 

gestattet. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  untersuchen ,  welcher  Zusammen- 
hang zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  Uf  besteht ^  die 
eine  ge wohnliche  Differentialgleichung  gestattet  Wir  werden  sehen^ 
dasSy  wenn  man  zwei  derselben  kennt^  sofort  ein  Integral  angegeben 
werden  kann  und  umgekehrt  die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen 
Transformation;  welche  die  Differentialgleichung  gestattet^  aus  einer 
beliebigen  derselben  und  einem  Integral  sehr  leicht  abzuleiten  ist. 

Vorher  müssen  wir  jedoch  noch  einige  Bemerkungen  über  das 
Rechnen  mit  den  Symbolen  Uf  machen. 

§  1.  Bemerkungen  über  das  Rechnen  mit  Symbolen  infinitesimaler 

Transformationen. 

Es  sei 

das  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation.  Wird  ganz  von 
seiner  Deutung  als  infinitesimale  Transformation  abgesehen,  so  stellt 
es  einen  Differentiationsprocess  dar,  ausgeführt  auf  eine  beliebige 
Function  f  von  x  und  y.  Deshalb  gelten  hier  Regeln  für  die  Aus- 
fUiroDg  dieses  Processes  auf  Summen,  Producte  ir.  s.  w.  genau  in  der 
Weise,  wie  in  der  Differentialrechnung.     So  ist 

TJ{tp  +  V')  =  t/y  +  Ui), 

U{q) '  ^)^i> '  üg)  -}-  (p  •  Uil^ 

u-  8.  w.     Uc  ist  natürlich  Null,  wenn  c  eine  Gonstante  bedeutet. 
Seien  nun 

zwei  Symbole,  so  lässt  sich  aus  ihnen  der  Ausdruck 

coDstruieren.  Derselbe  enthält,  wie  schon  im  vorigen  Kapitel  gelegent- 
lich gezeigt  wurde  (in  §  2),  bemerkenswerter  Weise  keine  zweiten 
Differentialquotienten  von  /*,  da  diese  sich  sämtlich  paarweis  fortheben. 
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Er  ist  also  auch  ein  Symbol  wie  Uif  und  TJ^f.  Wir  werden  ihn  ab- 
kürzend mit  {TJi  U2)  oder;  um  hervorzuheben,  dass  er  ein  auf /'aus- 
geführter Process  ist^  mit  (Uif,  U^f)  bezeichnen: 

Den  Ausdruck  (üiU^)  nennen  wir  den  mit   Uif  und  fZ,/*  gebildeten 
!Sirrock-  Klammerausdruck.     Auf  seine  begriffliche  Bedeutung  können  wir  hier 
noch  nicht  eingehen. 

Insbesondere  ist  offenbar 

Bedeutet  femer  cd  eine  Function  von  x  und  y  allein,  so  ist 

(©  üi,  ü,)  =  cd(ü;  CT,)  —  CT,©  .  UJ, 

wovon  man  sich  durch  Ausrechnung  überzeugen  möge. 

Überhaupt  empfehlen  wir  dem  Leser,  sich  mit  der  Bildung  des 
Klammerausdruckes,  der  eine  überaus  wichtige  Rolle  in  unseren  Theorien 
spielen  wird,  durch  mannigfache  Übung  recht  vertraut  zu  machen.  Je 
gewandter  man  in  seiner  Ausrechnung  ist,  um  so  besser  übersieht 
man  die  theoretischen  und  praktischen  Entwickelungen  der  späteren 
Kapitel. 

Bei  solchen  Rechnungen  ist  es  recht  bequem,   die  umsi^dlichen 

Zeichen  -^  und  ^ ,  solange  f  eine  beliebige  Function  bedeutet^  durch 

kürzere,  nämlich  durch  p  und  q,  zu  ersetzen.  So  lautet  das  Symbol 
der  infinitesimalen  Rotation  um  den  Anfangspunkt  kurz  —  yp  -{-H 
oder,  da  es  mit  einer  beliebigen  Constanten  multipliciert  werden  darf, 
yp  —  xq.  Die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  hat  das  Symbol  xp  '\-  yq,  die  infinitesimale  Translation 
längs  der  a;-Axe  das  Symbol  jp,  die  längs  der  y-Axe  g,  eine  beliebige 
infinitesimale  Translation  das  Symbol  oi^  +  ft?,  wo  a  und  6  Constanten 
sind.  Das  Symbol  der  in  §  3  des  1.  Kap.  betrachteten  infinitesimalen 
affinen  Transformation  ist  xp,  u.  s.  w. 

Doch   wollen  wir  in  den  folgenden  theoretischen  Entwickelungen 

cf 
zum  besseren  Verständnis  derselben  die  umständlicheren  Zeichen  -^ 

und  -^  beibehalten  und  erst  auf  einer  späteren  Stufe  die  Abkürzungen 

p  und  q  dafür  gebrauchen. ,  Immerhin  mag  der  Leser  sich  schon  jetzt 
damit  bekannt  machen. 

Schliesslich  heben  wir  noch  hervor,  dass  zwischen  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Ebene  (x,  y): 
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itets  eine  Gleichnng 

Ai  UJ  +  A,  U^f  +  X,  UJ  =  0 
identisch    besteht   für   alle  Werte  von  x^  y  und  f.    Eliminiert  man  ' 

nämlich  die  Grössen  -J-  und  -J-   aus   den   drei   obenstehenden    Glei- 

ox  dy 

chungen,  so  kommt: 


=  0 


oder 

(S,%  -  «3%)  C^i/"+  %ri,  -  Sil,,)  U^f-\-  (|,%  -  1,1,0  U,f^  0 

und  diese  Identität  zwischen  TJ^f,  U^f  und  U^f  besteht  für  jedes  x— 
und  >j— ,  d.  h.  für  jede  Function  f.    Ist  hierin 

unterscheiden  sich  also  Uif  und  U^f  nicht  nur  um  einen  (von  x  und 
jf  abhängigen)  Factor,  so  können  wir  durch  ^,1^3  —  l^^r^^  dividieren 
und  erhalten  eine  Relation  von  der  Form 

J^if=  i^ii^y  y)  Ü2f+  /AsC^i  y)  W- 

Bas  Symbol  einer  belidngen  infinitesimalen  Transformation  in  x,  y  lässt 
sick  also  linear  (mit  Coefficienten,  die  von  x  und  y  abhängen)  aus  ^en 
Sjimbolen  irgend  zweier  solcher  zusammensetzen,  vorausgesetzt  dass  die 
Symbole  der  beiden  letzteren  sich  nicht  bloss  um  einen  Factor  unter- 
scheiden, geometrisch  ausgesprochen:  vorausgesetzt,  dass  die  beiden 
letzteren  infinitesimalen  Transformationen  einem  beliebigen  Punkte  ver- 
sAiedene  Fortschreitungsrichtungen  zuerteilen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zu    den  Multiplicator- 
Sätzen  des  vorigen  Kapitels  zurück. 

§  2.     Besieliiuig   swisohen    swei    infinitesimalen    Transformationen, 
welche  eine  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gestattet. 

Wir  wollen  annehmen,  die  DifiPerentialgleichung  zusammen- 

Xdy-  Ydx^O  SS 

gestatte  zu?ei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Biffl^cntiaV 

^  «  gleichung 

ly  /. u      df      i^  df  tind  einem 

^1/  =  61  -^     '     ^1   ^  >  Integral. 
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and  dabei  voraussetzen,  dass  keine  derselben  trivial,  d.  h.  von  der  Form 

oder  kurz  gAf  ist,  wenn  nämlich  wie  früher  gesetzt  wird: 

'  ox     *  cy 

Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  sind  nun 

Integrabilitätsfactoren  der  vorgelegten  Differentialgleichung.  Bekannt- 
lich ist  der  Quotient  zweier  solcher,  wie  in  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen gelehrt  wird,  ein  Integral  oder  eine  Constante.  Wir 
wollen  den  Beweis  dafür  zum  Überfiuss  kurz  andeuten:  Jtf^  und  M^ 
erfällen  die  Diefinitionsgleichang  eines  Euler'schen  Multiplicators,  d.  h. 
es  ist 

dx     "^     dy  ' 


dx     "^     dy 


oder,  etwas  umgeformt: 


^d\gM,     .    yd\gM,    ■    dX       dY_Q 
^a;        '  dy        *    dx  "^  dy  ' 

^  d  lg  Jf,     .    y  d  lg  M^    ,    ax    ,    dY Q 

«  ^x        '  dy      ~^  dx    *    dy 

Subtrahiert  man  beide  Identitäten  von  einander,  so  kommt 

d.  h.  lg  ^  oder  also  ^-  selbst  ist  ein  Integral  der  vorgelegten  Dif- 
ferentialgleichung oder  aber  nur  eine  Constante. 
Mitbin  ergiebt  sich 

Satz  1:    Sind 

zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen,  welche  die  gewöhnliche 

Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet,  so  ist 

xy,  -  rs, 

Xv,  -  Yi, 
ein  Integral  derselben  oder  aber  eine  Constante. 
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Setzen  wir  zunächst  voraus,  dieser  Quotient  sei  ein  Integral.  Ist  Beziehung 
){Xj  y)  wie  früher  ein  Integral  der  Differentialgleichung,  so  ist  also  «wei  infin. 
1er  Quotient  allgemein  eine  Function  Sl((o)  desselben:  d.  Biireren- 

°  ^     ^  tialglei- 

i.h. 

X       —       Y      ' 

sodass  I2  ^^^  Vi  ^^^  Formen  haben: 

Vi  =  ß(o>)  •  Vi  +  q(p^,  y)'Y,. 

wo  Q  eine  gewisse  Function  von  x,  y  bedeutet.     Mithin  ist 

oder  also 

(1)  U^f  =  Slip)  .  UJ  +  q(x,  y)  .  Af. 

Wenn  jener  im  obigen  Satze  erwähnte  Quotient  nur  eine  Con- 
stante  x  ist,  so  folgt^  indem  x  an  Stelle  von  Sl  tritt,  ganz  analog,  dass 

(2)  UJ=x-U,f+Q(x,y)-Af 

ist  Es  ist  hier  keine  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
wenn  wir  insbesondere  die  Gonstante  x  (die  sicher  nicht  Null  ist,  da 
sonst  nach  (2)  gegen  die  Voraussetzung  iJg/'  eine  triviale  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  wäre)  gleich  1  annehmen,  denn  mit 
1^1/*  ist  ja  auch  x^U^f  eine  infinitesimale  Transformation,  welche 
unsere  Differentialgleichung  gestattet  Demnach  können  wir  statt  (2) 
auch  schreiben 

(2)  UJ=UJ+Qix,y)-Af. 

Alsdann  transformieren  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
UJ  und  Uif  die  Integralcurven  g)(x^  y)  =  Gonsi  beide  in  genau  der- 
Jelben  Weise.     Denn:  die  Curve 

Gj(a;,y)  =  c 
:eht  bei  Uif  über  in  eine  unendlich  benachbarte  Curve  der  Schar 

o(^i»yi)  =  ^  +  *^i- 
ie  Transformation   U^f  lautet: 

Xi  =  x  +  idt'] ,    y,  =  y  +  ij*^  H 

id  es  ist  also 

©(a?  -}-  g*^  H ,    y  +  v^H )  =  c  +  *Ci 


! 
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odqr  bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  höherer  Ordnung 

oder  endlich;  da  (o(Xy  y)  ^^  c  ist: 

UiO  .  dt  =  dCj. 

Nun  aber  wissen  wir,  dass  die  Curvenschar  (o(x,y)^=c  die  infinitesi- 
male Transformation  Uif  gestattet  und  dass  infolge  dessen  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

U,(D  =  F(a}) '-^  F(c) 

besteht.  Daher  führt  die  infinitesimale  Transformation  dx  =  litj 
Sy  =  fjdt  jede  Curve  der  invarianten  Schar  m(x,y)'^c  in  die  be- 
nachbarte Curve 

®(^i>  yO  =  ^  +  F(c)dt  =  c  +  üico  .  dt 
über. 

In   entsprechender  Weise   geht   die   Curve   m  (rc,  y)  =  c   bei  der 
infinitesimalen  Transformation   U^f  in  eine  benachbarte  Curve 

über,  wo  analog 

ist     Nach  (2')  aber  ist: 

weil  ^CD  ^  0  ist,  und  also  auch 

dc^  =  dCi, 

d.  h.  die  beiden  Curven,  in  welche  w  =  c  durch  die  infinitesimalen 
Transformationen  Uif  und  U^f  übergeführt  wird,  sind  dieselben,  wie 
behauptet  wurde. 

Auch   auf  mehr  anschaulichem  Wege  geht  dies  aus  (2')  hervor: 
Fasst  man  nämlich 

als  infinitesimale  Transformation  auf,  so  ordnet  sie  einem  Punkte  f 
einer  Integralcurve  o  =  c  eine  Fortschreitungsstrecke  zu,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Axen  gleich  Xdt  und  Ydt  sind,  und  führt  ihn  also 
auf  der  Integralcurve  selbst  weiter,  während  Uif  und  Uif  ihm  gewisse 
Fortschreitungsstrecken  zuordnen,  die  ihn  aus  dieser  Integralcurve 
hinausführen.     Die  Gleichung  (2')  aber  giebt  für  f^^x  und  f^y' 

^2  =  Si  +  qX, 
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Fig.  10. 


Demnach  ist  die  Fortschreitungsstrecke  ^^l/isHh^ ;  welche  TJ^f  di^m 
Punkte  p  erteilt,  nach  dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  aus  den 

Strecken  Ä^^Si  +^i*  und  pd^>/X*  +  YS  welche  der  Punkt  p  durch 
\i  und  Af  erfahrt,  zu  construieren.  TJJ^  führt  a0e  Punkte  einer 
Integralcurve  o  =  o  in  die  Punkte 
mer  benachbarten  Integralcurve 
über,  und  bis  auf  unendlich  kleine 
Grossen  zweiter  Ordnung  liegen 
daher  auch  die  vierten  Ecken  jener 
Parallelogramme  der  Bewegungen, 
welche  für  die  Punkte  p  der  Inte- 
gralcurve iD  =  c  construiert  wer- 
den können,  auf  derselben  benach- 
barten Integralcurve.  (Fig.  10.) 
Wenn  TJJ^  und  JJ^f  in  der  Be- 
uehong  (2')  zu  einander  stehen, 
80  werden  wir  daher  TJ^f  gar 
nicht  als  eine  wesentlich  von  TJ^f 
abweichende  infinitesimale  Transformation  der  Differentialgleichung 
Idy  —  Ydx  =  0  auffassen.  Man  kann  ja  alle  solche  Transforma- 
tionen TJ^f  sofort  angeben,  sobald  TJJ  gegeben  ist,  und  für  das  Inte- 
grationsgeschäft bringt   V^f  keinen  Nutzen,  da 

kein  Integral,  sondern  nur  eine  Constante  ist. 

Deshalb  wollen  wir,  wenn  von  zwei  infinitesimalen  Transforma- 
tionen TJ^f  und  TJ^f  die  Rede  ist,  welche  die  Difi*erentialgleichung 
^rfy  —  Ydx  =  0  gestattet,  dabei  im  allgemeinen  stillschweigend 
Toraussetzen,  da&s  TJJ  und  ü^f  wesentlich  von  einander  in  Hinsicht 
dieser  Differentialgleichung  verschieden  seien,  also  keine  Relation  von 
der  Form  (2')  oder  noch  allgemeiner  von  der  Form: 

UJ=xU,f+9Af 

bestehe,  in  der  x  eine  Constante  bedeutet. 

Unsere  Formeln  (1)  und  (2)  können  wir  in  dem  Satze  zusammen- 
ikssen: 

Satz  2:  Zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen  ü^f  und 
U^f  einer  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0, 
leren  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  lautet: 
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'  ex    *         oy  ' 

erfüüen  immer  eine  Relation  von  der  Form 

U,f=iHio)ÜJ+(f{x,y)Äf, 

WO  CD  ein  IntegrcU  der  Differentialgleichung  bedeutet. 

Wir  können  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  mehreren  andei 
Wegen  gelangen^  welche  erwähnt  zu  werden  verdienen^  da  die  I 
treffenden  Methoden  an  sich  Interesse  darbieten* 

§  3.   Andere  Ableitnngen  derselben  Ergebnisse  und  ihre  Umkehnu 

Abilitinff  U™  *^^  einem  anderen  Wege  zu  unserer  Formel  (1)  zu  komnw 

BeÄJn    ^ö'^J^^'^  ^^^  "^s  an  Stelle  von  x  und  y  neue  Veränderliche  eingeföh 
etwa  £  und  Q^  fQr  welche 

ist,  also  sogeoanote  canonische  Veränderliche  des  Aasdrucks  Äf,  d 
dadurch  abergeht  in 

(Vgl.  Satz  4  des  §  2,  3.  Cap.)  Dabei  geht  TJJ  (nach  Satz  2  desselb 
Paragraphen)  über  in 

während 

wird.     Da  jetzt  Af  die  einfache  Form  —-  hat,  so  lautet  die  DifFere 

tialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  in  den  neuen  Veränderlichen  einfac 
df  SS  0,  d.  h.  die  Integralcurven  sind  die  Curven  j  c=  Const  Diei 
Schar  gestattet  aber  eine  infinitesimale  Transformation  TJf  nur  dan 
wenn  diese  dem  j:  ein  nur  von  £  abhängiges  Increment  erteilt,  ab 
die  Form  hat: 

t7/-=Ä(E)|J  +  H^(E,^)|^. 

Da  TJJ^  und  üg/*  infinitesimale  Transformationen  der  Differentia 
gleichung  sein  sollen,  so  müssen  sie  folglich  die  Formen  haben: 

cr,/-=a,(E)|  +  Tr,(E,9)K- 


Andere  Ableitungen  derselben  Ergebnisse  und  ihre  ÜmkebruDg.         129 
Hernach  ist  eine  Relation  Yorhanden: 


a,(i)üj-  ^^{i)ü,f^  a>(E,  9)  K, 


Üe  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

U^f-Sl{i)UJ=W{i,\i)Af, 

da  1/"«=  -g^  ist,  oder: 

Kehren  wir  nun  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  Xy  y  zurück, 
80  ist  j  wegen  Ai  =  0  ein  Integral  cd  der  Differentialgleichung  Af^=  0, 
wahrend   Tr(E,  5)  eine  Function  p(a?,  y)  wird,  sodass  sich  ergiebt: 

UJ=£l{m)UJ -^  Q{x,y)Af, 

was  zu  beweisen  war. 

Wir   können   zu    demselben   Ergebnis    auch    durch    das    folgende  ^^^J^* 
Vorgehen  ficelansren:  ^  ^f"«' 

o  DD  Beziehung. 

Da  U^f  sich  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Af  unterscheidet 
(sonst  wäre  ja  TTif  eine  triviale  Transformation  der  Differential- 
gleichung), so  ist  nach  dem  in  §  1  Gesagten  klar,  dass  ü^f  sich 
linear  durch   U^f  und  Af  ausdrücken  lassen  muss: 

(3)  U,f=isUJ+9Af. 

Hier  sind  6  und  q  gewisse  Functionen  von  x  und  y.  Sollen  nun  üif 
und  ü^f  infinitesimale  Transformationen  sein,  welche  die  Differential- 
gleichung Xdy  —  Ydx  =  0  oder  also  die  Schar  m  =  Const  der  zu- 
gehörigen Integralcurven  invariant  lassen,  so  müssen  Z7]ID  und  U^a 
Fonctionen  von  o  allein  sein  (siehe  Satz  2,  §  2,  Eap.  5): 

JT^CD  ^  Äl((ö),       U^CD^Sl^ip)} 

während  Ato^O  ist.  Setzen  wir  also  in  der  sicher  vorhandenen  Re- 
lation (3)  f^Eo,  so  reduciert  sie  sich  auf: 

Ä2(ci)  =  <yß,((o), 

i'  h.  6  ist  eine  Function  Sl(a}),  sodass  sich  ergiebt: 

U,f=aio,)UJ+9Af. 

Dies  ist  wieder  unsere  Formel  (1). 

Complicierter    ist   die    Ableitung   unserer   Formel  aus  der  Rela-  ^^il^itln 
tion  (3),  wenn  wir  das  Theorem  9  (§  2  des  6.  Kap.)  benutzen.    Danach  ^J^^^^J^ 
müssen  nämlich,   wenn    U^f  und   ü^f  infinitesimale   Transformationen 
sein  sollen,  welche  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  gestattet^ 
Relationen  bestehen  von  der  Form 

(4)  (U,A)  =  l,ix,y)Af,    {U,A)  =  X,{x,y)A,f. 

Lie,  Differantiftlgleichungen.  9 
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Nach  (3)  aber  ist: 

Hieraus  folgt^  wenn  wir  an  die  Bemerkungen  in  §  1  erinnern: 
(Ü^Ä)  =  6{TJ^Ä)  —  A6  .  UJ+  q(ää)  —  Aq  .  Af, 

wo  noch  (AÄ)^0  ist.     Substituieren  wir  hierin  die  Werte  (4] 

kommt:  • 

X^Af^  tfAj  .  Af—  Aö  .  TTJ—  Aq  .  Af 
oder: 

{6k^  —  Aj  —  AQ)Af=  Aö  .  ÜJ. 

Hierin  sind  öl^  —  Aj  —  Aq  und  Aö  Functionen  von  x,  y.  ] 
Voraussetzung  soll  sich  Uif  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Af  u 
scheiden.  Es  ist  also  notwendig  einzeln  jeder  dieser  beiden  C 
eienten  Null,  insbesondere  der  zweite: 

Aö  =  0, 

woraus  folgt;  dass  ö  ein  Integral  il(jo)  unserer  Differentialgleicl 
ist.     Danach  giebt  (3)  wieder  unsere  gesuchte  Formel: 

(5)  V,f=Sl{m)UJ  +  QAf. 

umkchrung.  Nchmcu  wir  nun  umgekehrt  an,  TTif  sei  eine  infinitesimale  T: 
formation,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  Sl{(o)  sei 
beliebig  gewählte  Function  des  Integrals  m  und  q  eine  belic 
Function  von  x  und  y^  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  alsdann  aucl 
durch  (5)  bestimmte  infinitesimale  Transformation  XJ^f  die  Differei 
gleichung  invariant  lässt.  In  der  That  giebt  ja  die  Formel  (5) 
f^ca,  da  Aca  ^  0  und  nach  Voraussetzung  JT^co  eine  Fum 
Ä|(a})  ist: 

d.  h.  auch  272^  ^^^  ^^^^  Function  von  m  allein.  Die  Schar  0  =  0 
gestattet  also  die  infinitesimale  Transformation  Uif. 

Daher  werden  wir  unseren  Satz  jetzt  so  aussprechen: 
Theorem  10:  Ist  U^f  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Tn 
formation,  welche  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet^  und  setzt  man 

so  gestattet  die  Differentialgleichung  auch  jede  infinitesif 
Transformation  von  der  Form 

ü,f=£l{a>)UJ+Q{x,y)Af, 


Andere  Äbleitnogen  denelben  Ergebnisfle  nod  ibre  Umkebrung. 
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toSl(io)  eine  beliebige  Function  des  Integrals  m  der  Differen- 
tialgleichung und  9  eine  beliebige  Function  von  x  und  y  he- 
imlet. Andererseits  ist  dies  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation  in  x,  y,  welche  die  Differentialgleichung  znlässt 
Dies  Resultat  läset  sich  auch  in  eleganter  Weise  rein  geometrisch 
»Weiten.  Seien  nämlich  ü,f  \md  ü^f  irgead  zwei  infinitesimale  Trans- ■* 
formationen,  welche  die  Schar  der  Integralcurven  a  =  Const.  invariajit 
Wen.  Eine  beliebige,  aber  bestimmte  Curve  dieser  Schar  sei  to  (x,  y)  ^  c. 
Sie  wird  von  V^f  in  eine  infinitesimal  benachbarte  Curve  der  Schar, 
etvs  in 

a{Xi,  a,)  ^  c  -\-  tfcj 

flbeigefOhrt.     Alsdann  ist,  wie  wir  frUher  schon   (in  §  2)  fanden: 

(6)  P^adt'^dc^ 

uid  hierin   hat  die  linke  Seite  ebenso  wie  die  rechte  denselben  Wert 
längs  der  Curve  a  ^  c.     Dies  gilt  für  jede  Curve  o  ^  c. 
Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck 

otnelbe    stellt   eine  infinitesimale   Transformation   dar,   die  sich  von 

DJ/"  nur  am  einen  Factor   r.'--,    der  eine   Function   von  o   allein   ist, 

nnterscheldet.     Diese   infinitesimale  Transformation  l\f  läast  auch  die 

Schar  ta  =  Const.  invariant,  es  ist  ja  U© 

eine  Function  von  <o  allein,  nämlich  gleich 

F,«>,    Nach   (6)    fuhrt    mithin    Uf   die 

wliebige  Curve  ra  =  c  in  genau  dieselbe 

Cme    a  •=  c  -\-  dCi    ober,    in    die    sie 

iWch  Uff  verwandelt  wird.     Die  beiden 

uGnitesimalen  Transformationen  U^f  und 

U/  [Uhren    aber    nicht    notwendig    die 

tankte    der    Curve    o  =  c    in    dieselben 

ftmkte   der  benachbarten  Curve  w  =  c  +  rfcj  über,   vielmehr  im  all- 

Kemeineo  in  verschiedene.     (S.  Fig.  II.) 

Wenn  U^  die  beliebige  Curve  ro  =  c  in  die  Curve  ra  =  c  +  de, 
Irensformiert,  so  wird  die  infinitesimale  Transformation  —  llf  alle 
Punkte  der  letzteren  Curve  in  die  der  ersteren  zurückbringen  (wenn, 
irJe  überhaupt  bei  dieser  Betrachtung,  von  unendlich  kleinen  Grössen 
'eiler  Ordnung  abgesehen  wird),  denn  sie  erteilt  den  Coordinaten 
lerade  entgegengesetzte   Incremeute   wie  U;".     Führen   wir  nun  zuerst 
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Fig.  12. 


ZJ^f  und  darauf  —  U/*  aus^  so  ist  dies  dasselbe^  als  ob  wir  die  infini- 
tesimale  Transformation  U^f  —  Mf  ausgeführt  hätten*     U^f  führt  die 

Curve  CD  =  c  in  die  Curve  m  ^^  c  '\-  dc^  über, 
und  —  U/*  führt  diese  zurück.  (Fig.  12.) 
Dabei  gelangen  zwar  die  Punkte  wieder  auf 
ihre  ursprüngliche  Gurre,  aber  nicht  gerade 
notwendig  auf  ihre  ursprünglichen  Platze 
zurück.  Sie  können  vielmehr  längs  der 
Curve  infinitesimal  verschoben  sein.  Aber 
jede  solche  infinitesimale  Transformation  bat 
die  Fortschreitungsrichtung 

?y «,  Z 

dx        X 

(die  von  der  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  = 
also  ein  Symbol  von  der  Form 

oder  Q  •  Af.    Demnach  ist: 

UJ-Uf=(fÄf 
oder: 

ü,f^Sl(e>)UJ+(,-Af 

und  dies  ist  unsere  obige  Formel  (5). 


0  bestimmt  wird), 


Das  wichtigste  Ergebnis  dieses  Kapitels,  das  in*  Satz  1  ebenso  wie 
in  der  Formel  (5)  seinen  Ausdruck  findet,  ist,  dass  die  Kenntnis  fswder 
in  Hinsicht  auf  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  «=  0  wesenÜkäk 
verschiedener  infinitesimaler  Transformationen  ü^f  und  U^f  der  Diffe- 
rentialgleichung die  Kenntnis  eines  Integrals  nach  sich  jsieht,  das  in  dem 
Satz  1  in  der  Form 

Xrj,  ~  r«, ' 

in  (5)  in  der  Form  SI((d)  geschrieben  wurde. 

Da    die   Formel  (5)   wieder   zu  jenem  ersten  Satze   zurückführt, 

denn  aus  (5)  folgt 

I,  =  ß|,  +  (fX, 


also: 


so  können  wir  sagen,  dass  wir  die  Möglichkeit  der  Verwertung  von 
Ulf  und  U^f  zur  Bestimmung  des  Integrals  von  zwei  verschiedenen 
Punkten  ausgehend  bewiesen  haben,  einmal  mit  Hülfe  der  im  vorigen 
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Kapitel  entwickelten  Multiplicatortheorie  (in  §  2)  und  dann  auf  ^lehr 
begrifflichem  y  von  früheren  Entwickelungen  unabhängigeren  Wege 
(in  §  3).  Letztere  Methode  ist  deshalb  bemerkenswert^  weil  sie  auf 
fortielle  Differentialgleichungen  ausgedehnt  werden  kann^  wie  wir 
später  sehen  werden. 

§  4.    Beispiele. 

Wir  erläutern  unsere  Theorien  durch  mehrere  einfache  Beispiele* 
/.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 

dy  —  xdx  =  0 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 


denn  es  ist  hier 


dx    "^      dy 

und 

(U,Ä)  =  0,    iU,Ä)  =  -Äf. 
(Vgl.  Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.)     Mithin  ist  UJ  von  der  Form 

U,f=£l(a^)UJ+QAf, 
also  (für  f^x  und  ^y): 

a;  =  Ä  •  1  +  P 
y  =  ß  •  0  +  Q^f 

daher  p«==— ,    Sl  =^  x  —  p  =  a?  —  — •     Es    ist    also    x  —  —    oder 

^  X   '  ^  X  X 

*x  —  y  ein  Integral.  In  der  That  giebt  dies  differenziert  sofort  die 
Differentialgleichung  wieder.  Kürzer  hätten  wir  das  Integral  nach 
Satz  1  gefunden  durch  Bildung  des  Quotienten: 

Xri^  —  Yj^   '     1  »  y  —  %  '  X  y  —  %x 

Xri^  —  y fe  "^  1  .  0  —  X  .  1  "^  X 

2.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

xdy  —  (y  —  o[?)dx  =  0 
estattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

id 

ie  die  Ausrechnung  lehrt.     Mithin  hat  U^f  die  Form: 

U^f  =^  £l{o)TJ,f  +  QÄf. 


mn   es  ist 
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Dies  liefert  die  beiden  einzelnen  Gleichongen: 

a;  =  Ä  •  0  +  P  •  ^j 

d.  h.  p  «»  1,  also 

_  4/     I      'E*  

Es  ist  somit  ^-^ —   ein   Integral.    In   der   That   folgt   daraus  darch 

Differentiation  wieder  die  Differentialgleichung.    Schneller  ergiebt  sich   ' 
das  Integral  durch  Bildung  des  Quotienten: 

Xrjt  —yU        X  '  2y  —  (y  —  x^)  '  X  y  +  »« 

■I        I  —  S!S5  ■  —        ■  »■  -  ■  ■  I     • 

Xrii  —  yji  X  '  X  —  (y  —  X*)  '  0  x 

3.  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

dy  —  {x  — y««  —  2y)dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

denn  es  ist 

und  also 

Folglich  ist  der  Quotient: 

1  •  2y  —  (a;  —  Yx*  —  2y)  •  x  


,        =  a;  —  Va^  —  2v 

1 '  X  —  {x  —  yx*  —  2y)  .  j 

ein  Integral. 

Weitere  Beispiele,  die  der  Leser  selbst  durchfahren  möge,  sind  diese: 

4,  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

x^dy  —  2y''dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  verificiere  dies  und  bestimme  das  Integral* 

5.  Beispiel:   Die  Differentialgleichung 

^y^y  —  (!/'  +  ^)^'^  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  verificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 
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Kapitel  8.  ^ 

über  die  Bestimmung  der  Scharen  von  oo^  Cnrven  und  der 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  eine  vorgelegte 

eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

In  dem  vorletzten  Kapitel  war  davon  die  Rede^  wann  eine  vor- 
gdegte  Curvenschar  ©(a;,  y)  =  Const.  oder  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung Xdy  —  Ydx  =  0  eine  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt;  eine  infinitesimale  Transformation  üf  gestattet. 
Nunmehr  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  zu  einer  bekannten  eingliedrigen 
Gruppe  aUe  invarianten  Curvenscharen  und  Differentialgleichungen  be- 
stimmen. 

§  1.     Ausführung  aller  Transformationen  einer  eingliedrigen 

Gruppe  auf  eine  beliebige  Curve. 

Wir  stellen  uns  also  jetzt  die  Frage: 

Gesetzt,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt  ^  wie  findet  man 
alsdann  alle  Scluiren  von  <x^  Curven,  welche  diese  Gruppe  gestatten? 

Dabei  wollen  wir  annehmen  ^  die  endlichen  Gleichungen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  seien  vorgelegt: 

wo  a  den  Parameter  der  Gruppe  bezeichnet.  Um  uns  später  recht 
knapp  ausdrücken  zn  können^  schicken  wir  einige  nicht  nur  für  die 
vorliegende  Frage  ^  sondern  für  die  ganze  Gruppentheorie  wichtige 
formelle  Bemerkungen  voraus. 

Wie  schon  früher  gelegentlich  (vgl.  §  2  des  4.  Kap.)  bezeichnen  *)syinboiiBche 
wir  die  Transformation   der   Gruppe,   welche   dem   Parameterwert   a   nungon. 
Kugehort,  mit  Tg.     Die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Ta 
and  T,  ist  einer  gewissen  Transformation  T«  der  Gruppe  äquivalent: 

J-a-^b  ''^^  ■'-0} 

» 

WO  dann  c  eine  gewisse  Function  von  a  und  6  ist: 

c  =A(a,  &). 

Führen  wir  insbesondere  die  Transformationen  auf  einen  Punkt  p 
^er  auf  eine  Curve  h  aus,  so  schreiben  wir  die  Äquivalenz  sym- 
Wisch  so: 


*)  Die  im  Text  eingeführte  Symbolik  ist,  wie  der  Leser  bemerken  wird,  von 
^  S'vk^itutionsiheorie  herübergenommen. 
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Es  hat  jeder  Ausdruck  (f)  TaT^Tc  . . .  und  (*)  T^TtTc...  einen  g 
bestimmten  Sinn.  Der  erste  z.  B.  bezeichnet  den  Punkt;  in  wele 
p  übergeht,  wenn  man  auf  p  nacheinander  die  Transformatio 
Taj  Tbj  Tc...  der  Gruppe  anwendet  Führen  wir  dieselbe  Trans 
mation  T«  zweimal  nach  einander  aus,  so  werden  wir  TaTa  küi 
mit  Ta*  bezeichnen  können,  ebenso  TaTaTa  kürzer  mit  T^?  u.  s. 
Alsdann  gewinnt  der  Ausdruck  TaTf,Tc.  > .  der  Reihenfolge  meli 
Transformationen  grosse  Ähnlichkeit  mit  den  Producten  der  gewo 
liehen  Arithmetik.  Um  diese  für  die  Anwendungen  recht  erwünsc 
Analogie  noch  vollständiger  zu  machen,  werden  wir  die  identis 
Transformation  mit  Ta  «=  J^^  =  •  •  •  =  1  und  die  zu  Ta  iny( 
Transformation,  welche  ja  nach  der  Definition  der  Gruppe  (vgl.  j 

des  2.  Kap.)   in   ihr  vorhanden  ist,  mit  T^^   bezeichnen.     Dann 
nämlich: 

und  (vgl.  denselben  §)  auch: 

7^—1  rp    7^0  1 

-*-a       -*-a  —  -*-a    ^^  ^} 

während 

ist.  Ta  würde  natürlich  die  Reihenfolge  Ta  Ta  bedeuten  u.  s. 
Wenn  Ta  den  Punkt  p  oder  die  Curve  Ic  nach  p^  resp.  Tc^  führt: 

(2)  (P)n  =  (j).),   (*)r«  =  (U 

SO  führt  Ta"~  ,  die  inverse  Transformation,  p^  resp.  \  nach  jp  resj 
zurück: 

(3)  i.P,)Ta-'  =  {ß),      {k,)Ta-' ^  (k). 

Wir  hätten  dies  auch  rein  rechnerisch  aus  (2)  ableiten  können,  d 

führen  wir  auf  beide  Seiten  von  (2)  die  Transformation  Ta~^  aus 
kommt: 

ip)TaTa'-'={p,)Ta''\       (k)  TaTa^' =  (Jc,)Ta^' 

oder,  da  TaT^  =Ta^=l    die   identische   Transformation    und 

(l^)l  '^  Cp);  (^')1  =  W  ^^  setzen  ist: 

(P)  =  (Pl)?'a-,    ik)  =  {k,)Tr\ 

Diese  Gleichungen  sind  aber  dieselben  wie  (3). 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  jetzt  nach  allen  Seh 
von    cx)^   Curven    fragen,    welche    bei   der   eingliedrigen    Gruppe 
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IToriant   bleibeo.     Eine  solche  Schar  ist  die  der  Bahacurren,  denn 

)  bleibt  ja  jede   Bahncurve   bei  der   Grupjie   einzeln  inTariant,  also 

Dch  die  Schal'  derselben. 

,     Wollen  wir  eine  andere  invariante  Schar  von  oo'  Curven  i  finden, 

p  haben   wir   anzuoehnien,   dass  wenigstens   eine  CVirve  Ji^   derselben 

i^e  Baliucurve    sei.     Führen   wir   auf  diese   Curve  i„  alle  Tranat'or-^JJ 

kitionea    der   Gruppe    aus,   so    sollen    dieselben  i^  iu   Curven  k  derj,™ 

■sachteD   Schar    überfiihren.     Durch   Ausführung   alter  oo'   Tranafor-   "^ 

lltiouen    der    Grappe    geht    aber    k^    gerade    in    cx>'    Curveu    über; 

Hm  ist 

h  Sl(x,y)  =  0 

tK  Gleichung  von  /'„,  so  findet  man  die  Curven,  in  welche  kg  durch 

|tt  Transformationen  der  Gruppe  verwandelt  wird,  durch  Elimination 

Ex  und  y  aus  (1)  und  (4)  ausgedrückt  in  2',  und  j/,,  und  die  aich 
Bbeiide  Gleichung  enthält  einen  Parameter' ct.  (Derselbe  würde  nur 
n  wegfallen,  wenn  A„  gegen  die  Voraussetzung  Bahucurve  wäre.) 
Die  oo'  Curven,  in  welche  somit  k^  bei  allen  Transformationen  der 
Onippe  übergeht,  bilden  nun  offenbar  eine  invariante  Schar.  Denn 
|n  k  eine  beliebige  dieser  oo'  Curven,  die  aus  /.q  etwa  durch  Äus- 
Khning  von   T^  hervorgegangen  ist,  so  ist: 

B  («?■.-(*). 

[Eben  wir  auf  k  eine  beliebige  Transformation  T^  der  Gruppe  aus, 
0  geht  k  über  in  die  Curve  (k)  To  oder  nach  (5)  in  die  Curve 
yjir^  oder  {k^)Tt,  alao  in  eine  Curve,  die  aus  k^  durch  Ausführung 
ber  Transformation  Tg  der  Gruppe  hervorgeht  und  daher  jener  Schar 
^hört 

Es  ist  offenbar  gleichgültig,  wie  die  ursprüngliche  Curve  k^  in 
ff  Ebene  gewählt  ist,  wenn  sie  nur  nicht  Bahncurve  ist.  Immer 
leagt  sie  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  eine  invariante 
iar  von  oo^  Curven. 

Dass  diese  Schar  keine  Bahncurve  enthält,  ist  leicht  zu  sehen. 
i  Dämlich  angenommen,  eine  Curve  k,  der  Schar  sei  doch  Bahn- 
rre.     Sie  gehe  aus  k^  etwa  durch  die  Transformation  T,,  hervor: 

IK>T.  -  ft). 
Uiren  wir  rechts  und  links  T^    aus,  so  kommt: 

j  W-POJ.-', 

ui.  die  zu  Tg  inverse  Transformation  T^  führt  k^  in  die  Lage  kg 
mefc.  Wenn  aber  k,  Bahncurve  ist,  so  ist  dies  unmöglich,  da  jede 
Bmcurre  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  also  auch  bei  T«"', 
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invariant  bleibt,  d.  h.  (k^)Tr^=  (k^)  und  nicht  =  (ÄrJ  ist.  Wir  haben 
also  gefanden: 

Theorem  11:  Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  votf 
so  gehört  jede  Curve  der  Ebene  einer  und  nur  einer  Schar  von 
oo^  Curven  an,  welche  die  Gruppe  gestattet  Ist  jene  Curve 
Bahncurve  der  Gruppe,  so  sind  alle  Curven  der  Schar  Bahn- 
curven,  ist  jene  Curve  keine  Bahncurve,  so  ist  auch  keine 
andere  Curve  der  Schar  Bahncurve.  In  diesem  Falle  geht  die 
invariante  Schar  dadurch  hervor,  dass  man  auf  die  eine  Curve 
alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführt. 

Sei  etwa 

^(^,  y)  =  0 

die  Gleichung  der  beliebig  gewählten  Curve,  die  keine  Bahncurve  sein 
soll.     Anstatt  alle  Transformationen   Ta  auf  sie  auszuführen,  fOliren 

wir  die  inversen  T^  aus.  Dies  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  denn 
jede  Transformation  der  Gruppe  ist  ja  die  inverse  einer  anderen.    Dies 

Verfahren  ist  analytisch  bequemer,  denn  T^^  hat  die  Gleichungen  (1), 
wenn  man  darin  x^,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  vlIb  die  transfor- 
mierten Yariabeln  auffasst.  Wir  werden  demnach  die  Gleichung  der 
vorgelegten  Curve  so  schreiben: 

und  hierin  die  Werte  (1)  substituieren.  Dadurch  geht  dann  die  in- 
variante Curvenschar,  welcher  jene  vorgelegte  Curve  angehört,  in  der 
Form  hervor: 

(6)  ^{^{^,  y] «),  ^{p,  y, «))  =  0. 

Dies  ist  also  der  allgemeine  Ausdruck  einer  bei  der  Gruppe 
invarianten  Schar  von  cx>^  Curven,  von  denen  nicht  jede  einzeln  in- 
variant ist.  Sl  darf  ganz  beliebig  gewählt  werden,  nur  nicht  so,  dass 
§l(^x^  y)  ^=^0  gerade  eine  Bahncurve  ist,  denn  dann  würde  (6)  den 
Parameter  a  in  Wirklichkeit  gar  nicht  enthalten. 

§  2.     Bestimmung  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Um  nun  die  DifiFerentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  zu  finden, 
welche  die  vorgelegte  Gruppe  (1)  zulassen,  haben  wir  nur  noch  einei^ 
Schritt  zu  thun: 

Die  c»^  Curven  (6)  sind  ja  die  Integralcurven  einer  gewöhnlicbcü 
Differentialgleichung   erster  Ordnung  zwischen  x  und  y.    Man  find^^ 
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Üese  also  durch  Elimination  von  a  aus  (€)  und  der  differenzierten 
}]eichung  dSl{«p,  t)  =  0.  Damit  hat  man  dann  den  allgemeineti 
insdruck  einer  gewöhnlichen  Diö'erentialgleichung  erster  Ordnung  ge- 
lungen, Trelche  unaere  eingliedrige  Gruppe  gestattet.  Man  darf  nicht"- 
Teigessen,  dass  man  hierdurch  eine  Differentialgleichung,  welche  die 
Gmppe  gestattet,  nicht  erhalt,  nämlich  die  der  Bahocurven.  Aber 
ie  Bahacnrveu  sind  mit  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  be- 
hnnt  (vgl.  Satz  7,  §  2  des  4.  Kap.),  also  ist  auch  ihre  Differential- 
gleichung durch  Differentiation  und  Elimination  zu  finden.     Daher: 

S&tz  1:  5"«!»;  man  die  mdliehen  Glekliungen  einer  eingliedrigen 
Gngpe  in  X,  y,  so   kann   man  allein  durch  Diff'creiitiaiion  und  Elimi- 

i  alle  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  swischen 
smd  y  beatimmen,  welche  die  Gruppe  gestatten. 

Das  hier  vorgetragene  Verfahren  liefert  alle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus* 
kommt,  ihre  infinitesimale  Transformation  gestatten.  Nach  Theorem  8 
(S 1  des  6.  Kap.)  lässt  sich  daher  zu  jeder  dieser  Differentialgleichungen, 

Ausnahme  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven,  ein  Multipli- 
otor  angeben,  und  sie  sind  mithin  durch  Quadratur  integrierbar. 

Man  könnte  durch  dieses  Verfahren  unbegrenzt  viele  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  auffinden,  die  integrierbar  sind,  denn  es 
Btiil  uns  ja  alle  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene  bekannt  in  der 
Danteiluugsform 

ß(i„  y,)  =  £l{x,  y),  W{x„  y,)  -  t  =  W{x,  y), 
(»gl.  Theorem  1,  §  4  des  2.  Kap.).  Allein  diese  Methode  leidet  an 
dem  wesentlichen  Übelstande,  dass  sie  keine  rechte  Übersicht  über 
^e  mannigfaltigen  Formen  solcher  Differentialgleichungen  gewährt. 
Bpäter  geben  wir  eine  andere  Methode,  die  in  dieser  Hinsicht  voll- 
koiomener  ist. 

Hervorgehoben  sei  noch ,  dass  unser  Verfahren  natürlich  aUe 
Dtferentialgleichungen  erster  Ordnung  ergeben  muss,  denn  jede  solche 
Differentialgleichung  gestattet  eingliedrige  Gruppen.  (Vgl.  Satz  8  des 
I  4,  G.  Kap.)  Damit  ist  nun  aber  keineswegs  gesagt,  dass  man  auch 
'lle  Differentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  integrieren  könne.  Die 
ochwierigkeit  ist  eben  die,  wenn  eine  solche  Differentialgleichung 
Intflgriert  werden  soll,  eine  eingliedrige  Gruppe  zu  finden,  welche  sie 
•nTariant  lässt  nnd  ihre  Integral curven  nicht  zu  Bahncurven  hat. 

Wenn  nun  nicht  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen 
"fBppe  vorgelegt  sind,  sondern  nur  ihre  infinitesimale  Transformation 


rten  ^B 
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bekannt  ist;  so  findet  man  alle  invarianten  Currenscharen 

a}(a;,  y)  «=  Const. 
aus  der  Bedingung 

Um  =  Sl(<o), 

die  sich,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde  (siehe  §  1  des  6.  Kap.), 

durch  Benutzung  einer  passenden  Function  0({o)  anstelle  von  o  ohne 

Beschränkung   der  Allgemeinheit  noch    specieller  annehmen  lässt  in 

den  Formen: 

Ug}  =  0,     Ua}  =  1. 

Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Integration  die  Schar  der  Bahntorren. 
Die  Ermittelung  der  Functionen  o,  welche  Um  =  1  machen^  deckt 
sich  bekanntlich  mit  der  Integration  des  simultanen  Systems 

dx        dy        dm 

und  erfordert,  wie  wir  früher  zeigten  (vgl.  S.  33  a.  55),  bloss  eine 
Quadratur,  sobald  die  Bahncurven  bekannt  sind.  Übrigens  haben  wir 
hierzu  schon  früher  ein  Beispiel  gegeben.  Es  ist  dies  das  5.  Beispiel 
des  §  3,  5.  Kap.,  wo  alle  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  invarianten  Curvenscharen  gesucht  wurden. 

Man  könnte  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  erkennen,  dass  zu 
jeder  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  auch  invariante  Scharen  von 
oo*  Curven  gehören,  auch  wäre  es  leicht,  alle  derartigen  Scharen  aus 
den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  zu  bestimmen.  Aber  auf  diese 
und  ähnliche  weitergehende  Probleme  wollen  wir  uns  hier  nicht 
einlassen. 

§  3.    Beispiele:  Klassen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  x^  y,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten  und  daher 

integrabel  sind. 

Die  Entwickelungen  der  §§  1  und  2,  welche  uns  gestatten,  alle 
bei  einer  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  finden,  sollen  jetzt  durch  mehrere  Bei- 
spiele illustriert  werden.  Dabei  heben  wir  noch  einmal  ausdrücklich 
hervor,  dass  eine  später  zu  entwickelnde  Methode  in  allen  diesen 
Beispielen  schneller  zum  Ziele  führen  wird,  wie  wir  seinerzeit  zeig^^ 
werden. 
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L  Beispiel:    Sei    vorgelegt   die   eingliedrige    Gruppe   der   Trans- 
tionen  länsrs  der  x-Axe: 


m  alle  invarianten  Scharen  von  oo^  Curven  zu  finden^  muss  man 
on  einer  Curve  ausgehen.  Entweder  ist  4hre  Gleichung  frei  von  x 
der  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  sie  Bahncurve,  bleibt  also  bei  allen 
Vansformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  invariant.  Die  Schar  der 
QYarianten  Bahncurven  wird  dargestellt  durch 

y  =  Gonst. 

der  durch  die  Differentialgleichung 

dy  =  0. 

Inthält  dagegen  die  Gleichung  der  Curve  x,  so  ist  sie  nach  x  auflösbar: 

^  —  9>Cv)  =  0. 

)Qrch  die  Translationen  der  Gruppe  geht  sie  über  in  die  Schar  von 

0^  Curven: 

X  —  (p(y)  =  Const., 

eren  Differentialgleichung  die  Form  hat: 

1  —  9>'(2/)y'=o. 

ÄUe  Differentialgleichungen  also,  welche  frei  von  x  sind,  gestalten 
&  ängliedrige  Gruppe  der  Translationen  längs  der  x-Axe.  Insbesondere 
^  dy  =  0  die  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 

Die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  lautet  ^,  und  die 

llgemeine  Form  der  invarianten  Differentialgleichung^  mit  Ausschluss 

on  dy  =  0,  ist: 

F(t/)dy^dx  =  0, 

bestimmt  man  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kap.,  hieraus  einen  Multi- 
Hcator  der  Differentialgleichung,  so  ergiebt  sich  derselbe  gleich  1. 
Q  der  That  ist  ja  auch  schon  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
in  vollständiges  Differential. 

2.  Beispiel:   Vorgelegt   sei   die   eingliedrige   Gruppe   von    affinen 

ransformationen: 

a?!  =  ax,    yi  =  y. 

^m  alle  invarianten  Gurvenscharen  zu  finden ,  müssen  wir  auf  eine 
•«liebige  Curve  alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführen.  Zunächst 
tann  die  Gleichung  dieser  Curve  frei  von  x  sein.  Dann  bleibt  die 
^urve  invariant;  und  so  ergiebt  sich  die  Schar  der  Bahncurven 

y  =  Const. 
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mit  der  Differentialgleichung 

Enthält  die  Curyengleichung  Xy  so  können  wir  sie  so  schreiben: 

Durch  Ausführung  aller  Transformationen  der  Gruppe  liefert  sie  die 
Curyenschar 


X 

a 

9>(y)  =  0 

oder 

9(y) 

x^ 

=  Const 

mit  der 

Differentialgleichung 

^9(lf)^y 

—  (p(if)dx 

=  0 

oder  also: 

xdy  —  F(ff)dx  =  0. 

Die  eingliedrige   Gruppe  der  affinen   Transformationen    längs  der 

X'Äxe  lässt  also  unbegrenet  viele  Differentialgleichungen  erster  Orcbmg 

invariant,  welche  die  Formen: 

dy  — 0 
und 

xdy  —  F{jf)dx  =  0 
haben. 

Die  Differentialgleichung 

xdy  —  F{y)dx  =  0 

gestattet  also  auch  die  infinitesimale  Transformation  x  -^  der  Gruppe. 

O  X 

Nach  Theorem  8  hat  sie  folglich  den  Multiplicator 

_  1 

In  der  That  ist 

dy         dx 

jP(y)  5" 

ein  ToIIständiges  Differential. 

5.  Beispiel:     Sei  bei   der  eingliedrigen  Gruppe  von  Ähnlichkeits- 
transformationen : 

rcj  =  ax,    yi  =  ay 

die  Gleichung  der  Curve,  von  der  wir  ausgehen  ^  zunächst  wieder  frei 

von  X,  also  y  =  c.    Die  Transformationen  der  Gruppe  führen  sie  über 

in  die  Geradenschar 

y  «=  Gonst. 
mit  der  Differentialgleichung 

dy  =  0. 


1 

1 


1 
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thält  die  Cürvengleichung  Xj  so  hat  sie  etwa  die  Form 

X  —  q>(y)  =  0 
d  liefert  daher  die  Corvenschar 

er  bequemer 

ax  —  ^{fly)  =  0. 

Q  letzterer  Form  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  wie  im  vorigen 
uragraphen  die  Gleichung  der  ursprünglichen  Gurve  in  x^j  y^  ge- 
hrieben hätten.)  Um  die  zugehörige  Differentialgleichung  zu  finden, 
üssen  wir  differenzieren: 

dx  —  9>'(^y)  ^y  =  0 

od  a  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  eliminieren.  Die  letzte 
iebt  ay  in  der  Form: 

nd  also: 

«  —  yV'O/')- 
Setzen  wir  dies  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  kommt 

f  ^(y)-9'(V'(y'))  =  o 

der,  wenn  nach  ff  aufgelöst  wird,  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

,--p(f)-o. 

^A  ist  etwas  mühselig,  auf  directem  Wege  (indem  man  auf  die  Ent- 
tehQng  dieser   Gleichung  recurriert)  einzusehen,  dass  hierin  F  eine 

>eKebige  Function  von  —  sein  kann.     Wir  bestätigen  es  indirect,   in- 

lern  wir  bemerken,  dass  die  letzte  Differentfalgleichung  die  infinitesi- 
male Transformation 

'  dx    ^    ^  cy 

iMerer  Gruppe  bei  beliebig  gewähltem  F  gestattet.  Denn  die  zu 
■^serer  Gleichung  gehörige  partielle  Differentialgleichung  lautet: 

'        ^x    '         \a;/  dy 
^^^  es  ist  also,  wie  Ausrechnung  lehrt: 

{UÄ)^  —  Af. 

*^ie  Differentialgleichung  y  —  F  =  0  ist  also  wirklich  die  allgemeine 

l^omogene. 
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Bequemer  hatten  wir  dies  einsehen  können,  wenn  wir  uns  des  Ei 
griffes  bedient  hätten,  die  beliebig  angenommene  Curve  nicht  in  der  I 
X  —  9>(y)  =  0;  sondern  in  dieser: 

.-^(|)=0 
zu  geben.     Alsdann  ist  die  Gleichung  der  Curvenschar: 

Sie  giebt  differenziert: 

sodass  die  Elimination  von  a  die  gewünschte  Differentialgleichung  g 

die  offenbar  homogen  ist.    Durch  passende  Wahl  der  Function  ^ 
hält  man  offenbar  jede  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordo 
Die  eingliedrige  Gruppe  von  ÄhnlichJceitstransforfnationen  vom 
fangspunkte  aus  lässt  die  homogenen  Differentialgleichungen 

und  Iceine  weiteren  invariant. 

Man    beachte,    dass    die    DiflPerentialgleichuiig    der    Bahnca 

^  =  Coüst.,  nämlich 

'      y 

schon  in  unserer  allgemeinen  Form  enthalten  ist,  ebenso  wie  di( 
erst   gefundene  invariante  Differentialgleichung  dy  =^0  oder  y 
Weil  nun   die  homogene  Differentialgleichung  die   infinitesimale 

lichkeitstransformation  a;  ö-^  +  y  ^-^  gestattet,  so  folgt  nach  Theore 
Die  homogene  Differentialgleichung 

dy-  F{^dx  =  0 
hat  den  Multiplicator*) 

Ihr  Integral  wird  also  in  bekannter  Weise  aus  dem  vollstand 
Differential 

'y-  ^(S)' 

*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 
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durch  Quadratur  bestimmt    Man  bemerkt,  dass  sich  kein  Multiplicator 

ergiebt,  wenn  F(~)  sich  auf  —  reduciert,  da  dann  der  Nenner  Null 

ist  Die  betreffende  Differentialgleichung  xdy  —  ydx  =  0  ist  nämlich 
die  der    Bahncurven,    fdr    welche    die    infinitesimale    Transformation 

X  j-  4-  y  ^  trivial  ist. 
ex  ^   ^  oy 

4.  Beispiel:    Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt 

rCi  =  a;  cos  a  —  y  sin  a,    y^  =  a;  sin  a  +  y  cos  a 

sei  Yorgelegt.  Die  Curve,  auf  welche  wir  alle  Transformationen  der 
Gruppe  ausführen^  denken  wir  uns  in  a:^  und  y^  geschrieben: 

Alsdann  ergiebt  sich  durch  Ausführung  der  zur  obenstehenden  in- 
Tersen  Transformation ,  die  ja  ebenso  wie  diese  die  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  ist,  die  Curvenschar: 

Si,{x  cos  a  —  y  sin  a,    a:  sin  a  +  y  cos  a)  =  0. 

Um  nun  die  Differentialgleichung  dieser  Schar  aufzustellen,  haben  wir 
zu  differenzieren: 

^7 : — :  (dx  COS  a  —  dy  sin  a)  + 

d(a;cos.a  —  y  sina)  ^  ^  '^ 

+  57 — -' i i  (dx  sin  a  4-  dy  cos  a)  =  0 

*    d{x  sm  a  +  y  cos  a)  ^  1^7  / 

Qnd  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  a  zu  eliminieren.  Dies  ist 
etwas  unbequem :  Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  beiden  hierin 
Torkommenden  Differentialquotienten  von  H  mit  u  und  v,  so  giebt 
die  letzte  Gleichung 

dy        u  cos  a  -f-  v  sin  a 
dx        u  sin  a  —  v  cos  a 
und  also: 

xdy  —  ydx u{x  cos  a  —  y  sin  a)  -|-  v{x  sin  a  +  y  cos  a) 

xdx  -|-  ydy        u(x  sin  a  -f-  y  cos  a)  —  v(x  cos  a  —  y  sin  a) 

Nun  aber  ist 

(x  cos  a  —  y  sin  a)^  +  (a;  sin  a  +  y  cos  ay  =  a:*  +  y*- 

Daher  kann  die  rechte  Seite  der  vorletzten  Gleichung  als  Function 
^on  a:  cos  a  —  y  sin  a  und  x^  -f-  y*  betrachtet  werden.  Ebenso  lässt 
sich  5i  =  0  in  der  Form 

X  cos  a  —  y  sin  a  ==  O^x^  +  y*) 

Li«,  Differeatialgleiohuigen.  10 
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schreiben.  Also  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  r 
Elimination  von  a  eine  Function  von  x^ -{- f^  allein,  sodass  ; 
ergiebt: 

oder  auch: 

^^:^  =  Fix'  +  y«). 

Dass  jede  Differentialgleichung  dieser  Art  bei  beliebiger  Wahl 
Function  F  von  rc*  +  y*  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen 
stattet,  wissen  wir  schon  aus  dem  letzten  Beispiel  des  §  5,  6.  Kaj 
Auf  einem  weniger  künstlichen  Wege  wären  wir  zu  dieser  Diffe: 
tialgleichung  durch  Einführung  canonischer  Variabeln,  nämlich 
Polarcoordinaten  r,  <p,  in  die*  Gruppe  der  Rotationen  gelangt  D 
nämlich  lauten  die  Gleichungen  der  Gruppe  einfach 

Ist  also 

die  Gleichung  der  Ausgangscurve  in  Polarcoordinaten,  so  stellt 

G)(r,  9  +  a)  =  0 

die  invariante  Curvenschar  dar.  War  die  ursprüngliche  Curvengleicln 
€a{r^,(Pi)  =  0  frei  von  q>^,  so  enthält  auch  die  neue  den  Paramet( 
nicht,  d.  h.  jede  Curve  r  ==  Const.  ist,  wie  wir  ja  auch  schon  wis 
Bahncurve.    Eine  invariante  Curvenschar  ist  also  die  Schar  der  Er 

ic^  +  y*  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

xdx  +  ydy  =  0. 

Enthält  aber  die  ursprüngliche  Curvengleichung  9^,  so  ist 

(ö(r,  gj  -{-  a)  =  0 
oder  aufgelost 

<p  —  f(r)  =  Const. 

eine  invariante  Schar.    In  rechtwinkligen  Coordinateu  lautet  sie  et' 

arc  tg  -  —  JPi  (x^  +  y2)  =  Const 

« 

und  ihre  Differentialgleichung  hat  die  Form: 

-t^^  =  Fix"  +  y«). 
x  +  yy  ^       '    ^  ^ 

Da  diese  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Rotation 

df   .       cf 
^  dx    ^        dy 

gestattet,  so  liefert  Theorem  8  einen  Multiplicator  derselben.  Zu  diei 
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wecke  muss  aber  die  Differentialgleichung  erst  linear  in  y   gemacht 
erden: 

{x  -  yF{x^  +  y'))dy  -  (y  +  xF{x^  +  y^))dx  =  0. 

!s  ergiebt  sich  alsdann  der  Multiplicator: 

1 1 

{x  —  yF)x  +  (y  +  xF)y        x»  +  y* ' 

Q  der  That  ist: 

x-yF(x^  +  y^)  .     _  y  +  xF(x'  +  y')  ^^ 
x»  -f  t/«  "  X*  +  y« 

in  Yollstandiges  Differential. 

Die  eingliedrige  Gruppe  der  BotcUionen  um  den  Anfangspunkt  lässt 
Iso  ausser  der  Differentialgleichung  ihrer  Bahncurven: 

xdx  +  ydy  =  0 

^  alle  Differentialgleichungen  von  der  Form 

"^y^  =  F(x'  +  y') 
X  +  yy  "^       '   ^  ^ 

nvariant.     Eine  derartige  Differentialgleichung  besitzt^  wenn  sie  in  der 

{x  —  yF)dy  —  (y  +  xF)dx  =  0 
tschrieben  toird,  den  Multiplicator     ,  ,     ,  •  *) 


5.  Beispiel:     Auch  die  Gleichungen  Diff^e*ti 

gleiohung 
Tster  Ord- 
nung in  x,y. 


7)  ^1  "^  ^;       yi  =  y  +  «9(^)  erntet  Ord- 

teilen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.     Wenn  man  nämlich  ansetzt: 

^2  =  ^i;   ^2  =  yi  +  ?i  9(^1), 

0  folgt  durch  Elimination  von  x^^  und  y^i 

Xi  =  x,    y2  =  y  +  ia  +  aj)  <p{x). 

öl  die  bei  dieser  Gruppe  invarianten  Differentialgleichungen  zu  finden, 
ihren  wir  alle  Transformationen  derselben  zunächst  auf  eine  Curve 
is,  deren  Gleichung  frei  von  y  isi  Offenbar  bleibt  sie  invariant,  sie 
t  Bahncurve  wie  alle  Curven  der  Schar 

X  =  Const. 

it  der  Differentialgleichung 

dx  =  0. 


*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt 

10 
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Enthält    dagegen    die   Gleichung   der   beliebig   angenommenen  Cune 
wirklich  y,  ist  sie  also  in  der  Form 

y  -  i,{x)  =  0 

darstellbar ;   so   führen   die  Transformationen   der  Gruppe  sie  in  die 

Schar  über: 

y  —  a(p(x)  —  if(x)  =  0. 

Ihre  Differentialgleichung  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

dy  —  ia<p(x)  +  i;\x))dx  =  0 

und  Elimination  von  a  in  der  Form 

Setzen  wir 

g>'(«) 


(8) 


<p{x) 
und 


0{x) 


so  nimmt  sie  die  Gestalt  an:  ^ 

dy  —  iO{x)y  +  W{x))dx  =  0 
oder 

t/  -  0(x)y  -  W(x)  =  0, 

ist  also  eine  sogenannte  lineare  Differentialgleichung. 

Umgekehrt  können  wir  zu  jeder  linearen  Differentialgleichung 

(9)  y'-0{x)y--  W{x)=0 

eine  eingliedrige  Gruppe  (7)  angeben,  welche  sie  gestattet.  Wir  brauchen 
ja  nur  rückwärts  aus  (8)  <p  und  ^  zu  bestimmen.    Es  kommt: 


lg  g)(x)  =  I  0(x)di 


^  ^  IX 
oder 

und 

t'(x)  —  ^(a;)  •  0{x)  =  W(x), 

woraus  sich  tl;  bestimmen  lässt. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 

y  -  0(x)y  —  W{x)  =  0 

gestattet  mithin  die  eingliedrige  Gruppe 

Xi=x,    yj^=y  +  ae^ 

Diese  eingliedrige  Gruppe  besitzt  die  infinitesimale  Transformation 

r^{x)dx  df 

dy 
Also  bat  unsere  Differentialgleichung  nach  Theorem  8  den  Multiplicator 
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Q  der  That  ist 

io  Yollstandiges  Differential. 

Die  allgemeine  lineare  Differentiaigleichung 

f/  -  0{x)y  -  W{x)  -  0 
^ä  den  MuUiplicator 

Indem  man  das  Integral  durch  Quadratur  bestimmt,  findet  man 
!e  bekannte  Form  desselben. 

Diese  Theorie  lässt  sich  auch  folgendermassen  entwickeln:   Sei 

0)  ^  -  9{x)y  -  W(x)  =  0 

ne  beliebige  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  und  y  =  y^  eine 
irticulare  Lösung  derselben,  während  z  die  allgemeine  Losung  der 
rkürzten  Gleichung 

11)  ^  -  9ix)g  =  0 

edeute.     Alsdann  ist: 

ad  demnach  auch 

ine  Losung  von  (10)  und  zwar,  da  sie  eine  Constante  c  enthält,  die 
llgemeine  Lösung,    g  hat  nach  (11)  die  Form: 

nd  es  ist  also 

fir  können  dies  auch  so  aussprechen:    Jede  Transformation 

^1  =  ^;    yi=y  +  ceJ''^^'^^'  =  y  +  c0 

Ihrt  die  Gleichung  (10)  in  sich  über.  Diese  oo^  Transformationen 
3er  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  der  infinitesimalen  Trans- 
lation : 

pf^{9)dx  d£ 

dx 


*)  Auch  dieser  Satz  ist  längst  bekannt 
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oder  z  ^-  y  und  so  kommt  man  zum  selben  Ergebnis  wie  oben. 

können  es  aber  jetzt  so  aussprechen: 

Die  Integration  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung 

y  —  0(x)y  —  ^(x)  =  0 

ist  durch  eine  Quadratur  zu  leisten,  sobald  die  allgemeine  Lösung  i 
verkürzten  Differentialgleichung 

z  —  0(x)z  =  0 

bekannt  ist.    Diese  aber  wird  durch  eine  Quadratur  gefunden. 


Kapitel   9. 
Geometrische  Anwendungen. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  die  Theorien  der  vorangegan^ 
Kapitel  in  ausgedehnter  Weise  auf  eine  Beihe  an  sich  interess 
geometrischer  Probleme  anwenden.  Wir  heben  jedoch  hervor,  das 
Entwickdungen  dieses  Kapitels  in  der  Folge  nicht  unentbehrlich 
Der  erste  Paragraph  wird  jedem  Leser  yerstandlich  sein,  währen 
übrigen  Paragraphen  beim  Leser  die  Kenntnis  der  Grundzüge 
Flächentheorie  voraussetzen.  Nur  noch  §  3  macht  hiervon  eine 
nähme,  der  ein  Problem  über  gewisse  Differentialgleichungen  behai 
das  eine  gute  Übung  in  unseren  Theorien  liefert 

Hiemach  mag  der  Leser  selbst  darüber  entscheiden,  wievi 
von  diesem  Kapitel  mitnehmen  will. 

§  1.     Geometrisohe  Deutung  des  Integrabilitätsfaotors. 

Bei  den  geometrischen  Anwendungen  unserer  Theorien  er' 
sich  eine  sehr  einfache  und  schöne  geometrisdie  Deutung  des  Int 
bilitätsfactors  von  grossem  Nutzen.    Diese  soll  jetzt  abgeleitet  we: 

Wenn  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
die  infinitesimale  Transformation  ^ 

gestattet,    so    besitzt   sie    nach   Theorem   8  des  §  1,   6.  Kapitel; 
Multiplicator 

M  = i—  . 


ry 
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Es  mögen  nun  o  (a?,  y)  =  Const.  die  Integralcurven  der  Dififeren-  '^^  ^^j^ 
tialgleichung  sein.  Alsdann  wird  die  infinitesimale  Transformation  ^/^gj^en  d©Ü 
jede  Curve  o  =  c  in  eine  benachbarte  o  =  c  +  ^c  überführen.    Dabei  ^"gj'^j®* 

beschreibt  jeder  Punkt  (a;,  y)  eine   infinitesimale  Strecke  d^l/6^  +  ^*,    *'**°" 
deren  Projectionen  auf  die  Axen 
gleich  \6t  und  ti^i  sind,   wo  ii  ^^ 

eine  für  alle  Punkte  gleiche  in- 
finitesimale Constante  bedeutet. 
Im  Punkte  (a?,  y)  wollen  wir  uns 
noch  die  Tangente  an  die  hin- 
durchgehende Integralcurve  g)=c 
gezogen  und  auf  ihr  die  Strecke 

yP+nP*  (mit  den  Projectionen  X  und  Y  auf  die  Axen)  abgetragen 

denken  (Fig.  13).  Die  beiden  Strecken  6t  VF+T*  ^öd  /X^T"^ 
bestimmen  ein  Parallelogramm  mit  dem  Inhalt 

Dieses  Parallelogramm  ist  nun  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  inhaltsgleich  mit  dem  Rechteck  über  "/X^  +  ^^  dessen  Höhe 
die  Breite  6s  des  Streifens  ist,  den  die  beiden  Integrarlcurven  o  <=  c 
und  (D  =»  e;  -f-  de  einschliessen,  gemessen  an  der  Stelle  {x^  y).    Es  ist  also: 

oder: 


M= 


in  Worten: 

Satz  1:    Ein  Multiplicator  M  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

'^i  umgekehrt  proportional  dem  Inhalt  des  Rechteckes,  dessen  eine  Seite 
der  Normalabstand  im  Punkte  {x,  y)  eunschen  der  durch  den  Punkt  hin- 
durdigehenden  und  einer  infinitesimal  benachbarten  Jntegralcurve,  die  andere 

die  auf  der  Tangente  dieses  Punktes  abgetragene  Strecke  |/X^  +  F*  ist*). 

Ursprünglich    ist  Lie    zu    dem   obigen  Satze  auf  einem   anderen  zweite  Ab- 
Wege  gelangt,  ohne  mit  dem  BegrifiF  der  infinitesimalen  Transformation  geometri- 
zu  openeren,  namlicn  so :  tung  de« 

Es  seien  dx  und  dy  die  Projectionen  der  Breite  ds  des  von  zwei    caton. 
Wachbarten  Integralcurven  o  =»  c  und  od  ^^  c  -]-  de  eingeschlossenen 


*)  Lie,  Geaellseh.  d.  W.  zu  Christiania  1874. 
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Streifens   an   der   Stelle   {Xj  y).     Da   diese   Breite   ds   senkrecht  zi 
Tangente  der  Curve  cd  «=  c  ist  und  die  Richtung  ^  j  andererseits  d 

Tangente  die  Richtung  -^  besitzt,  die  sich  aus 

dm  ^  J^  dx  -i-  -J^  dy  =  0 

bestimmt,  so  ist 

dx dy 

dm       dto ' 

dx        dy 
also  etwa 

ft  -  dm         ft  -  dm 

Demnach  ist  auch: 

dm         I  ^^  jt 

Nun  ist  -^  dx  •{'  -J^  Sy   die  Änderung,   welche   (o(x,  y)  beim  Foi 

schreiten  längs  ds  erföhrt,  wobei  die  Curve  m  =>  c  in  die  benachbar 
o  =  c  +  ^c  übergeht.    Jene  Änderung  ist  also  gleich  de.    Ferner  i 

ydx^  +  ^y*  '=  ^5  uß<J  endlich,  wenn  M  einen  Multiplicator  der  Di 
ferentialgleichung  bezeichnet: 

dm  ^  -^  dx  -^  J^  dy  ^  M{Xdy  —  Ydx) , 
daher 

dx  '      dy  ' 

sodass: 


(^j  +  (^y  ^  ^'(^' + Y*) 


dy 

wird.     Unsere  obige  Formel  (1)  liefert  also 

de  Ss 


oder 


als  Multiplicator  unserer  DijQTerentialgleichung.  Der  Zuwachs  de,  i 
(D  beim  Übergang  von  einer  Curve  co  =  c  zu  einer  benachbart 
(0  =  c  +  de  erfährt,  hat  längs  der  Curve  co  =  c  denselben  Wert  ui 
ist  somit  eine  Function  von  o  allein.     Welche  Function  von  o  di 
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kt,  ist  gleichgültig;  da  der  Multiplicator,  mit  einer  beliebigen  Function 
des  Integrals  multipliciert,  wieder  in  einen  Multiplicator  übergeht. 

Diese   geometrische  Deutung   des   Multiplicators   wollen   wir   zu- 
iMchst  auf  einige  sehr  einfache  Beispiele  in  Anwendung  bringen. 

1.  Beispiel:  Wenn  man  auf  allen  Normalen  einer  vorgelegten  Curve  Beispiele. 

gleichlange  Strecken  n  abträgt^  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  neue 
Curve.  Lässt  man  n  variieren,  so  erhält  man  eine  Schar  von  oo^ 
Curven,  welche  bekanntlich  die  Parallelcurven  zur  ursprünglichen  Curve 
heissen.  Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  einer  solchen 
Farallelcurvenschar  lässt  sich  stets  durch  eine  Quadratur  integrieren, 
denn  man  kann  einen  Multiplicator  derselben  angeben.  Weil  nämlich 
der  Normalabstand  zwischen  zwei  infinitesimal  benachbarten  Parallel- 
cunen  constant  ist,  so  muss  nach  unserem  Satze  1 


ein  Multiplicator  sein.     Also: 

Weiss  man  von  einer  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0,  dass 
ihre  Integralcurven  Paralklcurven  sind,  so  ist 

1 


yx*  +  Y* 

^n  Multiplicator  derselben,  sodass  man  die  Integralcurven  durch  eine 
Quadratur  bestimmen  kann. 

Eine  Farallelcurvenschar  besitzt  eine  gemeinschaftliche  Evolute, 
die  Eingehüllte  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen.  Daraus  folgt, 
<iiss  man  die  Evolventen  einer  vorgelegten  Curve  stets  durch  eine  Qua- 
dratur finden  "kann,  was  allerdings  auch  aus  andern  Gründen  evident  ist. 

Z.  B.  die  Evolventen  der  Parabel  y  =  a^  haben  die  Differential- 
gleichung 

2{x  +  Vix?  '-y)dy  +  da?  —  0. 

Daher  muss 

1 


V^{x  +  y^^~^yY  + 1 

ein  Multiplicator  dieser  Gleichung  sein.     In  der  That  ist 

2  (a;  +  yx*  —  y)dy  +  dx 
Yi  (x  +  V^^^~^y  +  1 

^ui  YoUständiges  Differential. 
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2.  Beispid:*)  Die  Efolventeo  sind  Cntren,  welche  eine  Gerad 
scbar  orthogonal  scbneiden.  Man  kann  td^er  auch  die  Differaä. 
gleicfiung  einer  Schar  von  Curven,  welcJie  eine  gegebene  Geradenschar  w 
beliebigem,  aber  conatanten  Winkel  0  achneiden,  durch  eine  Quadre 
int^ieren,  deon  auch  hier  kann  der  Abstand  zweier  inäoitesimal  ben« 
barter  Curven  bestimmt  werden.  Schneiden  nämlich  zwei  infinitesii 
benachbarte  dieser  Curven  auf  ei 
'  alü  Aufangsgerade  der  Schar  gewäU 
Geraden  g^  die  Strecke  Sa^  ab,  so 
stimmen  sie  anf  der  nächsten  Gerai 
ffi,  die  mit  g^  den  Winkel  d9  bi 
die  Strecke 

do,  —  ia„  (1  +  ctg  ©  .  d»), 
auf  der  folgenden  wieder  um  d&  ge; 
ffj    geneigten   Geraden   g^    die  Stre 
da,  —  5o,  (1  +  ctg  ©  .  d»),  also 
Sa,  —  dflo  (1  +  ct^  ©  •  d»)- 
«.  8.  w.,   auf  der  nf*°  Geraden  g,, 
mit  5„  den  Winkel  nd&  bildet,  die  Strecke 

tfa,  =  dflo(l  +ctg©-d*)" 
(Fig.  14).     Lässt  man  n  unendlich  gross  werden,  sodass  nd^  in  ' 
endlichen  Winkel  #  übergeht,  den  eine  beliebige  Gerade  g  der  Gerad 
schar  mit  der  Anfangageraden  g,^  bildet,  so  erhält  man  den  Abscbi 

(Um,=  -)     Sa'^dao{l  +  ctg«-  ^y, 
d.  h,  nach  einer  bekannten  Formel  der  Analysis: 

da^öa^e^"^*', 
und  daher  ist  hier  der  Abstand  ds  der  beiden  Gurren 

ds  Ka  da  '  sin  &  ^  öa^  e'  "^  **  sin  ©. 
Nach  Satz  1  besitzt  somit  die  Differentialgleichung  Xdg  —  Ydx  = 
der  Curvenschar  den  Multiplicator 

g-  »  ctg  » 

Bin  e  yx^  i'» ' 

wo  d  natürlich  eine  Function  des  Punktes  {x,  y)  ist,  nämlich  < 
Winkel,  welchen  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  g  der  \ 
gebenen  Schar  mit  der  Anfangsgeraden  gg  bildet,  und  wo  der  Fac 
sin  @  als  blosse  Constante  gestrichen  werden  kann.  0  ^  -  führt 
rück  zum   1.  Beispiel, 

*)  DieaeB  BeUpiel  wurde  von  Scheffare  angegeben. 
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In  dem  speciellen  Falle^  dass  die  gegebenen  Geraden  sämtlich 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wird  man  auf  die  Bestimmung  der 
logarithmischen  Spiralen  geführt.  Wir  fragen  dann  nach  allen 
CoireA,  welche  alle  von  einem  Punkte 
ausgehenden,  Strahlen  unter  constantem 
Winkel  S  schneiden.  Wählen  wir  den 
Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  zum 
'  Anfangspunkt  und  die  positive  x-Axe 
züin  Anfangsstrahl;  so  ist  ^  der  Winkel, 

dessen  Tangente  gleich  —  ist.   Bezeichnet 

r  den  Radiusvector,  so  ist  offenbar  hier 
(Fig.  15) 

Nun  ist 

^  =  arctg|.,     r  =  Y^~+f] 

berechnet   man  hiernach   dd-   und   dr   und  s^tzt  ihre  Werte  ein,   so 

kommt 

°  xdx  +  ydy 

Bezeichnen  wir  noch  ctg  ®  mit  —  a,  so  können  wir  diese  Diffe- 
rentialgleichung so  schreiben: 

{x  —  ya)dx  +  (y  +  xa)dy  =  0. 

Nach  unserer  Theorie  muss 


ein  Multiplicator  derselben  sein.     Es  ist  hier 

X«  +  r*  =  (x  -  yay  +  (y  +  xay  =  (a;»  +  f)(l  +  «*)• 

Der  Multiplicator  kann  also,  da  constante  Factoren  gestrichen  werden 
dürfen,  in  der  Form  angenommen  werden 


In  der  That  ist: 


a  arcig  — 


Yx^  +  y« 


(x  —  ya)dx  +  (y  +  xck)dy   «  "ctg  — 
—  6 


6Jn  vollständiges  Differential,  nämlich  von 


-/-=—; ö        a»rctg 


Dies  gleich  Const.   gesetzt  stellt  also  die  logarithmiscben   Spinla 
dar,  deren  Winkel  mit  den  Radienvectoren  gleich  arc  ctg  ( —  a)  iii. 

§.  2.     lBOtlienn«n  In  der  Sbene  nnd  anf  krommen  Fl&OhVL 
'"         Die  laothermenscbareB  in  der  Ebene  geben  ein  weiteres  Beispie 
f(lr  die  Anwendung  der  geometrischen  Deutung  des  Mnltiplicaton. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  einer  Isothermenschar  eine  Sclit 
von  06'  Curren,  welche  zusammen  mit  ihren  orthogonalen  Trajectoriet 
ein  Netz  7on  infinitesimalen  Quadraten  bilden. 

Ist 
(2a)  Xdy  —  Tdx  —  0 

die  Differentialgleichnng  einer  Isothermenschar,  so  hat  die  dazu  ortho 
gouale  Isothermenschar  die  Differentialgleichung 
(2  b)  Ydy  +  Xdx  =  0. 

Man  kann  nun  diese  beiden   Gleichungen  durch  Quadratur  int< 


Denn  betrachten  wir  zwei  aufeinander  folgende  Curven  der  eine 
und  der  anderen  Schar,  welche  alle  vier  zusammen  an  der  Stelle  (x,  j 
ein  infinitesimales  Quadrat  bilden,  so  haben  die  beide 
Curvenstreifen  des  einen  und  des  anderen  Paares  di> 
ielbe  Breite  äs,  nämlich  die  Quadrateeite  (Fig.  16 
Nach  unserem  Satze  ist  daher 


^^' "'  wo   dt    eine    beliebige   infinitesimale    Zahl    bedeute 

ein  Multiplicator  sowohl  von  (2a)  wie  von  (2b).  Wenn  aber  zw 
Differentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplicator  3f  habe 
so  kann  man  diesen  immer  durch  Quadratur  finden:  Der  Multiplicati 
muse  im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Gleichungen 

3MX  ,  gjfr^Q 

dMT        gJtfX^Q 

erfüllen,  die  sich  umformen  lassen  in  diese: 

I  y  SlgM         ^dlg  M        _  9^  _   »r 

K     dx     -^  ^     dy     "       dx        dy' 

l  ^  '~di       ^  ~d^  dx"^  dy' 

Hieraus  aber  lassen  sieh  — # —  und  — ^-     als   Functionen   von  x, 

dx  Sy 

berechnen.    Ig  M  oder  also  M  selbst  ist  folglich  durch  eine  Quadrati 
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zu  bestimmen.  Hat  man  so  den  Multiplicator  gefunden  ^  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  (2  a)  und  (2  b)  nur  noch 
je  eine  Quadratur,  daher: 

Satz  2:   Ist  Xdy  —  Ydx  =  0  die  Differentialgleichung  einer  Iso- 
Aemienschar  in  der  Ebene,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen. 

Nebenbei  bemerkt  kann  man  hieraus  auch  eine  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafdr  ableiten,  daes  die  Differentialgleichung  (2  a)  eine 

Isothermenschar  darstellt.     Denn  aus  (3)   müssen  sich  — ^ —  und   — ^ — 

80  bestimmen,  dass  die  Integrabilitätsbedingung 

_d_  dlgM  ^   d_  aigJf 
dy     dx  dx     dy 

auch  wirklich  erfüllt  ist.     Stellt  man  diese  Bedingung  auf,  so  erhält  man 

Y 

,   eine  gewisse  Belation  zwischen  X  und  Z,    welche  aussagt,   dass  -^    die 

I   Form  haben  muss: 

^  =  tg(<P(a;  +  iy)  +  W(x  —  iy)). 

Wenn  umgekehrt  diese  Relation  erfüllt  ist,  so  kann  man  lg  M  und  damit 
>    auch  M  bestimmen,  d.  h.  (2  a)  und  (2  b)  haben  eiuen  gemeinsamen  Multi- 

phcator,  woraus  rückwärts  folgt,  dass  die  Breite  jener  beiden  Streifen  an 
!    der  Stelle   (x^  y)    dieselbe   ist,    dass    die    vier    Curven    also    ein    Quadrat 

bilden,  mit  anderen  Worten,  dass  (2  a)  eine  Isothermenschar  definiert 

1  Beispiel:  Die  Differentialgleichung:  Beispiele. 

(2a)  2xydy-(if^  —  x*)dx  =  0, 

welche  eine  Isothermenschar  definiert^   soll  integriert  werden.     Hier 
lautet  die  Gleichung  (2)  der  Orthogonalschar: 

(2b')  {y^  —  a^)dy  +  2xy  dx  =  0. 

Die  Gleichungen  (3)  werden: 

„  -    3  lg  3f   ,    ,  o         V.  dlg  M  j. 


1  (30 


dx     ^^  ^  ^     dy 

/«  ^\d\g  M  c%  d\g  M  j, 

(f-x')-f^-      2xy     -^«       4a; 


;  und  ergeben: 

d\g  M —  4a;         d\g  M         —  4y 

dx  ac'  +  y*'        dy  aj' +  y" 

\    also 

tZ  lg  Jf  =  —  2 r-f— f-^ 

oder 

M= ^ 
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Dies  ist^  wie  es  sein  muss,  ein  Multiplicatgr  von  (2  a');  denn 

2xydy  —  (y*  —  x*)dx 

ist  ein  vollständiges  Differential.  Eine  Quadratur  liefert  das  gesa 
Integral  : 

irf:^  =  Const., 

während  das  Integral  von  (2b')  lautet: 

-r-T — i  =  Const 
a?*  +  y* 

Die    erste   Isothermenschar   ist   die   Schar   aller   Kreise,    welche 

y-Axe  im  Anfangspunkt  berühren^  die  zweite  die  Schar  aller  Er< 

welche  die  rr-Axe  im  Anfangspunkt  berühren. 

2.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 

2xydy  +  (a;^  —  j/*.+  l)dx  =  0 

stellt    eine   Isothermenschar   dar.     Sie    soll    integriert   werden, 
findet  —  die  Ausrechnung  überlassen  wir  dem  Leser  —  den  Mi 
plicator 

M ^ 

-^       4«'y»  +  (x«  -  y«  +  1)' 

und  das  Integral  zunächst  in  der  Form: 

Also  ist: 

"•  +f  -  '  =  Const 

2a; 

die  Isothermenschar.     Die  Orthogonalschar  hat  die  Gleichung 

^l+.y^+±  =  Const. 

Die  ersteren  Curven  sind  alle  Kreise  durch  die  Funkte  y  =  +  ^ 
der  y-Axe,  die  letzteren  die  dazu  orthogonalen  Kieise  (durch 
imaginären  Punkte  a;  =  +  »  auf  der  rc-Axe). 

Beziehung  Um   wcitcrc  Probleme  mit  Hülfe  der  geometrischen  Deutuug 

zwischen  Intcgrabilitätsfactors  zu  behandeln,  leiten  wir  zunächst  den  Hülfssatz 

den  Multi- 

^zwe\er^"  Satz   3:    BcsteM  ztmschen  einem   Multiplicator   M  der   vorgek 

^^^^t^r^ii^i- Bifferentialgleichung 

Xdy  —  Tdx  =  0 

und  einem  Multiplicator  M^  einer  zweiten  vorgelegten  Differentialgleicl 

X^dy—  Y^dx  =  0 
eine  Relation 

M^  =  (p{x,y)M, 


zweier 
fTetenti 
gleichungei 
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I  der  tf>  eine  bekannte  Function  von  x,  y  ist,  so  hann  man  die  beiden 
Mtiplicatoren  durch  eine  QuadraUir  bestimmen,  also  jede  der  beiden 
^erentialgleichHngen  durch  eine  fernere  Quadratur  intf^rieren. 

Im  Fall  9^1   haben   wir  diesen  Satz   echon  oben  (8.  156)  be- 
rieien.    Der  allgemeine  Beweis   ist  fast  genau   derselbe  wie   damals: 
}a  Dämlich  Mj  <=>  ^M  ist,  so  hat  die  Differentialgleichung 
tpX^dy  —  ^pY^dx  =  0, 

lie  sich  mit  der  zweiten  Differentialgleichung  deckt,  denselben  Multi- 
ilicator  M  wie  die  erste  gegebene  Differentialgleichung.  Damit  liegt 
(xr  wieder  der  frflher  betrachtete  Fall  vor,  dass  zwei  gegebene 
lifferentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplicator  haben,  der 
icb  also  durch  Quadratur  (vgl.  die  Formeln  (3))  bestimmen  lässt 

Mit  Hülfe   dieses  Satzes  ist  es  leicht  einzusehen,  dass  man  z.  B.  ^^^^ 
irei  Torgelegte  Differentialgleichungen  *^|^^ 

Xdy  —  Ydx  ==  0,    X,dy  -  r,da^  =  0, 

enn  Integralen rven  ein  Netz  von  infinitesimalen  Parallelogrammen 
ilden,  deren  SeitenTerhältnis  an  jeder  Stelle  x,  y  der  Ebene  bekannt 
it,  durch  im  ganzen  drei  Quadraturen  integrieren  kann.  In  der 
liat,  es  besteht  dann  zwischen  den  infinitesimalen  Farallelogramm- 
eiten  8a  und  Sa^  an  der  Stelle  {x,  y)  eine  bekannte  Beziehung  von 
w  Form: 

h  sich  in  dem  Parallelogramm  die  Seiten  wie  die  Höhen  8s  und  d«, 
erbalten,  so  ist  also 

^ -♦(»''»)• 

odererseits    aber    sind    Ss    und    ds^    die   Breiten    der   von   je    zwei 

itegralcurven  der  einen  und  der  anderen 

iETerentialgleichung  gebildeten  Streifen 

1  der   Stelle   (x,  y).     (Fig.   17.)     Be- 

lichnet    8t    eine    infinitesimale    Zahl, 

)  sind  also 

M=- 


jtf.  =  - 


a»,V'x,'+  r,'  Fl«  IT. 

loltiplicatoren    der    beiden    Differentialgleichungen    (nach    Satz    1). 
fegen  der  obigen  Beziehung  zwischen  Ss  und  As,  kommt  dann: 
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d.  h.  zwischen  den  Maltiplicaioren  M  und  M^  besteht  eine  Bezieh 
von  der  Form^  wie  sie  in  Satz  3  vorausgesetzt  wurde.  Demn 
verlangt  die  Bestimmung  von  M  und  M^  nur  eine  Quadratur,  i 
zweite  Quadratur  liefert  das  Integral  der  ersten,  eine  von  di( 
Quadratur  unabhängige  dritte  Quadratur  das  der  zweiten  Differeni 
gleichung. 

Also  gilt  der  folgende  Satz^  von  dem  Satz  2  nur  ein  Spec 
fall  ist: 

Satz  4:  Weiss  man,  dass  die  Integrälcurven  jstveier  vargdei 
DifferenticUgleichimgen 

Xdy  —  Yd^  =  0,    X^dy  —  Y^dx  =  0 

die  Ebene  in  solche  infinitesimale  Parallelogramme  zerlegen ,  dass 
Verhältnis  der  Seiten  des  an  der  Stelle  (x,  y)  befindlichen  ParaUelogran 
gleich  einer  bekannten  Function  ^{x,  y)  des  Ortes  ist,  so  verlangt 
Integration  der  beiden  Differentialgleichungen  im  ganzen  drei  Quadratm 

Dieser  Satz  hat  auch  für  die  Bestimmung  von  Curvenscharen 
einer  krummen  Fläche  Bedeutung.    Wir  zeigen  dies  an  einem  Beisp 


Lotherraen  Gegeben  sei  eine  Fläche 


auf  flächen. 

z  =  F{x,  y). 

Ein  Punkt  auf  ihr  wird  durch  die  Coordinaten  x,  y  bestimmt^  da 
die  allein   wegen  z  =  F(x,  y)  sich   alle  Gleichungen  von  Curven 
der  Fläche  ausdrücken  lassen.    Vorgelegt  sei  nun  noch  die  DiflFerent 
gleichung  einer  Isothermenschar  auf  der  Fläche: 

(4)  Xdy  —  Ydx  =  0, 

wo   also  X  und  Y  gegebene  Functionen  von  x,  y  bedeuten.     Sie  i 
integriert  werden. 

Zunächst  kann  man  die  Differentialgleichung  der  orthogona 
Isothermenschar  aufstellen.  Es  seien  nämlich  zur  Unterscheidung  c 
diy,  d^z  die  Incremente  von  Xy  y,  z  längs  einer  Isotherme  die 
zweiten  Schar  im  Punkte  {x,  y,  z),  während  dx,  dy,  dz  die  Increme 
von  X,  y,  z  längs  der  durch  den  Punkt  {x,  y,  z)  gehenden  Isothei 
der  ersten  Schar  bedeuten  sollen.  Da  beide  Isothermen  sich  se 
recht  schneiden,  so  ist 

(5)  dx  •  d^x  +  dy  •  d^y  +  dz  •  d^z  =  0. 

Ferner  ist  wegen  z  =  F(Xj  y),  wenn  ^  und  -g—  zur  Abkürzung  i 
p  und  q  bezeichnet  werden: 
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irch  Elimination   von  dx,  äy,  ds,  ä^e  aus   (4),  (5)  und   (6)  geht 
I  die  Differentialgleicliung  der  zweiteu  Isothermenscbar  hervor: 

(m  +  9")  +  ^PlHS  +  (X(l  +  !-■)  +  Ypq)d,Z  -  0. 

Die  Gleichungeti  (4)    und   (7),   die   Ton   e  frei    sind,    kann  man 

itSrIicb   auch  auffassen  als  die   Differeüiial  gleich ungen  der  Curven- 

laren,   welche    die  Projectionen    der  beiden   IsothermeuBcharen  auf 

(xy)-Ebene  sind.     Die   Gleichung  (7)   wollen   wir  abkürzend  auch 

schreiben: 

0  ^Ay—  ytd,x  =  o. 

ie  Isothermen  auf  der  Fläche  teilen  diese  in  inÜDiteBimale  Quadrate 
zwar  habe  das  an  der  Stelle  (x,  y)  befindlicbe  Quadrat  die  Seiten- 
itige  ds.  Die  Projectionen  der  Quadrate  auf  die  (x^)-Ebene  sind 
krallelogranime  {Fig.  18)  und  das  Verhältnis  der  Seiten  Ss  und  Ätfi 


tpdx   -{-  qdy  —  ds   = 
[pd^x  +  qii,y  —  d,e  '^ 


-0. 


ja  Sa  und  d0. 


ieser  Parallelogramme  lasst  sich  berechnen.     Ei 
B  Projectionen    von    ds   auf  die  (ary) -Ebene, 
id  zwar  ist  das  eine  Mal  äs  zur  (3;y)-Ebene 
iter  einem   Winkel  gi,  das  andere  Mal  unter 
uem  Winkel  tpi  geneigt,  wo 

cos*  cp  -»  ^  ,  ,  j  ,  ,   ,  , , 
2  dig'  +  diy' 

'-  Die  Parallelogrammseiten  verhalten  sich 
.  einander  wie  cos  g:  zu  cos  9), .  Diese  Cosinus  aber  lassen  sich 
I  FoBctioneD  von  x  und  y  allein  darstellen,  denn  es  ist  nach  (4) 
Id  (6): 

id  nach  (70  und  (6): 

cos*  (p^  =  -, 


+  Y,^+^px,+qy,)' 

Es  liegt  hier  mithin  der  Fall  vor,  auf  welchen  sich  Satz  4  be- 
wht:  Wir  wissen,  daas  die  Integraicurven  der  vorgelegten  Differential- 
[leiehungen  (4)  und  (7)  oder  (7'),  diese  aufgefasat  als  Differentialglei- 
dmugen  in  der  (3:j)-Ebene,  die  Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme 
Wien,  deren  Seiten  in  einem  Verhältnis  coa  ip :  coa  tp^  stehen,  daa  als 
hnction  des  Ortes,  d.  h,  ala  Function  von  x  und  y,  bekannt  lat. 
Die  beiden  DifTerentialgleichnngen  lassen  sich  somit  durch  drei  Quadra- 
*n  integrieren.     Dadurch   werden   die  Projectionen   der  Isothermeu 

1>U,  DUhnnliftlgUicIiuug.'ii.  11 
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und  folglich  diese  selbst  bestimmt.     Die  Integration  der  ersten  Glei- 
chung (4)  benötigt  nur  zwei  von  diesen  drei  Quadraturen.     Daher: 

Satz  5:  Ist  eine  Isothermenschar  auf  einer  gegebenen  Fläche  durA 
ihre  Differentialgleichung  definiert^  so  kann  die  Integration  der  letzteren 
durch  sswei  Quadraturen  geleistet  werden. 

Übrigens  werden  wir  die  ZurückfÜhrbarkeit  der  Integration  später 
auf  einem  anderen  Wege  in  eleganterer  Weise  darthun  (vgL  §  4). 

Bemerkt  sei  noch,  dass  sich  überhaupt  der  Satz  4  auf  krumme 
Flächen  ausdehnen  lässt,  denn  bilden  auf  einer  solchen  zwei  durch 
ihre  Differentialgleichungen  vorgelegte  Curvenscharen  infinitesimale 
Parallelogramme,  deren  Seitenverhältnis  eine  bekannte  Function  des 
Ortes  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  Projectionen  dieser  Curvenscharen 
auf  die  (a;j/)-Ebene.     Satz  5  ist  also  nur  ein  Specialfall. 

§  3.     Integration   dreier  Differentialgleichungen   erster  Ordnung  in 
X,  y,  welohe  mehr  als  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation 

gestatten. 

Um  im  folgenden  §  4  auf  elegante  Weise  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Integration  von  Differentialgleichungen,  welche  Curvenscharen 
auf  krummen  Flächen  definieren ,  ableiten  zu  können,  schicken  wir 
jetzt  eine  Theorie  voraus,  die  auch  abgesehen  von  dieser  ihrer  nach- 
herigen  Verwertung  Interesse  darbietet. 
TOntiaSi^i-  Es  seien  drei  Differentialgleichungen 

ohungen  mit  xr     7  xr    7  r\ 

Integralen  {-^x^ty  —    l^aX  =  U, 

"'''"^'  (8)  \x^dy-Y\dx  =  0, 

\x^dy  —  Y^dx  =  0 

vorgelegt,  und  es  sei  ferner  vorausgesetzt,  dass  ihre  Integrale  sich  in 
solcher  Form  m,  t;,  tc  annehmen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  eioe 
lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  A,  fi,  v  besteht: 

ku  +  f*t;  +  ^^  ^  0- 

Wir  können  zeigen,  dass  ihre  Integration  durch  im  ganzen  drei 
Quadraturen  geleistet  werden  kann. 

Natürlich  sind  die  Constanten  A,  fi,  v  alle  verschieden  von  Null 
Mit  u  ist  auch   ku  ein  Integral  der  ersten  Differentialgleichung  (8)* 
Ebenso  ist  auch  ftt;  ein  Integral  der  zweiten  Differentialgleichung  (8) 
und  —  VW   eines   der   dritten.     Jene   lineare  Relation   darf  also  ins* 
besondere  so  angenommen  werden: 

Es  muss  nun  Multiplicatoren  üf^,  Jf^,  M^  geben  derart^  dass  identiscfc^  • 
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du  =  M^iX^dy  —  Yidx)y 
9)  dv  =  M^iX^dy  -  Y^dx), 

dw  =  M^{X^dy  —  T^dx) 
Bt.      Wegen  dw  =  du  +  dv  folgt  aber  hieraus: 

JfjXg  =  M^X^  +  M^X^y 

M,Y,  =  M,Y,+M,Y,, 
and  also  durch  Elimination  Yon  M^i 

M,{X,Y,  -  X,Y,)  +  M,{X,Y,  -  XsF,)  -  0, 

If     =    —    ^i  ^8  —  ^8  ^1    JLf 

Zwischen  den  Multiplicatoren  M^  und  Jifj  der  beiden  ersten  Differential- 
gleichungen (8)  besteht  also  eine  bekannte  Beziehung  von  der  Form: 

M^  =  q>{x,y)M^. 

Nach  Satz  3   des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  folglich   M^    durch 
eine  Quadratur  bestimmen.     Damit  ist  dann  auch  M^  und 

gefunden.     Nun  berechnet  man  durch  je  eine  Quadratur  aus  (9)  auch 
t(  und  V  und  kennt  damit  ohne  weiteres  das  Integral  w  =  u  -^^  v. 

Satz  6:  Weiss  man  von  drei  gewohnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  x,  y,  dass  sich  ihre  Integrale  in  solcher  Form  w,  v,  w 
vMen  lassen  j  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Relation  mit  constanten 
Coeffidenten  besteht,  insbesondere  etwa  diese:  ««;  e^  w  +  v,  so  kann  man 
sie  aUe  drei  durch  im  ganzen  drei  Quadraturen  integrieren. 

Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen  den  drei  Differential- 
gleichungen noch  in  anderer  Weise  charakterisieren.  Zu  dem  Zwecke 
wollen  wir  einmal  alle  infinitesimalen  Transformationen  aufsuchen, 
welche  alle  drei  Differentialgleichungen  gemeinschaftlich  gestatten. 
Wir  fähren  dazu  am  besten  neue  Veränderliche  ein,  etwa  die  Integrale 
tt  und  t;  der  beiden  ersten  Gleichungen.  Dann  nehmen  die  drei 
Differentialgleichungen  die  einfachen  Formen  an: 

du  =  0,    dv  =  0,     dti  -}-  rfv  =  0. 

Soll  die   erste   die   in    den    neuen    Veränderlichen  w,  v   geschriebene 
ii^nitesimale  Transformation 

Tr/-=9(«,t;)|{+^(«,t;)|{ 

gestatten,  so  darf  das  Increment,  das  Wf  dem  u  erteilt,  nur  von  u 

11* 


164  Kapitel  9,  §  3. 

abhängen.    Soll  die  zweite  sie  gestatten,  so  darf  analog  das  Increment 
von  V  nur  von  v  abhängen,  sodass  also  Wf  zunächst  die  Form  hat: 

Die  dritte  Differentialgleichung  du  -^  dv  ^=^0  ist  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

(7/*=  ^^  —  -^  =  0 
'        du       dv 

äquivalent.     Soll  sie  Wf  gestatten,  so  muss  nach  Theorem  9  des  §  2 
des  6.  Kap.  eine  Relation  bestehen  .v 

(WC)  =  XGf. 
Ausgerechnet  kommt: 

-  9  {u)  ^-  +  ^  (t;)  ^  =3  A  (g^  -  ;^| , 


d.  h. 

und  somit: 


sodass 


g)'(u)  =  tlf\v)  =  Const. 

q)(u)  =  a  +  et«, 
^(v)  =  6  +  cv, 

Wf={a  +  cu)l^-{-(b  +  cv)^^ 


wird.     Unsere  drei  Differentialgleichungen  gestatten  also  die  drei  in- 
finitesimalen Transformationen: 

df      df  dt    ,       df 

du^     dv'        du*^      dv' 

die  sich  durch  Nullsetzen  je  zweier  Constanten  ergeben,  und  jede, 
welche  sich  aus  diesen  linear  mit  constauten  Coefficienten  a,  h,  c  zu- 
sammensetzen lässt,  also,  wie  wir  uns  ausdrücken,  von  ihnen  abhängig  ist 
Satz  7:  Lassen  sich  die  Integrale  dreier  gewöhnlicher  DifferenÜd- 
gleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  auf  solche  Formen  u,  v,  w  bri$igen, 
dass  w  ^u  -{-  V  wird,  so  gestatten  die  drei  Gleichungen  gemeinsdiaftliA 
gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  TransformaHcnen. 
Dieselben  lassen  sich  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  u, « 
auf  die  Form  bringen: 

df      df      ^df.^  df 
du'     dv'        du*        dv' 

Dur^^ti»!-         ^^^  werden  nunmehr  durch  ein  allerdings  längeres  Baisonnement, 

gieichuügen^Jas  jcdoch  gutcu   Übungsstoff  für  früher  Vorgetragenes  bietet,    um- 

^^■^•^^ gekehrt  einsehen,  dass  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 

haben,    x,  ff,  wclchc   gemeinsam    mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation 


i 
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JUptatteD;  gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
Ktaiationen  zulassen.     Wir  werden  dadurch  zu  dem  Satz  gelangen'^): 

Satz  8:.  Wenn  drei  gewöhnliche  DifferenticUgleichungen  erster  Ordnu/ng 
M:»f  y  gemeinschafäich  mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
Wftenj  so  lassen  sich  ihre  Integrale  auf  eine  solche  Form  u,  v,  w  bringen, 
ÜK  IT  ^  w  +  t?  loird, 

f  Dieser  Satz  wird  übrigens  bei  den  Problemen  des  nächsten  Para- 
dtehen  nicht  benutzt^  kann  daher  auch  übergangen  werden. 
^*  Zum  Beweise  benutzen  wir  wie  vorhin  die  Einführung  zweck- 
riissiger  neuer  Yariabeln.  Wenn  u  ein  Integral  der  ersten  und  v 
ibes  der  zweiten  vorgelegten  Differentialgleichung  ist^  so  benutzen 
ijhr  diese  als  neue  Veränderliche.  Alsdann  haben  die  beiden  ersten 
ISflFerentialgleichungen  die  Form 

du  =  0,    dv  =  0, 

lUirend  die  dritte  zunächst  die  allgemeine  Form  hat: 

dv  —  *(w,  v)du  =  0. 

lach  Voraussetzung  sollen  die  drei  Differentialgleichungen  mehr  als 
ine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation 

itatten.  Wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde,  darf  q>  nur  von  u,  ^ 
von  V  abhängen,  wenn  du  ^=^0  und  dt;  <=  0  diese  infinitesimale 
»formation  gestatten  sollen.     Also  ist: 

(,10)  W=9'(«)|{  +  V'W|{- 

dritte  Differentialgleichung  ist  der  linearen  partiellen  Differential- 
»ehung 

'        du    *         dv 


*)  Der  hier  zu  gebende  Beweis  ist  elementar.  Kürzer  und  eleganter  gestaltet 
%r  nch  durch  Benutzung  der  Theorie  der  Transformationsgruppen:  Daselbst  wird 
keseigt^  dass  alle  mehr  als  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene^  welche  drei  Diffe- 
iaiÜalgleichungen  erster  Ordnung  invariant  lassen,  durch  Einfuhrung  zweck- 
■iniger  Yariabeln  auf  eine  der  beiden  Formen  p,  q^  xp  -\-  yq  und  p,  xp  -{-  yq 

bracht  werden  können.     (Hier  istp  ^  «    ,  3  ^  -ö^  • )    Alsdann  übersieht  man 

-;eht,  dass  die  drei  Differentialgleichungen  die  Form  adx  4-  ^dy  «-  0  haben^ 
.     a  und  b  Constanten  sind.    Die  Integrale  haben  also  die  Form  Oj o?  -|-  biy, 
t-f  &ty>  ^^  "h  ^iV  ^^d  für  diese  ist  der  Satz  evident.    Diese  Methode  he- 
ilte Lie   in  seinen  Vorlesungen.    Die  mehr  elementare  Methode   des  Textes 
^kd  Scheffers. 


166  Kapitel  9,  §  8. 

äquivalent.     Da  sie   Wf  gestatten  soll;  so  muss  nach  Theorem  9  des 
§  2;  6.  Kap.,  eine  Relation  bestehen  von  der  Form: 

oder  ausgerechnet: 

V^^tt    *    ^  dv/  dv       ^  du  ^    ov  cu    '  cv 

Hier  bedeutet  natürlich  q>'  den   Differentialquotienten  -^ ,  ebenso  wie 

th'^  3^  sein  soll.     Da  diese  Relation  für  alle  Werte  von  f  bestehen 

^         dv  ' 

soll;  so  muss 
und  demnach: 


A  =  —  q)' 


(11)  <3P  ^^  +  ^.^-  =*a>~()pa> 

sein.     Jede  infinitesimale  Transformation  also^   welche  alle  drei  Diffe- 
rentialgleichungen invariant  lässt,  hat  die  Form  (10);  in  der  zwischen 
(p  und  ^  die  Beziehung  (11)  besteht. 
Es  sei  nun . 

eine  dieser  infinitesimalen  Transformationen.    Alsdann  werden  wir  an 
Stelle  von  u  und  v  die  Grössen: 


r  du  r  dv 


als  Veränderliche  benutzen;  wodurch    W^f  in  ^  +  ^  übergeht.    Die 

'beiden    ersten   Differentialgleichungen    lauten    dann   dü  =  0,   c^vs^O 

und  die  dritte  erhält  eine  Form  dv — 4>(w,  t;)dü  =  0.  Wir  können 
deshalb  annehmen;  unsere  Verändlichen  U;  v  seien  schon  so  gewählt; 
dass  eine  der  infinitesimalen  Transformationen;  welche  alle  drei 
Gleichungen  du  =  0;  dv  =  0;  dv  —  Odu  =  0  invariant  lassen ;  die 
einfache  Form  hat: 

02)  Wof^ru  +  w 

Aber  freilich  geht  dies  dann  nicht;  wenn  g>Q  oder  ^^  identisch 
verschwindet.  Diesen  Ausnahmefall  können  wir  aber  schnell  erledigen. 
Ist  nämlich  etwa  ^^^0;  aber  (pQ^ßO^  so  führen  wir  nur  an  Stelle 

/*  du 

iion    /  — --. 

J  9oW 

wir  also  annehmen,  dass   WQf  die  Form  hat 


von  u  die  Function    /  — r^  als  neue  Veränderliche  u  ein.    Dann  dürfen 

0 
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ier   liefert  (11),  da  9^  1,  ^^0  ist,  -^  =0?  d«  b.  die  dritte  ge- 

sbene  Differentiajgleichung  hat  die  Form  du  —  <t{v)dv  =  0.  Indem 
an  dann  —  Jo(v)dv  als  neues  v  einführt,  erkennt  man,  dass  die 
rei   Differentialgleichungen  auf  die  Form 

da  =  0,     rft;  =  0, '   dw  +  dt;  ==  0 

1  bringen  sind,  sodass  das  Integral  w  der  letzten  gleich  der  Summe 
-f-  V  der  Integrale  der  beiden  ersten  ist.  In  diesem  Ausnahmefall 
ad  wir  also  zu  dem  gewünschten  Ergebnis  gelangt,  ohne  die  in 
itz  8  aufgestellte  Voraussetzung,  dass  die  drei  Differentialgleichungen 
ehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  im  Beweise 
»Ilig   benutzt  zu  haben. 

Ist  hiermit  der  Ausnahmefall  erledigt,  so  handelt  es  sich  jetzt 
»cfa.  darum,  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem  eine  der  infinitesi- 
alen  Transformationen  Wf  die  besondere  Form  hat: 

ier   ist  9  e:^  ^  ^  1  und  (11)  liefert  also 

du  '^  dv  ""  ^' 

h.   <2>  ist  eine  Function  von  u  —  v  allein,  sodass  die  drei  vorgelegten 
ifferentialgleichungen  lauten: 

3)  du  =  0,     dv  =  0,    dv  —  a>(M  —  v)du  =  0. 

m  sollen  sie  mehr  als  die  eine  infinitesimale  Transformation  W^f 
statten.     £s  sei  also: 

le  zweite,  von  W^f  unabhängige;  es  dürfen  sich  also  9  und  ^ 
^ht     etwa   auf  eine  Constante   a   reducieren.     Hier   liefert   die   Be- 

iguDg  (11),  da  *  eine  Function  yon  n  —  v  allein  ist,  wenn   ,,   _  > 

rz    mit  4>'  bezeichnet  wird: 

£s  kommt  nun  darauf  an,  diese  Bedingung  zu  interpretieren. 
ibei  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  9  eine  Function  von  u,  ^  eine 
n  V  und  O  eine  von  u  —  v  sein  soll,  und  dass  (p  und  ^  sich  nicht 
ide   auf  eine  Constante  a  reducieren  dürfen.     Man  findet  durch  eine 
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allerdings   etwas  umständliche  Erwägung;   dass  der  Bruch  (14)  eine 
Constante  ist. 

Zum  Beweise  bemerken  wir,  dass  wegen  (14)  jedenfalls  eine  Function 
g  Ton  u  und  v  existiert,  sodass  einzeln: 

q>{u)  —  t(;(t;)  =  q, 

< 

,ip'{u)  —  ^'(v)  =  qSl 


(15) 


ist.  Welche  Form  q  haben  muss,  ist  leicht  zu  sehen,  denn  die  erste 
Gleichimg  giebt  nach  u  und  nach  v  differenziert: 

sodass,  wenn  dies  in  die  zweite  eingesetzt  wird, 

|?  +  |?  =  pÄ 

du    ^    ov        ^ 
hervorgeht  oder: 

du      ^      ov  ^  ^ 

Diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  für  lg  q  ist  äquivalent  dem 
simultanen  System 

du dv d\^  q 

"l  i  ä~' 

vou  welchem  t*  —  v  und  lg  p  —  \Sl{u  —  v)  •  (u  +  «^)  Integrale  sind, 
sodass  zu  setzen  ist: 

lg  ?  -  i  Ä  .  (u  +  v)  =  lg  ^»•(t«  —  i;) 
oder: 

(16)  q=  5fei(«4-)^. 

Hier  bedeutet  W  wie  Sl  eine  Function'  von  u  —  v  allein.     Setzen  wir  d^ 

Wert  (16)  in  die  erste  Gleichung  (15)  ein,  so  kommt: 

(17)  ip{u)  -  '^{v)  =  iFei(«  +  «')^. 

Die  rechte  Seite  soll  sich  in  der  links  stehenden  Form  darstellen  lassen, 
d.  h.  die  rechte  Seite  muss,  wenn  sie  nach  u  und  das  Ergebnis  weiterhin 
nach  V  differenziert  wird,  ebenso  wie  die  linke  Null  ergeben.  Dies  giebt  die 
Bedingung: 

—  ^'  —  \^'Sl  -  ^T'9:{u  +  v)  -  ^^Si\u  +  v)  + 

+  \y[F'+\WSl  +  \iWSl\u  +  v)\  \\Sl  —  \Sl\u  +  t;)]  =  0. 

Hierin  sind  W^  W\  9*"",  ß,  Ä',  Ä"  Functionen  von  u  —  v  allein.  Ausserdem 
kommt  noch  u  -{-  v  vor  und  zwar  quadratisch.  Da  die  Gleichung  für  alle 
Werte  von  m  +  t;  und  u  —  v  bestehen  soll,  so  müssen  notwendig  die 
Coefficienten  von  {u  +  t?)*,  (u  -f-  v)  und  (w  -}■  ^^  einzeln  verschvdnden. 
Dies  liefert  die  drei  Relationen: 


I 
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£ntweder    bl   also  il'^0,    d.  b.  Sl   eine   C'onEtante,   was   wir  beweisen 
wollten,  oder   'F=0.     Dana  aber  giebt  (17J: 

d.  b. 

iro   a  eine  Constanl«  ist.    Die  Möglicbkeit,  (lasa  ip  aud  ^  sich  auf  dieselbe 
CoDsiante  redacieren,  wurde  aber  oben  aiiüdi-Ucklich  auBgesohloBBen. 
Demnacli  bat  sich  ergeben,  ä&ss  Sl  eine  C'oastante  ist. 

Ea   war  Sl  zur  Äbklirzung  für  —  ^  gebraucht.     Es  ergicbt  eich 
liibin,  dass 

*'  =  «(=Ccost.), 
.   h. 

t.      Somit  lauten  unsere  drei  Differentialgleichungen  (13): 
du  =  0,    dv=-  0,    e^'dv  —  ae-'du  =  0. 
Hier    ist  ß  t|:  0.    Wenn  wir  e"  und  —  (te""  im  Falle  o^-O  an  Stelle 
^on  V  und  u  als  Variabein  benutzen,  gehen  sie  über  in; 

du  =.0,     dt)  =  0,     d«  +  du  =  0, 
d-   b.    ihre  Integrale  u,  ti,  w  stehen  in  der  Beziehung  w  ^  u  -|-  ti.     Ist 
=  O,  so  ist  dies  evident,  wenn  —  ««  als  neues  m  benutzt  wird. 
Damit  ist  Satz  8  völlig  bewiesen. 

Wenn   drei  Differentialgleichungen    erster  Ordnung  in  x,  y  vor- 
»gen,   80  sind  drei  Fülle  denkbar.     Entweder  gestatten  sie  meftr  als 
gemeinsehaftliche  infinitesimale  Transformation.    Diesen  Fall  haben 
vrir   soeben  erledigt,  auf  ihn  beziehen  sich  die  Sätze  6,  7  und  8.    Oder 
kber    sie  gestatten  nur  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation, 
ider    endlich  sie  gestatten  keine  gemeinsame. 

Auch  im  zweiten  Fall  kann  man  die  Integration  auf  Quadraturen 
Korückfilhren,  indem  sich  alsdann  die  betreffende  infinitesimale  Trane- 
fbnnation  drirch  Quadratur  finden  lüsst,  sodass  damit  ein  Multiplicator 
Jeder  der  drei  Gleichungen  zu  bestimmen  ist.  Wir  werden  jedoch 
ierauf  nicht  naher  eingeben. 

§  4.     Amrendiingen  auf  Probleme  der  Fläcbentheorie. 
"Wir  werden  die  im  vorigen  Faragraplieu  entwickelte  I ntegrations- 
liheorie   auf  einige  Probleme   anwenden,  die   sich  auf  die  BeshmmUHg 
gewisser  Curvcnsciiaren  auf  geijeheiicn  Flädien  heeielicn. 
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Auf  einer  krummen  Fläche  sind  drei  Doppelscharen  von  je 
oo^  Curven  von  besonderem  Interesse,  nämlich  die  Haupttangentm- 
curven  oder,  wie  man  sie  auch  nennt,  die  asymptotischen  Qurven,  die 
Krümmungslinien  und  die  Minimalcwrven,  d.  h.  die  (imaginären)  Curren, 
deren  Bogenelement  ds  =  0  ist.  Wir  nennen  diese  Scharen  Doppd- 
scharen,  weil  durch  jeden  Funkt  der  Fläche  im  allgemeinen  zwei 
Curven  jeder  Art  hindurchgehen,  analytisch  ausgedrückt:  weil  die 
Differentialgleichungen  dieser  Scharen  hinsichtlich  der  Differential- 
quotienten quadratisch  sind. 

Wenn  nämlich  die  Punkte  der  als  gegeben  betrachteten  Fläche 
durch  zwei  Parameter  u,  v  bestimmt  werden  und  wenn  e,  f,  g  die 
Gauss'schen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  E,  F,  G  die  zweiter 
Ordnung   (nämlich   in   Gauss'    Bezeichnung   2),  D\  D"),    aber  noch 

dividiert  durch  t  =^yeg  —  p,   bezeichnen,   so    lautet  die  Differential-, 
gleichung  der  Haupttangentencurven 

(18)  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv'  =  0, 
die  der  Krümmungslinien 

j  dv^    —  dudv    dn^ 

(19)  \    e  f  (7      =0 

\  E  F  G 

und  die  der  Miuimalcurven  von  der  Bogenlänge  Null: 

(20)  edu^  +  2  f dudv  +  gdv*  =  0. 

Die  linken  Seiten  dieser  drei  Differentialgleichungen  lassen  sich  in  je 
zwei  in  du  und  dv  lineare  Factoren  zerlegen,  sodass  wir  also  sechs 
Differentialgleichungen  vor  uns  haben  von  der  Form 

Vdu  —  Udv  =  0. 

Im  allgemeinen  werden  nun  zwischen  gewissen  dreien  derselben 
keine  solche  Beziehungen  bestehen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Para- 
graphen betrachteten.  Besonderes  Interesse  bieten  deshalb  die  Flächen- 
gathmgen  dar,  bei  welchen  die  Integrale  gewisser  dreier  dieser  Gleichungen 
auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  können ,  dass  mmschen  ihnen  ein^ 
lineare  Belation  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Wir  werden  hier 
nur  einzelne  dieser  Fälle  näher  besprechen. 

Sie  beziehen  sich  ihrer  Natur  nach  auf  besondere  Flächengatkingen* 
Dem  gegenüber  lassen  sich  aber  auch  andere  Probleme,  welche  sict 
auf  gewisse  Curvenscharen  auf  ganz  beliebigen  Flächen  beziehen,  mi^ 
Hülfe  unserer  Theorie  erledigen,  so  die  Integration  der  DiiferentiaZ 
Isothermen  glcichung  einer  Isothernienschar  auf  einer  beli^igen  Fläche.  Wir  fandet 
in   §  2,    dass    diese   Integration   immer    durch    Quadraturen    geleist^ 
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enten  kann.  Dies  hat  Jen  folgenden  tieferen  GrunJ:  Man  weiss  aus 
tr  atlgemeinen  Flächentheorie,  dass,  wenn  Mi(m,  r)  =  Coust.  und 
^(u,  v)  ■=  Const  die  Mioiinalcurven  darstullen,  alsdann  jede  Isothermen- 
Öiar  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

f  («■)  +  n»,)  -  ö 

liier  bei  pasaeiider  Wahl  von  u,  und  fj  durch: 

"i  "f"  '-'i  =^  Const. 
brg^stellt  wird.    Demnach  stehen  die  tu  (20)  enthaltenen  Diifereutial- 
lleichungeu  der  beiden  Scharen  von  MlnimalcurTen  und  die  vorgelegte 
ßifferentialgleichung  einer  iBothermeoschar: 

U(ii,  v)dv  -  V(u,  v)dH  =  0 
jetut  bei  beliebiger  Wahl  der  F15ehenparaniet«r  u,  v)  in  der  Beziehung, 
Uaa  zwischen  ihren  Integralen  h, , i;, , !p,  eine  lineare  Relation  «Ci^Mi  +  f] 
teiteht.  Ihre  Integration  verlaugt  also  nach  Satz  6  des  vorigen 
Paragraphen  nur  Quadraturen*).  In  §  2  bewiesen  vrir  dies  auf  einem 
itwas  umständlicheren  Wege. 

Nunmehr  wollen  wir  jene  oben  charakterisierten  Einzelprobleme 
n  einigen  Beispielen  erläutern  und  erledigen. 

1.  Bei^iel:  Yorausgesetzt  wird,  dass  zieischen  den  Differential-  ' 
iti^utyen  der  beiden  Seharen  von  Haupttangentenatrven  und  der  einen 
Üar  WM»  Krummnngslinien  die  Beziehung  hesieht,  wonadt  iJtre  Int^rale 
1),  Aj,  t,  auf  eine  Form  yt^acht  werden  könne}i,  in  tceldier  eine 
hean  SeUUion  mit  eonstankn  Coeff^dmitsn  zwischen  ihnen  slatlßntM: 
i|  *=  Ät  +  *j-  Übrigens  ist  dann  h  =  h^  —  Aj  das  Integral  der 
Üifferentialgieichung  der  Krümmungsliuien  der  zweiten  Schar,  da  die 
Her  durch  einen  Flächenpunkt  geJiendeu  Curven  der  betrachteten  Art 
I  ihm  Kichtungeu  mit  dem  Doppelverhältuis  —  1  haben,  denn  die 
tlapttangentencurvcu  halbieren  die  Winkel  der  Krflmmungslinien, 
pi  da  andererseits  die  Differentialgleichungen  dh,  =  0,  dit^  ■=  0; 
^■\- dhf^O,  dhi  —  dJiy  vier  harmonische  Richtungen  bestimmen, 
bn  kann  dann  nach  unserer  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
loeorie  die  beiden  Scharen  der  Haupttangenten  curven  und  die  der 
IrOmmungslinien  durch  Quadraturen  beatimmen.  Um  nun  aber  zu 
■kennen,  welche  geometrische  Eigentümlichkeit  diesen  jetzt  betrach- 
N«a  Flächen    zukommt,   wollen    wir  für  den   Äugenblick   annehmen, 

*)  Diener  Sats  wurde  laerst  aufgeatellt  von  Lie  io  der  Abhandlung:  „A11- 
(Kneine  Theon'a  der  partiellen  Differentialgleichungen  eteter  Ordnung  (S.  Ableil.)". 
««I.  Aon.  XI  11877),  S.  566.    SpHter  haben  Weingarten  und  Darboui  einen 

^ieUen  Fall  diests  Satzes  bewitatn. 
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die  ParameterliDieii  u  ^  Conat.,  v  =  Const.  seieu  gerade  die  llaii|it- 
tangenteDcurveu.  Dann  ist  nach  (18)  E  ^  G  =  0,  so  daas  diit  Diffa- 
rentialgleichuug  (19)  der  KrUmmungslinien  sich  reduciert  auf: 

iVedu-\-y^dv)  {y'edu  -  Vrjdt)  =  0. 
Nach  Voraussetzung  solleu  sich  die  KrünimuDgslimen  in  der  Form 

<p(ti)  +  ^{v)  =  Const 
ergeben,    denn    <p{u)    und   ^{v)    sind    die   allgemeinen   Integrale  dir 
Differentialgleichungen    du  =  0,    dv  ^0    der    Haupttangenteucurven, 
Folglich  muss  Ye  eich  bis  auf  einen  Factor  q  auf  die  Function  ^(nj, 
yg  sich  bis  auf  denselben  Factor  ff  auf  die  Function  0(u)  reducieren: 

Ye  =  P9>(m),     V9  =  P^Wj 
wo    p   eine  Function   von  u,  v  ist,   sodass    das   Quadrat  des   nogen- 
elementes  der  Fläche  die  Form   erhält,  wenn  f  gleich   ^O') ")?'  &' 
setzt  wird: 

ds'  =  p'(rp(u)du'  +  2xdudv  +  t(v)dv*). 
Wenn  wir  von  dem  Ausnahmefall,  daas  *?  ^^  0  oder  g^O  ist,  d.  b. 
dass  die  eine  oder  andere  Haupttangeatencurvenschar  aus  Minimal- 
curven  besteht,  absehen ,  so  können  wir  durch  Einführung  einer 
Function  von  u  als  neues  ii  und  einer  Function  von  v  als  neues  v, 
wodurch  das  Bisherige  nicht  wesentlich  berührt  wird,  erreichen,  im 
ip{u)^  1,  i>(v)^  1   wird,  sodass  dann: 

ds'  =  p\dti*  +  2xdudv  +  dv») 
ist.  Hiernach  ist  das  Bogenelement,  welches  die  Curven  u  =  Const. 
und  M  +  dw  ^  Const.  auf  einer  Curve  v  ^  Const,  abschneiden,  gieicii 
Qdu,  und  Entsprechendes  gilt  für  die  Bogen  auf  den  CurreD 
H  K^  Const.  Nimmt  man  also  die  beiden  Differentiale  du  und  de 
gleich  gross  an,  d.  h.  überzieht  man  die  Fläche  mit  den  Baapt- 
tangentencurveu  h  ■=  u^,  «  =  !(„+  *j  »  ■=  "o  +  2«,  .  •  .,  i>  =>  ^i 
t)  =  Wo  +  t,  V  =•  Vq  +  2e,  .  .  .,  wo  e  eine  infinitesimale  Grösse  be- 
deute, so  erhält  man  ein  Netz  von  infinitesimalen  Jüiotnben.  Ad 
der  Stelle  (m,  ii)  besitzt  der  betrefi'ende  Rhombus  die  Seite  p(u,  r)i. 
Wenn  umgekehrt  das  Netz  der  Haupttaugentencurven  aus  Rhomben 
besteht,  so  folgt,  dass  Yedu  und  Ygdv  für  du  =  dv  gleich  sind,  d.  b. 
]/c  =  y^  =  p(m,  t>)  ist  u,  8.  w.,  es  ergiebt  sich  also  rückwärts  die 
zu  Anfang  dieses  Beispiels  gemachte  Annahme.  Übrigens  lauten  bei 
unaerer  Wahl  der  Parameter  m,  v  die  Differentialgleichungen  der 
KrUmmungslinien 


du  +  dv  = 


■0, 
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I  h.  die  Krummungslinien  sind,  wie  auch  geometrisch  erhellt,  die 
'iagmalen  jener  Wiombe». 

Satz  9:  Kann  man  auf  einer  Fläche  die  Hauptiangentencnrven  so 
Aat,  dass  sie  ein  Nets  von  infinitesimalcti  Rhomben  bilden,  so  verlangt 
■  hdet/ration  der  IMffeientialgleichvngen  der  Haupttangentencarven  «nd 
)rmmvngsVmien  nur  Quadraturen. 

Zu  den  Flächen  dieser  Art  gehören  insbesondere  alle  Flächen 
pstanten  Gauss'schen  Kriimmungsmasses.  Wenn  mau  nämlich  auf 
per  solchen  Fläche  die  Haupttangentencurven  als  Parameterlinien 
MCoDst^  u  =>  Const.  einfahrt,  so  werden,  wie  Dini  und  Euneper 
Kst  zeigten,  e  und  g  Functionen  von  «  resp.  v  allein.     Älso^folgt: 

Satz  10:  Die  Haupttangentencurvm  und  Krümmungslinien  einer 
%ehe  cmslanter  Krümmung  lass&i  sidi  durch  Quadraturen  bestimmen*). 


Nun  können  wir  übrigens  auch  auf  directem  geometrischen  Wege 
beben,  dasa  auf  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttangenten- 
Irren  in  infinitesimale  Rhomben  zerteilt  werden,  diese  Curven  durch 
^udraturen  gefunden  werden  können. 

Es  seien  nämlich  u,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter,  z.  B. 

ie  Coordinaten  x,  y,  und  es  Bei  q{u,  v)6t,  wo  St  eine  infinitesimale 

jlötse    bedeute,     die     noch    unbektmate 

kitenlänge     des    an     der    Stelle    (u,   v) 

(r  Fläche    befindlichen    Rhombus.     Er- 

Mlen     wir    nun     dem     daselbst    befind- 

äien  Punkt  {x,  y,  e)  die  infinitesimale 

irtwhreitung  gdt  längs   einer  der  hin- 

tchgehenden     beiden    Haupttangenten- 

rrsn   und  verfahren   wir   so   mit  allen 

beo    der   Fläche,    so    geht   offenbar 

Hanpttangentencurre    der    anderen 

Va    in    eine    ebensolche    über.     Auch 

t   Erümmungslinien,    die     Diagonalen 

Rhomben,    werden    unter   einander   vertauscht.     (Siehe   Fig.    19.) 

Diese  geometrische  Thatsache  verwerten  wir  analytisch.     In  dem 

liebig   angenommenen  Parametersystem  ii,  v   hat   das   Quadrat  des 

»genelementes  allgemein  die  Form 

ds*  =  cdu'  +  2fdudv  -\-  gdv*, 

*)  Lie,  Zur  Theorie  der  Pläcbea  coaetanter  Krtimmimg  I.  Archiv  for  Math. 
l'S.axav.  Dd.  Hl  (1879),  8.  346—351.  Vgl.  aach  Bulletin  den  acieneea  msth, 
"  (1881),  U.  Börio,  !>.  79—80. 
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in  der  e,  f,  g  bekannte  Functionen  von  Uy  v  sind.  Indem  wir  die  all- 
gemeine Di£Perentialgleichung  (18)  der  Haupttangentencorven  in  ilire 
linearen  Factoren  zerlegen,  erhalten  wir  die  beiden  Di£Eerenidalglei- 
chungen 

{22)  Adv  —  Bdu  =  0,    Cdv  —  Ddu  =  0 

der  beiden  Scharen  von  Haupttangentencurven.  Es  handelt  sich  danun, 
sie  zu  integrieren.  A,  B,  C,  D  sind  natürlich  bekannte  Funetioneii 
von  u  und  v. 

Wir  suchen  den  analytischen  Ausdruck  jener  oben  betrachteten 
infinitesimalen  Transformation.  Dieselbe  führt  einen  Punkt  (u,  v)  der 
Fläche  längs  einer  Haupttangentencurre  der  Schar 

Adv  —  Bdu  =  0 

bin  zu  einem  infinitesimal  benachbarten  Punkte  (u  -(-  'ti,  t;  -f-  dv). 
Die  Incremente  du  und  dt;  müssen  also  die  Form  haben: 

du  «  XAdt,    dv  —  XBdt 

Nun  soll  die  Verschiebung  die  Länge  gdt  haben.     Nach  (21)  muss 

also  sein: 

Q^dt^  =  edu^  +  2f8u8v  +  gdv* 

oder: 


d.  h. 


Q^  =  k\A^e  +  2ABf+  B^g), 


k  = 


sodass    die    infinitesimale    Transformation    in    u,  v    geschrieben    das 
Symbol  hat: 

du  dv 

9 


yAü  +  ^ÄBf+  B^g' 

wo  das  allgemeine  Functionszeichen  f  statt  f  gewählt  wurde,  weil  f 
schon  eine  andere  Bedeutung  hat.  Allerdings  ist  hier  q  noch  un- 
bekannt. 

Diese    infinitesimale   Transformation    führt    die   Haupttangenten- 
curven  der  zweiten  Schar: 

Cdv  —  Ddu  =  0 

in  sich  über,  lässt  also  diese  Differentialgleichung  invariant.  Nach 
Theorem  8,  §  1,  6.  Kap.  besitzt  mithin  diese  Differentialgleichung 
den  Multiplicator: 

roQN  AT        ^     VÄ^^~+^ÄBr+B^ 


I 

t 
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Gauz  ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  DifTerentialgleichung 
Adv~Bdu^O 
der  anderen  Schar  den  Multiplicator 

^*'  ^*^  ~    p  AD  -  SC 

lesitzt. 

Zwischen  zwei  Multiplicatoreu  M  und  N  der  beiden  Differential- 
gleichungen (22)  besteht  also  eine  bekannte  Relation: 
M  _  ^/C'iT'^'CD/'+'ljJ'g 
N         V  A'e  +  2ABJ  +  B'g 
Kach    Satz  3,  §  2  dieses   Kapitels   lassen   sich   also  auch   M  und   JV 
dnrch    nur   eine   Quadratur    finden.     Mithin    erfordert   die  Integration 
der  beiden  Gleichungen  (22)  im  ganzen  drei  Quadraturen. 

Da  jene  beiden  infinitesimalen  Transformationen  auch  die  Krilm- 
mongslinien  unter  einander  vertauschen,  so  kann  man  für  die  Diffe- 
rentialgleichungen dieser  ähnliche  Multiplicatoren  aufstellen. 

Wenn  insbesondere  jene  Rhomben  constanfe  Seitenlänge  pSt  haben, 
ist  e  E^  1   zu   setzen,  d.  h.  nach  (23)  und  (24)  kennen  wir  dann 
be  Multiplicatoren  M  und  N  und  die  Bestimmung  der  Haupttangenten- 
nrreD   erfordert  nur  zwei  Quadraturen.     Dieser  Fall   tritt,  wie  oben 
erkt,  bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  ein. 

Wir    wollen  diese   allgemeinen   Ergebnisse  an  dem   Beispiele  der 
fläzten  constanter  Krümmung,  icelche  Rofationsfläc/ien  sind,  verificieren. 
:aantlich  kann  man  jede  solche  Fläche  mit  der  s-Ase  als  Rotations- 
darstellen  in  der  Form: 


=jW-- 


y  =  a8mu8 
-  a'  cos*  udu. 


berechnet  man  hier  die  FucdamentalgrÖssen,  so  kommt: 
c  =  A*.  f^  0,      g  ^  a*  sin*  «, 

^      _"^"'""  F=0,     G=  "  sinHl/^^  —  «^ 

Vr-a'coB'u'  '  i  '^ 

tsB   die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven 

Edu''  +  2Fdndv  +  Gdv'-  =  0 

je   Form  erhält: 

k^du^  +  (A*  -  a-  cos*  u)dr'  =  0 

ler,   in  ihre  linearen  Factoren  zerspalten: 

VA»— "ä*co^-"»  .  dv  '^  ildi'  =  0. 
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Natürlich  ist  die  Integratiou  sofort  durch  Separation  der  Variabehi 
zu  leisten.  Wir  wollen  jedoch  unsere  obigen  allgemeinen  Resultate 
verificieren.    Es  ist  hier  zu  setzen: 


^a=yA«  — a*cos*M,    JB  =  a, 
C  =  yj^-  aüö^u,    D  =  -  lA, 


\    ; 


sodass  AD  —  BC  «==  —  2iX  }/A*  —  a*  cos*  u  und: 

A^e  +  2ABf+  B^g  =  X\X^  —  a«), 

also  constant  wird.     Dasselbe  gilt  von 

Die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupttangentencurven  besitzen 
sonach  den  Multiplicator 

oder  auch 


und  das  ist  offenbar  richtig. 

Man   kann  nach    der   analytischen  Bedingung  dafür  fragen,  dass 

eine  Fläche 

z^F{x,y) 

eine  Fläche  der  von  uns  betrachteten  Gattung  ist,  d.  h.  van  ihren  Haupt- 
tangentencurven  in  Bhomben  eerlegt  wird.  Der  Weg  zu  ihrer  Aufstellung 
liegt  offen:  Wir  benutzen  x  und  y  als  Parameter  u  und  v.  Dann 
ist  bekanntlich  y  wenn  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  Ton 
0  nach  X,  y  mit  jp,  q,  die  zweiten  der  Reihe  nach  mit  r,  s,  t  be- 
zeichnet werden: 

e=l+jp«,    f  =  pqy    9=i+q^ 
und  die  Gleichung  der  Haupttaugentencurren: 

rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^  =  0. 
Sie  ist  in  ihre  linearen  Factoren  zu  zerspalten: 

(tdy  +  (s  +  (o)dx)  {{s  +  (o)dy  +  rdx)  =  0, 

sodass  zu  setzen  ist: 

-4  =  —  tf         JB  =  s  +  a), 

C  =  s  -{-  (o,     D  :=  —  r. 

Hierbei  bedeutet  cd  die  Quadratwurzel: 
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'  e(^w- 


Nun  wird: 

A't  +  ■2ABf+  B'g-t'll  +  p')  -  lpqt{,  +  „)+(»+  »)'(1  +s'), 
C»e  +  2CB/-+i)'i,-(»+«>)'(l+P")-2wKä+")  +  '^(l+4')- 
Diese  beideu  Ausdrücke,  sie  seien  zur  Abkürzung  mit  V  und  V* 
bexeicbiiet,  stellen  sich  alao  dar  als  Functionen  der  ersten  und  zweiten 
DiSiereutialquotienten  von  2. 

Wenn  nun  die  Flüche  s  =  Fijc,  y)  eine  Flfiche  der  betrachteten 
Art  ist,  so  mfissen  nach  (23)  und  (24J  die  beiden  DilTerentialgleichungeu 
^er   Haupttangeutencurveu : 

i(25)  V(Ady  —  Bdx)  =  0,     V{C,ly  —  Ddx)  =  0 

«tneu  gemeinsamen  Muttiplicutor; 

P- 
besitzen. 

Weun  umgekehrt  die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupt- 
langentencurven  (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  P  besitzen,  so 
lässt  sich  hieraus  q  bestimmen  und  danach  wieder  rückwärts  eine  infini- 
iesimsle  Transformation  angebeu,  welche  die  eine  Schar  der  Haupt- 
tangentencurTen  invariant  läsat,  u.  a.  w.,  d.  h.  mau  gelaugt  wieder 
LD  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttaugeuten  cur  ven  in  Rhomben 
terlegt  werden. 

Einzige  Bedingung  für  unsere  Fläche  ist  also  die,  dass  die  beiden 
Difiereotialgleichungen   (25)    einen    gemeinsamen   Multiplicator  haben, 
tss   also  eine  Function  P  existiert,  sodass: 

Ox       '  cy  hx  dy    ' 

dy     ^'  dx  dy 


YA- 

ÜC  '- 


ist.      Hieraus  lassen  sich  - 


und 


auf  algebraischem  Wege  be- 


stimmen and  zwar  als  Functionen  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ab- 
leitungen von  B.  Die  einzige  verbleibende  Bedingung,  nämlich  die 
der   lutegrabilität: 

d  d\gP ^  8  gigP 

dy     dx         dx     dy    ' 
uatiiält  also  die  ersten  bis  vierten  DiSerentialquotienteu  von  z. 

XHe  FUidieji  e  =  F{x,  y)  also,  welche  von  ihren  H(uipttangenien- 
cttrven  in  JUiombcn  eerkgt  u>erden,  sind  definiert  durch  eine  partielle 
2>ifferentialgleie>Mng  vierter  Ordnvnff. 

Wenn  wir  insbesondere  verlangen,  dass  die  Fläche  z  ^^  F{x,y) 
Ton    ihren  Haapttangentenciirven   in   Khomben   vou   cotistanler  äeiten- 

Lia,  DiffuFanllalglcicbuuMKu.  12 
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länge  QÖt  zerlegt  werden  soll,  so  ist  in  (23)  und  (24)  p  =  1  an- 
zunehmen,  d.  h.  wir  haben  auszudrücken,  dass  die  Gleichungen 

Ady  —  Bdx  =  0,    Cdy  —  Ddx  =  0 

die  Multiplicatoren 

^  "^  ÄD  —  BC    ^^^^'    ^  "^  ÄD  —  BC 

besitzen.  Dies  liefert  offenbar  gtoei  partielle  IHjferenUaJgleichmgm 
dritter  Ordnung  für  z.  Man  kann  zeigen,  dass  dieselben  nur  yod 
solchen  Flächen  gleichzeitig  erfüllt  werden,  für  die 

- — - — — - — —  s=3  Const. 

(1  +  P'  +  2*)' 

ist,  d.  h.  nur  Ton  den  Flächen  constanter  Krümmung.  Wir  gehen  aber 
hierauf  nicht  näher  ein. 

de^*Kr°m-  ^'  ^^^^piel:  Die  vorliegende  Fläche  möge  nunmehr  die  Eigen- 
"•otoiJSlen  tömlichkeit  haben,  dass  umsehen  den  beiden  Differentialgleichungen  der 
•Ind.  Minimalcurven  und  der  Differentialgleichung  der  einen  Schar  der  Krüni' 
mungslinien  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Beziehung  beM, 
wonach  das  Integral  der  letzteren  sich  linear  mit  constanten  CoeffidenUn 
durch  die  der  beiden  ersteren  abdrückt.  Übrigens  gilt  dann  dasselbe 
von  dem  Integral  der  Differentialgleichung  der  anderen  Erümmungs- 
linienschar,  da  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Minimalcurven  und 
Krümmungslinien  in  diesem  Punkte  vier  Richtungen  mit  harmonischem 
Doppelverhältnis  bestimmen.  Nach  §  3  können  wir  diese  Minimal- 
curven und  Krümmungslinien  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Um  die  geometrische  Eigentümlichkeit  unserer  Flächengattung 
zu  finden,  seien  die  Parameterlinien  u  =  Const,  v  =  Const  die 
Minimalcurven.     Längs   derselben  muss  das  Bogenelement  Null  sein^ 

d.  h.  in 

d^  =  edu^  +  2fdudv  +  ffdv^ 

ist  e  =  ^  =  0.     Es  bleibt  demnach 

ds*  =  2fdudv, 

Die  Differentialgleichung   (19)    der  Krümmungslinien  nimmt  also  die 
Form  an: 

{VGdv  +  YEdu)  {yadv  —  YEdu)  =  0. 

Da  das  Integral  von 

yGdv  +  YEdu^Q 

die  Form  q>{\C)  +  ^(v)  haben  soll  —  denn  q>{ii)  und  ^(v)  sind  die 
allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  du  =  0,  dv  =0  der 
Minimalcurven  — ,  so  sind  E  und  G  von  der  Form: 
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t  f  eine  Function  von  u,  v  bedeutet.  Indem  wir  an  Stelle  von  u,  v 
Kaseiide  Functionen  von  u  allein  und  von  v  allein  als  Parameter 
^fGhren,  erreiclien  wir  insbesondere,  dass 

fini  (wenn  wir  von  dem  Änsnahmefall  E  =  0  oder  G  =  0,  in 
jfeichem  die  KrUmmnngslinien  Minimalcurven  sind,  absehen).  Die 
(rGiDiiiutigslinieu  eiud  dann  gegeben  durch: 
«  +  IV  ^  Const. 
)k  sind  Isothermen.  Um  dies  nachzuweisen  —  ohne  uns  auf  die 
tleorie  der  Isothermen  eyateme  auf  FlUthen  zu  stützen,  nach  der  dies 
(ogenscheinlich  ist  —  führen  wir  nene  Parameter  m,,  r,  ein  vermöge: 

M  +  itj  =  2m,,     u  —  iv-^  2t«i, 
IbdaitB    u,  :=  Const,    v,  =  Const.    die   Erilmmungslinien    sind.     Als- 

ta  ist: 
du  ==  du,  +  tdtf, ,     dv  ="  —  idu,  —  dv, 
JUSO  wird  das  Quadrat  des  Bogenelementes 
['  <?s»  =  2/duiiv  =  —  2if{dUi*  +  d»,"), 

Ib.  längs  der  Krßmmungslinien  u^  ^  Const.,  v,  ^  Const.  haben  die 
ngenelemente  die  Werte  dv,y — 2if  und  du^Y — 2if.  Zieht  man 
wo  die  Krümmungslinien  «  =  «„,  u  ^  u^  -\-  t,  t(  =  «o  -|-  2£,  . . ., 
1=  Vf,,  i>  =  )'fl  +  f ,  t)  ^  r„  +  2e,  . . .,  wo  £  eine  infinitesimale  Zahl 
Weute,  so  bilden  sie  Qitadrate  von  der  Seiteulänge  eY — 2if,  was 
h  beweisen  war, 

I  Wenn  umgekehrt  die  Krümmungsliiiien  einer  Fläche  Isothermen 
Dil,  so  folgt  rückwärts,  dass  man  das  Bogenelement  durch  Ein- 
februng  passender  Parameter  u,  v  auf  die  Form 

j,  ds*  =  2fdudv 

fingen   kann   und  gleichzeitig  «  +  i«  =  Conat.  die  Krümmungalinien 

tnteilt.     Man  gelangt  also  zu  den  ursprünglichen  Flächen  zurück. 

1  11:    Swtd   die   Krümmungslinien   einer   Fläche   fsoUtermen,   so 
man   sie  und  die  Minimalcitrven   der  Fläche  durch   Qualralureti 

k  Übrigens  ist  dieuer  >Satz,  soweit  er  von  den  KrtiiiimungHliuien 
ficht,  nur  ein  Specialfall  des  Satzes  D,  §  2. 

r 

II  Angenommen,  es  seien  «,  v  beliebig  gewühlte  Fiächenparameter, 
I  denen  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds*  =  edti*  +  2fdudv  +  ydv' 
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ist,  uDd  die  Difi'erentialgleicliung  (19)  der  Krilmmungdiiiien  lat 
in  die  beiden  linearen  Pactoren  zerlegen: 

Adv  —  Bihi  =  0,  Cdv  —  Ddn  =  0, 
wo  A,  B,  C,  D  alsdaiin  bekannte  Functionen  von  u,  v  sind,  sO 
sich  ihre  Integration  in  derselben  Weise  wie  im  vorigen  Beispi' 
durchführen,  indem  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  aufstelle 
welche  die  Punkte  der  Fläche  längs  der  einen  Kriimmungslinien  u 
die  intiuitfiäi  malen  Quadratseiten  verschieben.  Diese  beiden  inünites 
malen  Transformationen  lassen  jedesmal  die  andere  Schar  der  Krüo 
inuugslinieu  invariant.     Wie   im   1.  Beispiel   finden   wir   danach,  Ha 


.  s^B 


i  VC. 


+  iCJ)f+D'9 
AD  —  BO 


Miiltiplicator  der  einen, 

N  = 


•  AD -SC 


Multiplicator  der  anderen  Difl'erentialgleichung  der  Krammungslini! 
ist.  ff  ist  hierin  noch  unbekannt,  aber  zwischen  N  and  M  bestii' 
eine  bekannte  Beziehung,  sodass  die  Integration  nach  Satz  3,  g 
geleistet  werden  kann. 

Wenn  mau  die  Coordinaten  x,  y  als  Parameter  u,  v  wählt  dt 
wie  im  1.  Beispiel  die  Bedingung  sucht,  welche  die  betravhteb 
Flächen  s  ^  F{x,y)  erfüllen  müssen,  so  kommt  man  auch  hier  a 
eine  partielle  Differmtialgleicliung  vierter  Ordnung,  die  aus  einer  Inl 
grahilitätsbedingung  hervorgeht.  Diese  partielle  Difl'erentialgleicbui 
aller  Flächen,  deren  KrUmmungsliuien  Isothermen  sind,  wurde  Tt 
Weingarten*}  in  sehr  eleganter  Form  zuerst  aufgestellt. 

Zu  den  hier  betrachteten  Flächen  gehören  die  Flächen  zweih 
Grades,  die  Rotationsflächen  und  die  Flächen  constauter  mittler 
Krümmung.  Daas  insbesondere  die  Minimal/lachen  hierher  gehön 
und  also  ihre  Kriimmungslinien  durch  Quadraturen  zu  bestimmi 
sind,  hat  schon  Roberts**)  bewiesen. 


puahni,  3,  Beispiel:  Angenommen,  swiscften  den  Integralen  der  beiden  Dij 

stibM,  Too  renlialgleichungen   der  Minimalcurven    mid  der  Differenlialgleichwig  t 
ingoDMa-  einen  S(^r  der  Haupttangentencutvm  bestehe  eine  lineare  Banekung  t 

■'"''■  •)  Weingarten,    Über   die   Differentialgleichung   der  Oberfiichen,   we\< 

durch  ihre  Krümmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  geteilt  werden  bOnn 
Sitxuagaberichte  der  pteiisB.  Acad.  d.  Wiaaenscb.  1S83,  S.  1153— 116C. 

**)  Roberts,   Sur   ia  aorface  dout  lee  rayons  de  courbure  eont  ägaui,   Ji 
dirig(;ee  en  nens  oppoa^.*.     Journal  ile  Liouville,  t.  XI,  1,  a^rie,  ]i.  300 — 


IitegT.  gewiasor  Differonlialgl,  von  CurroDsch.  in  J.  Ebene  ti.  auf  Fläcbeo.     Igl 

omslOHien  Coefficimlen.  Alsdann  lassen  Bich  diese  drei  Curvenscbareu 
luf  der  betreffenden  Fläche  durch  Quadratnren  heatimmen,  nach  §  3, 
Wegen  der  vorausgesetzten  Beziehung  sind  nach  der  aligcmeiuou 
'Hicürie  der  Isothermen  auf  Flächen  die  Haupttangenteacurveu,  von 
denen  hier  die  Rede  ist,  eine  Schar  von  Isothermen.  Daher,  da  sicli 
diese  Folgerung  umkehren  lässt: 

Satz  12:  Sind  die  H(mpUanffeHtettct(rven  der  einen  Schar  auf  einer 
Fiadte  Isothermen,  so  kann  man  diese  sowie  die  beiden  Scharen  der 
Uäämalcurven  durch  Quadraturen  ßnden. 

Sa   ist    hier   nicht  gesagt,    dass   auch   die   Haupttangentencurveu 

tiieiten  Schar  Isothermen  seien.  Wenn  aber  beide  Scharen  zu- 
ummen  ein  Isothermen system  bilden,  so  durchschneiden  die  Haupt- 
bngentencurven  einander  senkrecht.  Dies  tritt  bekanntlich  nur  bei  deu 
Mmimalftächen  ein.  Umgekehrt  bilden  aber  auch  die  Haupttangenten- 
lurteo  einer  Miaimalfläche  stets  ein  iBothermensystem,  Somit  folgt 
der  von  Roberts*)  zuerst  abgeleitete  Satz,  dass  die  Haupttangenten- 
cuiten  einer  Minimalflache  durch  Quadraturen  zu  bestimmen  sind. 

Älä  Anhang  hierzu  beben  wir  noch  eine  Bemerkung  über  Mtnimal- 
ßdKn  hervor:  Da  mau  weiss,  dass  parallele  Ebenen  eine  Minimal- 
Büke  in  Isothermen  schneiden,  so  sind  auch  die  Orthogonalcurvcu 
dieser  Parallelschnitte  Isothermen.  Sie  können  nach  Satz  5  des  §  2 
faßlich  durch  Quadratur  gefunden  werden. 

5  5.     Integration  eowiBaer  Differentialgleiohiingen  von  Oorren- 
scliaren  in  der  Ebene  and  auf  krununen  Flächen, 
Wir   haben    mehrfach    von    dem   Satze  3   des  §  2  Gebrauch   ge- 
JUskt,  nach  welchem  die  Integration  zweier  Differentialgleichungen 

Aäv  —  Bdv,  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 
liir  Quadraturen    erfordert,   sobald    man    weiss,    dass   zwischen   zwei 
UaltipHcatoren  M  und  N  derselben  eine  Beziehung  besteht  von  der 
Form: 

JK   =  V(«,  ")■ 
In  Sittz  4  des  §  2  haben  wir  diesen  Satz  geometrisch  eingekleidet 

Weitere  geometrische  Anwendungen  knüpfen  sich  an  die  folgende 
ytndlgemeinerung  jenes  Salses: 

&tz  13:  Besieht  sivischen  ewei  Midtiplicatorcti  M  und  N  der  beidena!^B^li, 
füMvAen  DifferentialffUichungen:  gMahlagen. 

Ädv  —  Bdn  =  0,    Cdv  —  Ddu  =  0 

")  Siehe  ^ie  letzte  FubsuoUv 
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eine  Bessiehung  van  der  Form: 

wo  a  und  ß  bekannte  Functionen  von  u  und  v  bedeuten,  so  verlangt 
Integration  der  beiden  Gleichungen  nur  Quadraturen. 

Zum  Beweise  bemerken  wir,  dass  M  und  N  die  Definitioi 
gleichungen  erfüllen: 

(26)  a'-^+b'-^I^ '^-T-, 

^     ^  du       *  ov  du        ov  ^ 

C  ^-^  4-  D  -- ^—  =  _  i^  -.  ^ 

du      '  dv  du        dv  ' 

deren  zweite  sich  wegen 

(27)  N=M^'ß 
verwandelt  in: 

^  d{a\gM  +  \gß)    ,    ^  d(a\gM+\gß)  ^_cC_d^ 
du  '  dv  du         dv 

oder: 

^fjdJgM  j^dlgM  ^^da  Sa\ 

du       ^  dv       *     ^        \     du    *        dv/    ' 

"»"        du    "*  dv    ''^       du        dv 

Die   Gleichungen   (26)   und   (28)   sind   linear   in    — ^ —   und   — ö^ 

Somit   lassen   sich   diese  —  da  (28)  noch   lg  M  explicite  enthalt 
darstellen  in  der  Form: 

WO  k,  (i,  Vy  n  bekannte  Functionen  von  u  und  t;  bedeuten. 

Aus  zwei  solchen  Gleichungen  (29)  lässt  sich  nun  lg  M  d 
zwei  Quadraturen  bestimmen.  Stellt  man  nämlich  zunächst  die  ] 
grabilitätsbedingung  auf,  so  findet  man^  dass  unter  anderem 

d_l__dj»_ 
dv        du 

ist.     Mithin  giebt  es  eine  Function  o  von  Uj  Vj  für  die: 

d(o         .       fi(o 

du  ^     dv 

ist.     Sie  wird  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Setzt  man  dann 
so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  Sl 


Ugr.  gewisitr  Differentialgl.  von  CuiTenscli.  in  li,  Ebeny  u,  auf  FIücLcb. 


pA  hieraas  wird  Sl  dnrcL  eine  Quadratur  gefunden.     Dann  ist  auch 
g  if  =  Ä  ■  c"  bekannt 

Hiermit  ist  Satz  13  bewieseu.  Dena  es  ist  jetzt  der  Multipücator 
If  and  nach  (27)  auch  der  Multipücator  N  gefunden.  Die  Integration 
kr  Differentialgleicliiuigeu   verlangt  weiterhin  also   nur  noch  Quadra- 


Dm  unseren  Satz  13  anzuwenden,  wollen  wir  zunächst  unter  u,  ii  c 
Üe  rechtwinkligen   Fimktcoordinaten    x,  y  der  Ebene   verstehen.     Es«i 
»ien  ulso   in  der  Ebene  zwei  Curvenacharen  definiert  durch  die  Glei- 
ihuDgen: 

Ady  —  Bdx  =  0,    Odij  —  Dax  =  0. 

Üb  sei  M  ein  Multipücator  der  ersten   und  N  einer  der  zweiten  und 
IwiacUen  beiden  bestehe  die  obige  Beziehung: 

>u  a,  ß  bekannte  Functionen  von  x,  y  sein  sollen. 

Erinnern  wir  uns  an  die  geometrische  Deutung  des  Mulliplicatoru 
Id  Satz  1,  §  1  dieses  Kapitels.     Danach  ist  zu  setzen: 


at 


y=-    ,"_ 


Her  bedeutet  dt  eine  infinitesimale  Zahl,  öjt  und  dv  sind  die 
Ireiten  der  Streifen,  welche  von  zwei  infinitesimal  benachbarten 
brreu  der  ersten  bez.  zweiten  Schar  gebildet  werden,  gemessen  au 
Kr  Stelle  (x,  y).     Die  Beziehung  (27)  kann  also  geschrieben  werden: 


dt  yc  +  D'      \d,t  VA*  -i-  ny 


ier  sind   «,  ß,  A,  B,  C,  D  bekannte  Functionen  von  x,  y.     Es  be- 
jbt  demnach  zwischen   Sft  und  8v  eine  bekannte  Relation  von  der 


») 


=  f>{^>  y)- 


Wesa  umgekehrt  eine  solche  Beziehung  besteht,  so  kann  man 
raus  die  Relation  (27)  ableiten,  die  beiden  Differentialgleichungen 
o   nach  Satz  13  durch  Quadraturen  erledigen. 

Ein  Specialfall  der  Gleichung  (28)  ist: 

SiL-dv^m{x,y)6t^ 
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Er  lässt  sich  leicht  geometrisch  deuten:  Die  Integralcurven  der 
beiden  vorgelegten  Di£PerentiaIgleichungen  bilden  infinitesimale  Paral- 
lelogramme. Betrachten  wir 
das  an  der  Stelle  {Xf  y) 
befindliche,  dfi  und  dv  sind 
in  demselben  die  Hohen. 
Bezeichnen  wir  die  Seiten 
des  Parallelogramms  mit 
dm  und  dn,  ihren  Winkel 
Fig.  20.  mit  0,  so  ist  (Fig.  20): 

d(i  =  dn  '  sin  ö,     dv  =  8m  -  sin  S, 
also 

dfi '  dv  =  dn  '  dm  •  sin*  &, 

Aber  dn  •  dm  •  sin  0  ist  der  unendlich  kleine  Inhalt  J  des  Parallelo- 
gramms.    Die  angenommene  Beziehung  liefert  daher: 

J sin  0  «=  (o(x,  y)dfi. 

Nun  ist  sin  &  leicht  als  Function  von  x  und  y  auszudrücken,  denn 
die    durch   den   Punkt   (x^  y)   gehenden    Curven   der   beiden   Scharen 

haben  zur  x-Axe  die  Tangentialneigungen  J  und  |,  sodass 


ige 


Ä 


D 

C 


•+i 


n 
c 


BC  —  AD 
AC-  BD 


ist.  Unsere  Annahme  kommt  also  auf  die  hinaus,  dass  der  Inhalt/ 
des  Parallelogramms  als  Function  des  Ortes  (x,  y)  bekannt  ist.  Wenn 
umgekehrt  dies  der  Fall  ist,  so  lässt  sich  rückwärts  die  Kelation  (27) 
ableiten.     Sonach  kommt: 

Satz  14:    Zerlegen  die  Integrcdcurven  zweier  Differentialgleichung 

Ady  —  Bdx  =  0,    Cdy  —  Ddx  =  0 

die  (xy) -Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme  derart,  dass  der  Itihß^ 
des  an  der  Stelle  (x,  y)  befindlichen  Parallelogramms  eine  bekannt^ 
Function  des  Ortes  ist,  so  verlangt  die  Integration  nur  Quadraturen. 

Insbesondere  schliessen  wir  noch: 

Satz  15:    Weiss  man  von  den  Integralcurven  zweier  Differential 

gleichungen 

Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Ddx  =  0, 

dass  sie  die  (xy) -Ebene  in  infinitesimale  gleichgrosse  Parallelogramme  ze^ 
legen,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  Qtuidraturen, 

Derartige  Differentialgleichungen  kommen  vor,  wenn  es  sich  daru:^ 
handelt,  die  Ebene  flächentreu  auf  sich  selbst  abzubilden.    Die  Curve:* 


t 
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I  welche   dabei  die  Gerutleii   x  =  Const.  und  y  =  Conat.  übergehen, 
I  »lad  iDtegralcarveQ  solcher  Dlfferentiatgleichusgeu. 

Wir  gehen  dazu  über,  deu  Satz  13  auf  Curvensdiaren  anzu-; 
veDilen,  die  auf  krummen  Flächen  gelegen  sind.  Es  eeien  also  u,  v''" 
Parameter  einer  YOrgelegteu  Fläche  und 

Adv  —  Bdu  =  0,  Cdv  —  Dda  =■  0 
die  Differentialgleichungen  zweier  Curvenscharen  auf  der  Fläche.  Es 
feien  femer  wieder  Sm  und  6n  die  Seiten  des  von  den  Integralcurven 
ün  der  Stelle  (ii,  v)  gebildeten  infinitesimalen  Parallelogramms.  Wenn 
vir  nun  alle  Punkte  der  Flüche  längs  der  zweiten  Curvenachar  um 
die  Strecken  Sn  weiter  rlicken  lassen,  so  werden  offenbar  die  Curveu 
ier  ersten  Scbar  unter  sich  Tertauscht.  Diese  infinitesimale  Trans- 
formation lässt  sieh  leicht  in  H  und  v  ausdrücken.  (Vgl.  1.  Beispiel 
des  §  4.)  Da  sie  längs  der  Curveu  der  zweiten  Schar  stattfindet,  hat 
m  die  Form 

To  T  noch  zu  bestimmen  ist  und  wo  das  altgemeine  Functionszeichen  \ 
rt»tt  f  genommen  wurde,  um  Verwechselungen  mit  dem  sogleich  auf- 
tnlendeii  Zeichen  f  vorzubeugen,  u  und  v  erfahren  also  die  Incremeute 

i.  h.  das  Quadrat  der  Strecke,  um  welche  der  Punkt  (u,  v)  verschoben 
■inl,  ist: 

edu*  +  2fduSv  +  göv^  =  t=  (eC  +  2fCD  +  gD*)  Si\ 
Hier  bedeuten  natürlich  e,  /,  g  die  FundamentalgrÜBsen  erster  Ordnung 
der  Fläche,    Da  nun  die  Punkte  um  die  Strecken  Öw  verschoben  wer- 
den sollen,  so  ist  also: 

Sn*  =  t*  (eC^  +  2fCD  +  gD')dt\ 


1 


d.h. 


et 


^iir  Abkürzung  wollen  wir  setzen: 


"ud  analog: 


yeC*  +  2fCD-\-gD*=  V 

VeA*  +  2fAB  +  gB'  =  ü, 
'*>im  jene  infinitesimale  Transformation  das  Symbol  hat: 


^le  läast  die  Integralcurven  der  Difl'erentialgleiehuog 
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Adv  —  Bdu  =  0 

inyariant;  d.  h.  diese  hat  nach  Theorem  8,  §  1,  6.  Kap.,  de 
grabilitatsfactor 

(30)  ^-^rn' 

WO 

J  =  AD-BC 

ist.     Analog  hat  die  Differentialgleichung 

Cdv  -  Ddu  =  0 
den  Multiplicator 

(31)  N=^^^' 

^     ^  d     am 

Nach  Satz  13  sind  die  beiden  vorgelegten  Differentialgleic 
integrabel;  wenn  zwischen  M  und  N  eine  Beziehung  besteht  von  de 

d.  h.  wenn  —  nach  den  letzten  Ergebnissen  —  zwischen  den 
dm  und  dn  des  Parallelogramms  eine  bekannte  Relation  beste 
der  Form: 

77  =  (W    •  y(«'  ")• 

Daher  kann  Satz  13  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  16:     Wem  man,  dass  ewischm  den  Seiten  Öm  und 
infinitesimalen  Parallelogramme^  in  welche  die  Integralcurven  zwe 
gelegter  Differentialgleichungen 

Adv  —  Bdu  =  0,     Cdv  -  Ddu  =  0 

eine  durch  gewisse  Gleichungen 

x  =  <p(u,v\    y  =  ilf(u,v),    ^  =  jr(w,  v) 

definierte  Fläche  verlegen,  eine  bekannte  Beziehung  bestelU  von  der 

in  der  dt  eifie  infinitesimale  Zahl  bedeutet,  so  verlangt  die  Int 

der  Differentialgleichungen  nur  Quadraturen. 

Dies  tritt  z.  B.  dann  ein,  wenn  die  Parallelogramme    cou 

Inhalt  haben.    Denn  ist  0  der  Winkel  der  sich  im  Punkte  {ii,  t 

zenden  Integralcurven,  so  ist  der  Inhalt  gleich  dmöu  sin  S  = 

d.  h.  e»  St^j  sodass  die  Relation  lautet: 

dm  __  /dn\-i       1 
öt  ~  \dt)      '  sin  ©' 

J„  TD 

sin  &  ist  bekannt,  denn  längs  der  einen  Curve  ist  tj;  =  >[  i  ^^ 
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andern  =>  7?/  sodass    sich   sin  &   nach    einer   bekannten  Formel   der 
Flächentheorie  berechnen  lässt.     Es  kommt: 

sin®  =  -gr^, 
wo  

isi   Daher  wird  unsere  Relation: 

dm    dn U'  V 

dt  '  dt  ~  J  '  t  ' 

Führen  wir  hierin  wieder  M  und  N  ein  nach  (30)  und  (31),  so 
kommt:  

^    -^^        J        ÄD-BC 

Also: 

Satz  17:    Weiss  fnan,  dass  die  Integralcurven  der  beiden  vorgelegten 
Differentialgleichungen 

Ädv  —  Bdu  =  0,    Cdv  -  Bdu  =  0 

me  durch  gewisse  Gleichungen  x  =  (p{u,  v),  y  =  ^(w,  v),  z  «==  %{Uy  v) 
definierte  Fläche  in  gleichgrosse  infinitesimale  Parallelogramme  zerlegen^ 
so  lesteht  zwischen  zwei  Integrabilitätsfactoren  M  und  N  der  Gleichungen 
die  Beziehung 

^'^-  AD-^BC 

(e,  fj  g  bedeuten  hierbei  die  FundamerUalgrössen  erster  Ordnung  der 
Fläche),    Die  Integration  verlangt  also  nur  Quadraturen, 


Abteilung  IIL 
Eingliedrige  Gruppen  in  drei  Veränderlichen. 

Bisher  haben  wir  uns  auf  Untersuchungen  im  Gebiete  zweier  Ver- 
änderlicher beschränkt.  Wir  wollen  jetzt  unsere  Betrachtungen  auf 
das  Gebiet  dreier  Veränderlicher  x,  y,  z  ausdehnen.  Dabei  werden  wir 
zunächst  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Punhtcoordinaten  im  Baume  deuten. 
Eine  andere  Interpretation  der  Veränderlichen  als  Bestimmungsstücke 
«wes  Linienelementes  in  der  Ebene  wird  später  in  den  Vordergrund  treten. 
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Kapitel  10. 

Systeme  simultaner  gewShnlicher  Differentialgleichnngen  und  linean 
partielle  Differentialgleichnngen.  —  Die  Jacobi'sehe  Identitli 

Zunächst  werden  wir  jetzt  an  eine  Reihe  bekannter  Thatsachoi 
erinnern,  indem  wir  den  Integralen  simultaner  gewöhnlicher  Differen* 
tialgleichuugen  und  den  Lösungen  linearer  partieller  Differentialglei- 
chungen in  drei  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y^  z  geometrisdie 
Deutungen  unterlegen  und  den  Zusammenhang  zwischen  jenen  Inte- 
gralen und  diesen  Lösungen  erläutern. 

Im  Anschluss  hieran  werden  wir  noch  einzelne  Punkte  beleuchteO| 
auf  welche  wir  uns  später  zu  beziehen  haben. 

§  1.  Geometrisohe  Deutungen  simultaner  gewöhnlicher  und  linearer 

partieller  Differentialgleichungen. 

Ebenso  wie  zwischen  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  in 
zwei  Veränderlichen  x,  y 

Xdy  —  Tdx  =  0 
oder 

dx       dy 

und  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

dx    '         dy 

ein  enger  Zusammenhang  besteht,  insofern  als  jedes  Integral  f  der 
ersteren  eine  Lösung  der  letzteren  und  umgekehrt  jede  Lösung  f  der 
letzteren  ein  Integral  der  ersteren  ist,  —  ebenso  hängt  auch  das  simul- 
tane System  von  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  dm  Fcr- 
änderlichen  x,  y,  e: 

.^.  dx dy  dz 

eng  zusammen  mit  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(2)  x|^+rf^  +  z|-^-o. 

^  ^  dx    ^        dy    ^        oz 

Es  sollen  hier  natürlich  X,  F,  Z  Functionen  von  x^  y,  z  bedeuten. 
Wir  wollen  diesen  bekannten  Zusammenhang  im  gegenwärtigen  Para- 
graphen analytisch  wie  geometrisch  beleuchten. 

^s^stira"         Das  System  (1)  integrieren   heisst,  etwa  y  und  z  als  Functionen 
von  x  zu  bestimmen,  sodass  sie  die  Gleichungen  (1)  identisch  erfOllen, 
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i  auäeren  Worten  —  wenn  x,  y,  e  ala  rechtwinklige  Ponktcoordi- 
ten  im  Räume  gedeutet  werden  — ,  diejenigen  Ctirven  im  ßaume  zu 
|den,  welche  die  folgende  geometrische  Eigentümlichkeit  heaitzen: 
je  Gleichungen  (1)  ordnen  jedem  Punkte  [x,  y,  e),  für  welchen  nicht 
pi  Eufilllig  gerade  X  =  Y^  Z  ^  0  ist,  eine  FortsdireitungsridUunff 
ti,  dy,  du)  zu,  deren  Riciitungecosinus  proportional  X,  Y,  Z  sind, 
ulntegratiotisprohlem  heateht  nun  darin,  alle  Curven  zu  finden,  deren 
iDgenteD  in  allen  ihren  Punkten  mit  den  den  betre£fenden  Punkten 
Keordneten  FortBchreitungsrichtuugen  zusammenfallen.  Die  Integra- 
m  liefert,  wie  mau  analytisch  beweisen  kann,  cc^  Curven  (indem 
lei  In tegratiouscons tauten  auftreten).  Dies  hat  einen  anschaulichen 
BD,  denn  wir  werden  geometrisch  eine  solche  Jntegralcurve  dadurch  ""^'^f^ 
palten,  dass  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehend  der  ihm 
Igeordneten  Richtung  folgen  bis  zu  einem  benachbarten  Punkt,  hier 
feder  der  diesem  zugehörigen  Richtung  bis  zum  nächsten  Punkt  nach- 
fkea  a.  s.  w.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  im  Räume  geht 
p  eine  und  nur  eine  Integralcurve,  sodass  es  im  ganzen  deren  oo* 
bbt  Natürlich  ist  diese  anschauliche  Betrachtung  kein  strenger 
iweis  ttlr  die  Existenz  von  Integralcurven.  Wir  setzen  vielmehr  die 
flgemeine  Möglichkeit  der  Integration  als  bekannt  voraus. 

Änal^sch  werden  die  co*^  Integralcurven  durch  zwei  Gleichungen 
■■gestellt,  die,  nach  den  willkürlichen  Constanten  a,  b  aufgelöst,  etwa 
11  Form  haben: 

\  u(x,  y,  z)  =  a,    v(x,  y,  s)  =  b. 

wlem  bestimmten  Zahlenpaar  a,  6  entspricht  eine  Integralcurve.  Die 
mtehenden  Gleichungen  stellen  die  oc^  Integralcurven  dar  als  Schnitte 
I  Flächen  m  ^  Const.  und  v  «=  Const,  Folglich  enthält  jede  dieser 
leben  cxi'  Integralcurven. 

Eine  Function   u   heisst  ein  Inl&p'al  des  simultanen  Systems  (1),  luUKra] 
1  jede  Fläche   aus   der  Schar  ii  =  Const.   von   oo'  Integralcurven 
»  Systems   erzeugt  wird.     Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
I  die  Gleichung  m 

x|''+r|^  +  z|S-o  I 

^Miisck  erfüllt.  Dann  nämlich  und  nur  dann  besitzt  jede  Fläche 
r=  Const,  in  jedem  Punkte  eine  Tangente,  deren  Richtung  (X:  Y:Z) 
m  der  Richtung  der  durch  den  hetrefi'enden  Punkt  gehenden  Integral- 
irre zusammenfällt.  Wenn  man  also  von  Punkt  zu  Punkt  dieser 
iehtuug  nachgeht,  d.  h.  eine  Integralcurve  durchläuft,  so  bleibt  man 
rtwührend    auf  der  Fläche   »  =  Const.,   die    daher  die   durch   einen 
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beliebigen  ihrer  Punkte  hindurchgehende  Integralcurye  vollständig 
enthält^  mithin  von  cx>'  Integralcurven  erzeugt  wird. 

Kennt  man  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  u  und  t;  des 
simultanen  Systems  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

w  =  ö,  t;«=6    (a,6  =  Const) 

alle  cx>^  Integralcurven  dar.     Da  nun 

£l(u,  r)  —  0 

die  allgemeine  Gleichung  einer  von  oo^  Curven  u^==  a,  v  »^b  erzeugten 
Fläche  ist,  so  ist  Sl(Uj  v)  das  allgemeinste  Integral  des  simultanen 
Systems.  Jedes  Integral  des  Systems  ist  also  darstellbar  als  Function 
irgend  zweier  von  einander  unabhängiger  Integrale  derselben.  Kennt 
man  nur  diese  zwei,  so  kennt  man  alle  Integrale  und  alle  Integral- 
curven, und  das  simultane  System  ist  als  integriert  zu  betrachten. 
Eine  einBeine  Fläche 

wird  von  oc^  Integralcurven  erzeugt,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
(x,  y,  0)  die  Richtung  der  hindurchgehenden  Integralcurve  zur  Tan- 
gente hat,  wenn  also  für  jeden  Punkt  der  Fläche 

ex    *        cy    *        dz 

ist^  denn  dann  und  nur  dann  enthält  sie  die  durch  ihre  Punkte  gehen- 
den Integralcurven.  Dies  können  wir  auch  so  aussprechen:  Die  Glei- 
chung q>{x,  y,  ß)  =  0  lässt  sich  dann  und  nur  dann  in  der  Form 
ä(m,  t;)  =  Ü  schreiben,  in  der  u,  1;  zwei  von  einander  unabhängige 
Integrale  darstellen,  wenn  die  Gleichung: 

dx    *         cy    *         dz 
besteht  vermöge  (p{Xj  y,  z)  =  0. 

Hierbei  wird  stets  von  solchen  Punkten  {x,  y,  e)  abgesehen,  für 
die  X,  F,  Z  selbst  sämtlich  verschwinden. 

Lineare  par-         Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

^  '  dx    ^        cy    ^        dz 

Lösung  derselben  heisst  jede  Function  f=Uj  welche  sie  iäentisd^  e^ 
füllt  und  keine  Constante  ist.  Nach  dem  Obigen  ist  demnach  jede 
Lösung  von  (2)  ein  Integral  des  simultanen  Systems  (1),  und  umgekehrt. 
Daher  leuchtet  ein,  dass  die  allgemeinste  Lösung  von  (2)  die  Form 
f=s  Sl{u,v)  hat,  sobald  nur  Uj  v  irgend  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  darstellen.     Während  das  simultane  System  (1)  00^  Ourven 


j 

i 
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die   Integral carren   u  ^  a,  v=  b   —   definiert,  werden   durch  die 
nre  partielle  DifTerentialgteichung  (2)  diejenigen  FläcJum 

ß(M,  v)  ^  Const. 

itimmt,   deren  jede  ron  je  oo'   Integral  cur  ven  erzeugt  wird.     Sind 
I  Integralcurren  bekannt,  so  sind  es  auch  die  von  ihnen  gebildeten 

lien,  die  Integralflädien,  und  umgekehrt. 

Die  Int«gration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
\  demnach  anf  diejenige  des  simultanen  Systems  (1)  zurückflihrbar, 
(r  auch  umgekehrt. 

Sind  t4  und  v  zwei  von   einander  unabhängige  Löauogen  von  (2), 
h.  Integrale  von  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 
)(  =  a,     «  =  fi 

oo'  Integraicurven  von  (1)  dar.  Diese  Curven  nennen  wir  nach 
nge  auch  die  Charakteristiken  der  linearen  parlisUen  Differential- 
liAung  (2).  Wir  können  daher  sagen:  Jede  Lüsung  von  (2)  stellt 
Bch  Const.  gesetzt  eine  von  oo'  Charakteristdien  erzeugte  Integral- 
ehe von  (1)  dar,  und  umgekehrt  erzeugt  eine  continuierliche  Schar 
n  oo'  Charakteristiken  —  etwa  alle  von  einer  beliebigen  Curve  aus- 
^Kiiden  Charakteristiken  —  etets  eine  Integralfläche, 

Wir  wollen  diese  geometrischen  Deutungen  durch  einige  sehr  ein- 
lie  Beispiele  erläutern. 
1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  e 

Ingt  zusammen  mit  dem  simultanen  System 

"y    ~  ^x~    n"  I 

lelbe  ordnet  einem  Punkt  {x,  y,  d)  des  Raumes  eine  Fortschrei-  ' 
Igsricbtung  zu,  deren  Richtungscosinus  proportional  y,  —  x,  Q  sind, 
also  zur  (:ey)-EbeDe  parallel  und  auf  dem  Lote  vom  Punkt  aus 
r  die  Ä-Äxe  senkrecht  steht.  Verfolgt  man  die  Fortachreitungs- 
btuDg  von  Punkt  zu  Punkt,  so  beschreibt  man  einen  Kreis,  der 
Pen  Mittelpunkt  auf  der  e-Axe  hat  und  dessen  Ebene  auf  der  g- \x6 
ikrecht  steht.  Die  Charakteristiken  sind  also  sämtliche  Kreise,  welche 
tb  llotation  um  die  e-Axe  entstehen,  die  von  Charakteristiken  er- 
sten Integralflächen  daher  die  Rotationsflächen  mit  der  e-Axe  als 
ttionsaxe.  In  der  That  ist  die  Gleichung  einer  solchen 
f=  z-<p(^  +  y')  =  0 
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also: 

ylf^-xl^  =  -,p'i2xy-2xy)  =  0. 

2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  der  ebenfalls  ^  fehlt^  entspricht  dem  simultanen  System: 

dx dy dz 

X  y  Ö  * 

Dieses  ordnet  jedem  Punkte  eine  Fortschreitungsrichtung  lotrecht  sor 
j?-Axe  zu.  Die  Charakteristiken  sind  also  diese  Lote  zur  xr-Axe.  Die 
von  ihnen  erzeugten  Integralflächen  sind  Regelflächen  mit  der  all- 
gemeinen Gleichung 

In  der  That  ist  hier  wegen: 

dx  x^'     dy        X 

auch 

3.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

a  1^  +  6  1^  +  c|^  -  0 

dx    ^       dy    *       dz 

hat  zu  Charakteristiken  lauter  parallele  Geraden^  denn  das  srimultane 

System 

dx       dy       di 

a  b  c 

ordnet  jeden  Punkt  die  Richtung  zu,  deren  Cosinus  proportional  a^h^c, 
also  constant,  sind.  Die  Integralflächen  sind  daher  Cylinder  von  der- 
selben Richtung,  und  die  allgemeine  Gleichung  eines  solchen  ist: 

f^  ex  —  az  —  q>(cy  —  bz)  -=•  0. 

In  der  That  erfüllt  dies  /  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
und  zwar  identisch. 

4.  Beispiel:  Die  Charakteristiken  der  Gleichung 

"^ji  +  yj^  +  'd-z-^^ 

deren  zugehöriges  System  lautet: 

dx dy        dz 

X  y  z  ^ 
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sind  alle  cx>'  Geraden  darch  den  Anfangspunkt,  die  Integralflächea 
also  Kegely  welche  den  Anfangspunkt  zur  Spitze  haben.  Diese  werden 
durch  eine  in  x,  y,  js  homogene  Gleichung 

dargestellt.  Ist  dieselbe  homogen  vom  nif^  Grade  ^  so  ist  nach  dem 
Ealer'schen  Satze 

d.  h.  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  wird  von  f  erfüllt  ver- 
möge /*  -=  0. 

§  2.     Abh&ngigkeit  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  die  linke  Seite  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung^  also  einen  Ausdruck  von  der  Form 

X  —  4-  Y—  4-  Z  ^- 
ÖÄ   '        dy    *       dz^ 

der  einen  Differentiationsprocess,  ausgeführt  auf  eine  Function  f,  dar- 
stellty  durch  ein  Symbol  von  derselben  Form,  wie  wir  es  in  der  zweiten 
Abteilung  anwandten^  also  durch  Äf,  Bf  u.  dergl.  bezeichnen.  Setzen 
wir  also: 

SO  lautet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  kürzer 

!Es  seien  u  und  t;  zwei  von  einander  unabhängige  Losungen  der- 
selben, d.  h.  es  sei: 

ox   ^        oy   *        de  ' 

ox    ^        dy   *        dz 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  Verhältnisse  X:Y:Z 
berechnen.     X,    Y,  Z  verhalten    sich   nämlich   zu   einander   wie    die 
sweireihigen,    wegen  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  u,  v  nicht 
sSmtlich  verschwindenden  Unterdeterminanten  der  Matrix: 

du     du     du 
dx     dy     dz 

dv     dv     dv 
dx     dy     dz 
sodass  sich  ergiebt 

X  Y  Z 


dudv      dv  du        dudv      dv  du        dudv      dv  du 
dy  di      dy  dz        dz  dx      dz  dx        dx  dy      dx  dy 

Li«,  nUbrentlalglaiohiuigeii.  13 
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Diese  Relationen  bestimmen  X,  Y,  Z  und  daher  auch  Af  bis  auf 
Factor  p.     Da  aber  die  Gleichungen 

Af=0    und     QÄf^O 

dasselbe  aussagen,  so  kommt  es  auf  diesen  Factor  nicht  an. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af^^  0  in  x,  y,  e 
also  durch  die  Angabe  zweier  von  einander  unabhängiger  Lösungen 
bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  völlig  bestimmt  Unter  allen  t 
berechtigten  Formen,  welche  sie  annehmen  kann,  ist  die  folgende: 

df      df      df 


0 


dx 

dy 

8e 

du 

du 

du 

dx 

Sy 

d» 

dv 

dv 

dv 

dx 

dv 

dz 

die  einfachste. 

Abhängig-  Wir  nennen  zwei  lineare  Differentialgleichungen  AJ=0  und  A^] 

un.  part.  von  einander  abhängig,  sobald  sie  dasselbe  aussairen.  d.  h.  sobald 
SÄ^glRelation  besteht  von  der  Form 

und  zwar  identisch  für  jede  beliebige  Function  f.  Dagegen  heisse 
von  einander  unabhängig,  sobald  keine  derartige  Relation  besteht, 
letzteren  Fall  sind  die  Fortschreitungsrichtungen ,  welche  die 
sprechenden  simultanen  Systeme  den  Punkten  zuordnen ,  bei  b 
für  Punkte  allgemeioer  Lage  verschieden ,  sodass  dann  A^f=0 
A^f  =  0  verschiedene  Charakteristiken  haben. 


Betrachten  wir  nunmehr  drei  lineare  partielle  DiflFerentialgleichui 

=  0, 


Ar^x,|{^+r,|^+z,g 


IL 

dx 


_    xr     df 


AJ=  X 


2 


Sy 

df 


i 


AJ=  Xj  g^  +  ¥gj--\-  Z, 


IL 

dz 
df 


0, 
0, 


»  dy    T"  "»    dz 

und  uehmen  wir  an,  dass  sie  eine  gemeinsame  Lösang  <o  besitzen, 


(3) 


j        -xy-   dm     .     ^  da     .      rj  dm  ^ 


dx    ^       ^  dy 

4         yr    d<o      .      ^    dm 


^2   dx 


^y 


dz 


+  ^,|j  =  o, 


A  _—    V     ^'^       I       V     ^^       I        rr     dm  ^ 

A.CO  :^.X.-^+    Y^j^+    Z^jj  =  0. 


•3  dx 
dm 


a. 


dm 


Dies  sind  drei  hinsichtlich  ^-,   -^,  ^  lineare   und  homogene 
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choDgen.    Nach  einem  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen 
komogenen  Gleichungen  ziehen  dieselben  bekanntlich  nach   sich,  dass 


entweder 


dto      da 


dm 

sämtlich  Null   sind   —   und  das  ist  hier  aus- 


dx  *   dy  '    dz 
geschlossen  — ,  oder  aber,  dass  ihre  Determinante  verschwindet: 

X.    r,  z. 

Ag      x^     J^% 


(4) 


2Ln      jl  «     i^o 


=  0. 


(5) 


"8        -^8       ^3 

Man  kann  hieraus  femer  schliessen,  dass  es  drei  Functionen  Q^y  q^^  q^ 
geben  muss,  sodass: 

9l  -^1  +  (>2  -^2  +  (>8  ^8  =  0 

isi    Natürlich  sind  q^,  q^,  q^  durch  diese  Gleichungen  nur  ihren  Yer- 
kaltnissen  nach  bestimmt.    Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer 

«Dzigen  zusammenfassen;   Multiplicieren  wir  nämlich  die  erste  mit  ^ , 

die  zweite  mit  ö— ,  die  dritte  mit  ^  und  addieren  sie  dann,  so  kommt 
QD&ch: 

Satz  1:  Haben  drei  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichungen 

«  a:,  y,  g: 

AJ=0,     ^2/  =  0,     A,f=0 

eine  gemeinsame  Losung,  so  besteht  zunschen  A^f,  A^fy  A^f  eine  Identität 
von  der  Form 

Q^{x,  y,  is)AJ+  Qi{x,  y,  e)AJ+  q^{x,  y,  z)AJ=  0 

und  zwar  für  alle  Werte  von  f. 

Wir  werden  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  A^f=Oy 
A^f=^Oy  A^f^=»0  in  dem  Falle,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Re- 
lation  besteht: 

Q^{Xyy,  e)AJ+  Q^(x,  y,  e)AJ+  q^{x,  y,  z)A^f=  0, 

van  einander  abhängig  nennen.  Giebt  es  keine  drei  Functionen  q^,  q^,  q^,  Abhängig- 
durch   welche  diese  Gleichun&c  zu  befriedigen  wäre,  so  nennen  wir  sie  iin.  p»rt. 

.  °  o  7  DifferentiAl- 

Ton  einander  unabhängig.  gieichungen 

Da  diese  lineare  Beziehung  wegen  der  Willktirlichkeit  der  Function  /' 
in  die  Gleichungen  (5)  zerfällt,  so  folgt,  dass  die  drei  Gleichungen  A^f=Oj 
jl^f=sO^  A^f'^O  daum  und  nur  dann  von  einander  unabhängig  sind, 
wenn  ihre  Determinante: 
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ist. 


X.     T,    Z, 

JL^  JL2  ^% 

■^3        ^8       -^8 


*o 


Es  hat  dies  einen  wichtigen  geometrischen  Sinn.  Denn  X,,  Y^,  Z, 
sind  proportional  den  Cosinus  der  Richtung,  welche  das  der  Gleichung 
A^f=0  entsprechende  System 

dx dy  de 

x:  —  TT  —  :zr 

dem  Punkte  (x,  y,  e)  zuordnet.     Ahnliches  gilt  von  X^,  F,,  Z^  und 
von  Xj,  Fg,  Zj.     Wäre  jene  Determinante  gleich  Null,  so  würde  dai 
hiemach  aussagen,  dass   die  Richtung  (X^  :  Y^  :  Z^  in  der  Ebene  der  .^ 
Richtungen  (Xj :  F^ :  Z^  und  (Xg :  F,  :  Z,)  liegt     Also:    Drei  Jine«^ 
partieUe  Differentialgleichungen  A^f  =  0,  A^f  =  0,  -i,/*  —  0  sind  von 
einander  unabhängig,  wenn  die  zugehörigen  simultanen  Systeme  dem  PmM 
allgemeiner  Lage  {Xj  y,  z)  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Richtungm 
zuordnen,  abhängig  aber^  sobald  jene  drei  Richtungen  nwr  eine  Ebene  oiar 
gar    nur    eine   Gerade    bestimmen.     Der    letzte   Fall    tritt    ein,    wenn  ■ 
zwischen  A^f,  A^f  und  A^f  zwei  verschiedene  lineare  Relationen  be- 
stehen, d.  h.  wenn 

ist. 


§  3.     Der  Elammerausdraok  und  die  vollständigen  Systeme. 

Für  das  Spätere  ist  es  nützlich,  gleich  hier  einen  gewissen  sehr 
wichtigen  Ausdruck  zu  betrachten,  den  wir  schon  früher  in  zwei  Ver- 
änderlichen kennen  lernten,  und  zwar  wollen  wir  ihn  gleich  für  den 
Fall  darstellen,  dass  n  Veränderliche  x^fX^'-Xn  vorliegen,  um  späterer 
Wiederholungen  überhoben  zu  sein.  Wir  empfehlen  jedoch  dem  Leser, 
die  folgende  Rechnung  zur  Übung  für  den  Fall  dreier  Yariabeln  be- 
sonders durchzuführen. 

Es  mögen  also  in  n  Veränderlichen  zwei  lineare  partielle  DifTerenr 
tialgleichungen  vorliegen: 

^1 1^  +  ^«  Ä  +  •  •  •  +  ^"  ä^  =  ^- 

Hier  sollen  a^,  «g  •  •  •  «„,  ßi,  ß^"  •  ßn  Functionen  von  x^y  x^  -  - '  Xn  sein, 
Wir  wollen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  da  sie  einen  Differenz 


■ 
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tiationsprocesS;  ausgeführt  auf  /)  darstellen,  wie  früher  abkürzend  be- 
zeichnen^ indem  wir  setzen: 

/^-  "^^  fe  +  ""^  a^  +  •••  +  ''-  ä^' 
^^=  A  a^  +  ^«a^  +  •  •  •  +  ^»  ä^  ' 

oder  mit  Benutzung  des  Summenzeichens: 

1  1 

\  sodass  Af=^0  und  Bf  '^  0  unsere  beiden  linearen  partiellen  Differen- 
:  tialgleichungen  sind. 

Es  soll  nun  der  Ausdruck  j^^, 

,         -  Klammer- 

A{Bf)  —  B{Äf)  ansdruck. 

eonstruiert  werden.  A{Bf)  bedeutet  natürlich,  dass  in  -4/"  statt /"  der 
Ansdruck  Bf  gesetzt  werden  soll,  und  entsprechend  B(Äf),  dass  in 
Bf  an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Af  stehen  soll.  A{Bf)  wird  aus- 
gerechnet auch  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  f  eni- 
ludten,  ebenso  B{Af).     Es  kommt: 


iW)-5W)=2^«.^^-2^44 


Hierin  tritt  ö — i —   zweimal  auf,  einmal  mit  d^n  Coefficienten  a,/3jb 

und  dann  mit  dem  Coefficienten  — ßkCCij  d.  h.  es  hebt  sich  gerade 
fort  So  fallen  überhaupt  alle  zweiten  Differentialquotienten  von  f 
weg  und  es  bleibt: 

'^'^-i/    ^ßk  ^f         a«,  df\ 

A(Bf)  -  BiAf)  ^  2; J  (^«.  4  4  -  ^*  ^  4) 

>dery    wenn  im  ersten  Ausdruck  die  Indices    t,  k  vertauscht  werden, 
iras  geschehen  darf: 
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Wenn  man  bedenkt,  dass 

l  1 

ist,  so  lässt  sich  die  Formel  noch  kürzer  so  schreiben:*) 
(7-)  Ä{Bf)  -  B{Af)  =  yi  {Aß,  -  Ba,)  ^  • 

1  • 

Das  Bemerkenswerte  ist  hier,  dass  der  Ausdruck  A{Bf)  —  l^i^f) 
völlig  frei   von   den   zweiten  Differentialquotienten   von  f  wird^   also 

wieder  in  j-^,  •  •  •  ^  linear  und  homogen  ist,  gerade  so  wie  AfunA 

Bf  selbst. 

Wir  werden  diesen  Ausdruck  A{Bf)  — B{Af)  häufig  noch  kürzer 
schreiben:  {AB)  oder,  wenn  uns  daran  gelegen  ist,  dass  f  in  der 
Formel  zum  Vorschein  kommt:  {Af^  Bf).  Wir  nennen  ihn  wie  in  der 
2.  Abteilung  (vgl.  §  1  des  7  Kap.)  den  Klammerausdrwi  van  Afumd  Bf. 

Natürlich  ist  es,  um  (AB)  zu  bilden,  durchaus  nicht  notwendig^ 
sich  unter  Af  und  Bf  die  linken  Seiten  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen vorzustellen.  Vielmehr  werden  wir  späterhin  wie  in  der 
ersten  Abteilung  Ausdrücke  von  der  Form  Af,  Bf  an  sich  betrachten^ 
indem  wir  sie  als  Symbole  infinitesimaler  Transformationen  auffassen. 

. 
Kehren  wir  nach  dieser  den  Klammerausdruck  betreffenden  Ein* 
Schaltung    zu    unseren    linearen   partiellen   Differentialgleichungen  in 
drei  Veränderlichen  rr,  y,  z  zurück. 
Zwei  lineare        Wcuu  die  bcidcu  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  in  x,y,i: 

Differential-  ^     -         ^  .    ^         ^ 

gleichungen  A^J  =  U,      ^/  =  ü 

mit  einer 

meTLöimig.61'16  gemeinsame  Lösung  u  besitzen,  so  ist 

Da  nun  der  Klammerausdruck 

{AJ,A,f)  =  A,iA,f)-A,{AJ) 

ist,  so  folgt,  dass  auch 

(A^Uy  A^u)  ^  0 
ist,  d.  h. 


*)  Diese  wichtige  Formel  ist,  wie  früher  (§  2  des  6.  Kap.)  bemerkt  wurde, 
von  Jacobi  aafgestellt  worden. 
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Satz  2:  Besüsten  zwei  lineare  partielle  Diiferentuügleichungen  A^f^=0 
und  A^f=0  eine  gemeinsame  Loswng,  so  befriedigt  dieselbe  auch  die 
durch  Klammerqperation  entstehende  Gleichung 

{A,A,)  =  A,{A,f)  -  A,{A,f)  =  0. 

(Offenbar  gilt  dieser  von  Jacob i  herrührende  Satz  nicht  nur  für 
drei  Veränderliche,  sondern  allgemein.  Daher  haben  wir  ihm  auch 
seine  allgemeinere  Fassung  gegeben.) 

Jetzt  haben  wir  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in 
drei  Veränderlichen  vor  uns: 

Sie  besitzen  die  gemeinsame  Lösung  u.  Nach  Satz  1  des  §  2  besteht 
also  zwischen  ihren  linken  Seiten  eine  lineare  Relation.  Dieselbe 
enthalt  sicher  den  Elammerausdruck  {A^A^,  sobald  wir  voraussetzen, 
dass  Aif=  0  und  A^f=  0  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  keine 
Relation  zwischen  A^f  und  A^f  allein  besteht.  Wir  können  demnach 
jene  Relation  so  schreiben: 

{AiA^)  =  Q^AJ+  Q^AJ. 

Also  ergiebt  sich: 

Satz  3:  Haben  zwei  (unabhängige)  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen A^f^^O  und  A^f=0  in  drei  VeränderlicJien  eine  gemein- 
same Lösung,  so  besteht  eine  Bdation  von  der  Form: 

identisd^  für  aUe  Werte  von  f 

Wir  werden  nun  erkennen,  dass  umgekehrt  die  Existenz  einer 
solchen  Relation 

(8)  {A,A;)  =  if,A,f+Q^Af 

nach  sich  zieht,  dass  A^f=0  und  A^f=^0  eine  gemeinsame  Lösung 

besitzen. 

Um  dies  nachzuweisen,  werden  wir  die  beiden  Gleichungen  AJ^=  0 
und  A^f^O  in  besonderer  Form  schreiben.  Zunächst  können  wir 
sie  allgemein  durch  zwei  Gleichungen 

(9)  ÄJ=X,AJ+X,AJ=0,    A,f=^,AJ+v,A,f^O 
ersetzen,  sobald  A^ftg  —  A^ft^^O  ist.     Dann  ist: 

=  ^(h{A^i)  +  ^1^*2(^1^2)  +  ^2f*i(A^i)  +  ^2^*2(^2^2)  + 

+  (^1  •  ^i/*i  +  ^2  •  A(^i)Af+  (^1  •  Afh  +  K '  Alh)Af  — 
—  (fii .  ^1  Aj  +  f*8  •  A^k^)AJ—  (^1  .  ^1  Ajj  +  ^8 .  A^k^)A^f. 
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Da  (A^Ai)  =  0,  (A^A^)  =  0,  (^2^1)  =  —  (-^i^)  ist  und  die  Coeffi- 
cienten  der  vier  letzten  Glieder  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  drückt 

sich  also  wegen  (8)  auch  {A^A^  linear  durch  A^f  und  A^f  aus  oder 

nach  (9)  linear  durch  A^f  und  A^f. 

Es   ist   also   ganz   gleichgültig^   in   welcher  Form   (9)   man  die 
beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  schreibt. 

Insbesondere    kann    man,    wie   wir   nachher   sehen   werden,  das  1 
System  der  beiden  Gleichungen  -4i/'«=0,  A^f'^O,  sobald 

(A^A^)  =  Q,AJ  +  Q^A^f 

ist,   stets    in  solcher  Weise  Aif=0,   A^f=0   schreiben^   dass  der 

Klammerausdruck  {A^A^^O  wird. 

Wir  werden  nun  —  bevor  wir  die  Möglichkeit  dieser  Umformung 

darthun  —  zunächst  beweisen,  dass,  wenn  A^f  =^  0  und  A^f=  0  zwei 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  sind,  für  die  insbesondere 

{Ä,Ä,) = 0 

ist,  die  Gleichungen  alsdann  eine  gemeinsame  Losung  besitzen.    Dm 
nämlich  in  systematischer  Weise  eine  eventuell  vorhandene  gemeinsame 

Lösung  zu  finden,  denken  wir  uns  das  zu  ^1/*«=  0  gehörige  simultane 
System  integriert,  also  zwei  von  einander  unabhängige  Losungen  tf^  v 

der    Gleichung   A^f  =^  0    gefunden.     Die    allgemeinste    Losung  von 

A^f=0  hat  dann  die  Form  Sl(ii,v).    Da  uns  nun  daran  liegt,  eine 

solche  Lösung  von  A^f^^  0  zu  finden,  welche  auch  A^f  =^  0  befriedigt^ 
werden  wir  also  die  Function  •$2(u,  t;)  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 

auch  A^Sl  ^  0  wird.     Nun   ist,   da  A^f  ein  auf  f  ausgeübter  Diffe- 
rentiatiosproc^ss  ist: 

(10)  ig Sl (tt,  v)  =  ^ -  ÄiU+^  I^v. 

Andererseits  folgt  aus 

(Äi,)  =  MÄ,f)  -  M2,r)  =  0, 

wenn    wir   darin  für  die   beliebige   Function  f  insbesondere  u  und  v 
setzen,   da   A^u^A^v^O   ist   (denn   u  und  v  sind   Losungen  von 

A,{A,u)  =  0,     A,(A^v)  =  0, 

d.   h.   A^u    und  A^v    sind   Lösungen    der    Gleichung    A^f^=^0,    also 
Functionen  von  u  und  v  allein: 

A^u  =  g>{u,  r),     A^v  =  ^(w,  v), 
sodass  (10)  liefert: 
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AßO'.vjsTC",«)^ +  *(«,»)  ° 


I  Forderung,    wekl 
9  dar: 


'  noch  zu   erffillen  baben,  stellt  sich  aUc 


Dies  ist  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  h,  v  allein 
od  lässt  sich  ala  solche  stets  durch  eine  Fiinctiou  SL{ii,  v)  befriedigen, 
imlicb  durch  das  Integral  der  zugehörigen  gewöhnlichen  DifTercntial- 
feichung 

't  giebt  also  eine  Function  Sl,  welche  beide  Gleichungen  ^(/"^  0 
lAA^f^O  befriedigt.  Sie  ist  die  gesuchte  gemeinsame  Lösung 
(r  beiden  Gleichungen  Ä^f  =•  0  und  Ä^f  '=  0, 

Um  noch  zu  sehen,  das«  sich  ein  System  von  zwei  Gleiehungeu 
,/■=  0  und  Aff^=ü,  deren  Elammerausdruck 

t,  stets  in  solcher  Form  A^f^O^Ä^f^O  schreiben  liisst,  in  der 
(,J,)^  0  ist,  brauchen  wir  uns  nur  das  System  Ayf  ^0  und  A^f  ^  0 


leb  3^  und  ~-  aufgelöst  zu  denken, 

"        dx         '■dl 


A/: 


lodass  etwa: 
0 


Nach 


und  öj  bedeuten  hier  gewisse  Functionen  von  . 
fforsuasetzung  muss  auch  jetzt  eine  Relation  bestehen,  welche  {A^A^) 
r  dnrch  AJ'  und  A^f  ausdrückt.  Bildet  man  aber  den  Klammer- 
ruck,  ao  erkennt  man,  dass  er  frei  von  ,  und  -~—,  also,  da  er 
e  Form  ^1^4,/"+  A,^;/' haben  muss,  gleich  Null  wird,  wie  gewQnscht 
rde. 
Liegen  zwei  Gleichungen  A,f  =  0  und  A^f^=-  0  vor,  deren 
UBDime rausdruck  die  Form  Q,A,f-\-  p.A^f  hat,  so  können  wir  sie 
kch  der  eben  gegebenen  Methode  der  Auflösung  stets  in  einer  Form 

Alsdann  aber 


=  0,   A^f'=0  schreiben,  in   der  (^|j4j)^0  ist. 
Hitzen,  wie  vorher  bewiesen,  A,f=  0  und  A^f  =  0  oder  a 
^^0  ein?  gemeinsame  Lösung.     Somit  gilt  dus 


3^,/"=0 
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Tbeorem  12:  Sind  A^f  =^  0  und  A^f^=  0  zwei  lineare  parix 
Differentialgleichungen  Jn  Xy  y,  je?,  50  besitzen  sie  dann  und 
dann  eine  gemeinsame  Lösung,    wenn    eine  Relation  von 
Form 

(AA)  =  9iipo,y>e)AJ+  Q^(x,y,z)Ä^f 

identisch  für  jede  Function  f  besteht 

Man  nennt  in  diesem  Falle  die  beiden  Differentialgleichui 
y^*J'*Jj^^"J.,/"=  0  und  A^f  =  0  zusammen  ein  {zweigliedriges)  voUstäm 
System.  Der  Begriff  eines  vollständigen  Systems  ist  allerdings 
fassender,  da  er  nicht  auf  den  Fall  dreier  Veränderlicher  beschri 
ist.  Wir  werden  ihn  auf  einer  späteren  Stufe  in  voller  Allgemeii 
kennen  lernen.  Im  besonderen  heisst  das  vollständige  System  AJ 
A%f  =  0  auch  ein  Jacdbüsches  System,  wenn  der  B^lammerausd 
{A^A^^O  ist  Wir  haben  gesehen,  dass  jedts  vollständige  Syi 
-^1/^=0,  A^f=0  als  Jacobi'sches  geschrieben  werden  kann. 

Die  Lösung  des  vollständigen  Systems,  d.  h.  die  gemeins 
Lösung  der  Gleichungen  -4,/'=0  und  A^f=^0  bestimmt  man, 
es  zu  recapitulieren,  in  dieser  Weise:  Vorerst  schreibt  man  das  Syi 

in  einer  Form  A^f=  0,  A^f  ^=  0,  in  der  {A^Al^  ^  0  ist.    Man  s 

dann  die  allgemeine  Lösung  Sl{u,  v)  der  Gleichung  AJ  =3  0  und  b 
A^Sl  =  0,  Diese  Gleichung  ist  dann  stets  eine  lineare  partielle 
ferentialgleichung  zwischen  Sl  und  u,  v  allein,  deren  Losung  J2 
gesuchte  Function  ist.  Offenbar  ist  mit  Sl  auch  jede  Function  d 
Lösung  des  vollständigen  Systems*). 

Wenn  die  Jacobi'sche  Form  A^f^O,  A^f=0  im  besond 
durch  die  obige  Auflösungsmethode  erhalten  ist,  wenn  also 

ist,   was  stets  zu   erreichen,  so   vereinfacht  sich   die  Integration 

etwas.     Aif=0   ist   nämlich   dann  äquivalent  der  gew.   Differei 
gleichung  in  zwei  Veränderlichen  x,  z: 

dx       dz 

*)  Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme,  die  von  Jacobi  und  Cle 
herrührt,  hat  durch  Herrn  Mayer  ihre  jetzige  einfache  Form  erhalten. 
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irii  y  in  0,  our  die  Rolie  einer  arbiträre»,  von  x  und  s  iinabliäugigeii 

Grösse  spielt.  Äiso  kann  man  das  Integral  dieser  Gleichung  als  das 
«  imd  y  als  das  v  benutzen.  Man  siebt,  dass  sieb  die  Integration 
des  voll  stand  igen  Systems  so  auf  die  successive  Integration  zweier 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  je  zwei  Variabein 
'ledaciert. 

Übrigens   ist    die   Zurückfübrung    den    vollstündigen   Sjatema   auf 

Jacobi'sche  Form  vor  Beginn  der  Integration  nicht  nötig.  Mau 
bnncbt  die  Gleichungen  nur  auf  eine  solche  Form  A,f^O,  Aif=Ü 
EO  bringen,  dass  {Ä^Ä^  -jt-  QÄ^f  wird.    Sind  nämlich  «,  w  die  Lösungen 

Atf^'O,  so  zeigt  diese  Relation  wegen  AiU^^  Ä^v  ^^0,  dass 
lt(J,M)  ^  0  und  Ai^A^v)  ^^  0  ist,  dass  also  A^u  und  A^v  Lösungen 

Ajf  ^  0  sind  und  sich  daher  auch  jetzt  durch  u,  v  allein  aus- 
drücken.    Nun   setzt  man  f  =  ß(u,  v)  in  A^f  =  0   ein  und  erhält  so 

Differentialgleichung  in  «,  v. 

Scbliesälich  kann  man  auch  die  Integration  des  vollständigen 
Sjstenia  AJ=0,  AJ=%  wo 

{A,A,)-^.9,AJ+(f,AJ 
ilt,  sofort   in   Angriff  nehmen,   ohne   es  erst  uwzuformen:    Man   be- 
ptimmt   zwei  Lösungen   «,  «   von  AJ=(i.    Eine    gewisse    Fuuction 
enalben,   ß(«,  u),   erfüllt   dann   sicher   auch  J,/'-=0.     Wir   bilden 
tlisr: 

da.    .    ^,0    HR       , 

h  eine  Function  J2(i*, «)  existiert,  die  diese  Gleichung^  erfüllt,  und 
i»  -j-  nnd  -=r-  nur  »on  u,  v  abhängen,  so  lässt  sich  notwendig  auch 
r-  dnrch  u,  v  allein  ausdrücken.  Daher  ergiebt  sich  auch  auf  diesem 
ffege  die  Differentialgleichung  in  tt  und  v  allein.  Diese  Methode  ist 
sehr  praktisch. 

!  Wir  wollen  uns  die  gemeinsame  Lösung  der  beiden  ein  voll- 
■tändiges  System  bildenden  Gleichungen  Aff^O  und  A^t  =  0  auch 
^metrisch  vorstellen. 

Die  Frage  nach  einer  gemeinsames  Lösung  m  kommt  auf  die 
ich  00'  gemeinsamen  Integralflücheu  m  =  Const.  der  beiden  Glei- 
lungen  hinaus.    Es  fragt  sich  somit,  ob  es  00'  Flächen  giebt,  welche 
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sowohl  von  je  oo^  Charakteristiken  der  ersten  als  auch  von  je  oo^ 
Charakteristiken  der  zweiten  Gleichung  erzeugt  werden.  Man  würde 
eine  derartige  Fläche  —  da  durch  jeden  Punkt  Pq  des  Raumes  eine 
derselben  hindurchgehen  mQsste  —  in  dieser  Weise  zu  constroieren 
suchen:  Von  einem  Punkte  p^  ausgehend  verfolgt  man  die  durch  ilu) 
gehende  Charakteristik  i^  der  ersten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 

zu  einem  Punkte  p^  und  geht  dann  auf 
der  zu  p^  gehörigen  Charakteristik  i^  der 
zweiten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 
j>2;  dann  von  p^  aus  wieder  auf  einer  Cha- 
rakteristik k^'  der  ersten  Gleichung  u.  8.  w. 
abwechselnd.  (Fig.21.)  Diese  Bewegungen 
besitzen  noch  einen  ziemlichen  Grad  von 
Willkür.  Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  beschreibt  man 
hierbei  nur  eine  Fläche  —  und  dann  ist  dies  eine  der  gesuchten  ge- 
meinsamen Integralflächen  —  oder  aber  man  bleibt  nicht  auf  einer 
Fläche.  Wenn  man  die  Bedingung  dafür  aufstellt^  dass  der  erste  Fall 
eintritt,  so  kommt  man  darauf,  dass  zwischen  A^f  und  A^f  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

(AiA^)  =  QiAJ+Q^AJ 

bestehen  muss*).  Da  wir  von  jedem  Punkte  p^  des  Raumes  aus- 
gehend alsdann  eine  Fläche  erhalten,  so  ergeben  sich  gerade  oo^  ge- 
meinsame Integralflächen  u  =  Consi,  und  u  ist  die  gesuchte  gemeinsame 
Lösung. 

Schliesslich  heben  wir  noch  Eines  hervor:  Eine  gemeinsame 
Integralfläche  der  beiden  DifiFerentialgleichungen  A^f^^  0  und  A^f=^% 
welche  ein  vollständiges  System  bilden,  hat  in  jedem  ihrer  Punkte 
die  beiden  Dichtungen,  welche  dem  Punkte  durch  die  zu  A^f^O 
und  A2f=0  gehörigen  simultanen  Systeme  zugeordnet  werden,  zu 
Tangenten.     Ist 

^1^—  -^1  ä^  +  ^1  ay  +  ^1  ä7' 

so  sind  Xj,  Fj,  Z^  den  Richtungscosinus  der  einen,  Xg,  Yg?  ^t  denen 
der  anderen  proportional.  Sind  ferner  a,  /3,  y  proportional  den  Rieb- 
tungscosinus  einer  zu  diesen  beiden  senkrechten  Richtung,  so  muss  sein: 


*)  Diese  Deutung  des  Elammerausdruckes  {A^  Ä^)  erhält  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  eine  vollständig  scharfe  Form. 
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X,a  +  Y,ß  +  Z,Y  =  0, 

X,a  +  Y,ß  +  Z,y  =  0, 
L  h.  man  kann  setzen: 

a  =   YiZ^  —  ^2^1;      ß  ^^  ^1-^2  —  ^2-^1;      y  =  -^1  -^2  —  -^2  •^• 

Diese  drei  Grössen  verhalten  sich  also  wie  die  Bichtungscosinus  der 
(formalen  der  gemeinsamen  Integralfläche.  Bezeichen  dx,  dy,  dB  die 
Differentiale  der  Coordinaten  x,  y,  0  auf  der  gemeinsamen  Integral- 
flache,  so  ist  daher: 

{T,Z,  -  Y,Z,)dx  +  {Z,X,  -  Z,X,)dy  +  {X,  Y,  -  X,  Y,)dB  =  0. 
Es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Satz  4:  Die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems:  h^"^^ 

a/"  o/"  Q/*  sehen  Tollst. 

^  Differential- 

A^t  =  A,  -^-  +  jr^  ^  -f-  Zg  ^  =  U, 

iw  {A^A^  ^  Q^A^f '\' Q^Ä^f  ist,    befriedigen   die    totale   Differential- 
gleichung: 

{T,Z,  -  Y,Z,)dx  +  {Z,X,  -  Z,X,)dy  +  (X,  F,  -  Z,  r^rf;?  =  0, 

und  umgekehrt  ist  jede  Fläche^  welche  die  letztere  befriedigt,  eine  Integral- 
fläche  des  vollständigen  Systems, 

Diese  Umkehrung  leuchtet  ein:  Eine  Fläche,  welche  der  totalen 
Differentialgleichung  genügt,  besitzt  als  Normale  die  Richtung,  welche 
ZQ  den  beiden  Fortschreitungsrichtungen  senkrecht  steht,  die  dem  be- 
treffenden Flächenpunkt  durch  die  zu  A^f^^O  und  A^f=  0  gehörigen 
simultanen  Systeme  zugeordnet  werden.  Die  Fläche  hat  daher  die 
beiden  letzteren  Richtungen  als  Tangenten,  d.  h.  ist  Integralfläche 
ton  AJ^O  und  A^f=0. 

Es  wird  erwünscht  sein,  diese  Theorien  an  einfachen  Beispielen 
erläutert  zu  sehen. 

1.  Beispiel:   Sei:  Beispiele. 

Dann  ist 

(-^1-^2)  ^  g^  ^  -^1/^» 

d.h.  -4i/"=0  und  A^f=0  bilden  ein  vollständiges  System.  Dies 
zu  integrieren,  suchen  wir  zunächst  zwei  Integrale  u,  v  des  zu  Aif^=  0 
gehörigen  simultanen  Systems: 

dx dy dz 
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Offenbar    sind    u^y,    v^e    zwei    Integrale    desselben.    Nun  wird 
A2Sl(y,  z)  gebildet.     Es  kommt: 


Diese  Gleichung  wird  durch 


Z 


befriedigt.  Also  stellt  -  =»  Const.  die  oc^  Integralflächen  des  ge- 
gebenen vollständigen  Systems  dar.  Stellen  wir  uns  alles  geometriscb 
vor.     Die  zu  A^f=0  und  A^f  =  0  gehörigen  simultanen  Systeme: 


dx 
1 

0 

- 

dz 
0  ' 

dx 

X 

V 

dz 
z 

ordnen  dem  Punkte  {x,  y,  z)  zwei  Richtungen  zu^  das  erste  die  Pa- 
rallele zur  x-küQf  das  zweite  den  Strahl  nach  dem  Anfangspunkt 
Die  Integralflächen  von  A^f  =  0  sind  demnach  alle  Cylinder  parallel 
der  ic-Axe,  die  von  A^fz=0  alle  Eegel^  deren  Spitze  der  Anfangs- 
punkt ist.  Eine  gemeinsame  Integralfläche  muss  beides  zugleich  sein, 
d.  h.  ist  eine  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  die  die  a;-Axe  enthält. 
Also  sind  die  Ebenen 

y  =  Const 
z 

in  der  That  die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems.  Die  in 
Satz  4  genannte  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  zdy  +  ydz  =  0. 

Ihre  Integral  flächen  sind  die  Flächen,  deren  Normalen  Richtnngscosinas 
proportional  0,  — z^  y  haben.  Diese  Normalen  sind  der  (yjEf)-Ebene 
parallel  und  kreuzen  die  a;-Axe  senkrecht.    Mithin  sind  die  betreffenden 

Flächen  die  Ebenen    -  =  Const.  durch  die  iC-Axe. 

z 

2.  Beispiel:    Sei 

j   /. df        M   r. df  df 

^1^  =^  ä7'    ^2A  -=  y  ^  —  a;  ^• 

Hier  ist  {A^A^^O,  d.  h.  A^f^^O  und  A^f^^O  bilden  ein  voll- 
ständiges System  und  zwar  in  Jacobi*scher  Form.  A^f^=0  hat  die 
Losungen  x  und  y  und  als  allgemeine  Lösung  also  eine  Function 
Sl(Xfy).  Die  Lösung  i^  des  vollständigen  Systems  muss  noch  der 
Gleichung 

A^Sl  z^y  .      —  a:  -r—  =  0 
^  "^  €x  cy 
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Inägen,  ä-  h.  sie  ist  gleich  3^  +  y*  zu  setzen.     Äleo  giebt 
\  a^  ~\-  y'-  =  Const. 

6e  Integral  fläch  eo  des  Tollständigen  Systems.  Geometrisch:  Die  Cha- 
■kteristiben  von  Ä^f^=0  aiiid  die  Parallelen  zur  e-Axe,  also  die 
pt«graläächeu  von  A,f^^O  die  Cylinder  parallel  dieser  Äxe,  Die 
'äkteristiken  von  j4j/'=0  sind,  wie  wir  schon  in  einem  früheren 
aspiel  sahen  (1.  Beispiel  des  §  1),  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
der  s-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu  dieser  senkrecht  stehen. 
Integral  dächen  von  Ä^f=  0  sind  folglich  die  Kotationsäächen 
die  B-Axe.  Gemeinsame  Integral  flächen  beider  Diflerentialglei- 
können  also  nur  die  Rotationacylinder  um  die  e-Axe  sein: 
''•'  +  y^  ^  Const. 
Die  totale  Dilfereutialgleichung  lautet  hier 

xdx  +  ydy  =  0  

lA  giebt  in  der  That  sofort 

x'  -\-  y^  =  Const. 
Beispiel:   Sei 

if 


(daas  (J|ji,)^0,  d.  h,  J,/'=0,  Ä^f^O  ein  vollatündigea  System 
L    Wir   werden,   nm   die  Integralflachen   derselben    zu   finden,    gut 
,  statt  Agf^  0  die  einfachere  Gleichung 


+  2.|- 


'^f. 


A,f=A,f-A,f=y^^  + 


,K^ 


0 


benatzen.  A^f^^O  hat  zu  Charakteristiken  alle  Geraden  parallel 
(araJ-Ebene,  welche  die  y-Axe  schneiden,  A^f^  0  alle  Geraden 
nallel  der  Cy2)-Ebene,  welche  die  x-Axe  schneiden.  Die  Integral- 
Ichen  von  A,f=  0  sind  somit  die  Regelflächen,  welche  durch  Gleiten 
ler  der  (3:e)-Ebene  beständig  parallelen  Geraden  längs  der  y-Axe 
tsteben.  Analog  sind  die  Integralflachen  von  A^f  =  0  gewisse 
Ügeläächen.  Soll  eine  Fläche  Integralfläcbe  des  vollständigen  Systems 
|b,  so  niusa  sie  sowohl  oo'  Geraden  durch  die  y-Axe  parallel  der 
l)'Ebenfl  als  auch  00'  Geraden  durch  die  x-kxe  parallel  der  (yz)-Ebene 
Ehalten.  Daher  ist  die  Fläche,  wie  man  elementar  einsehen  kann, 
:  hyperbolisches  Paraboloid: 

— i  =  Const. 


208  Kapitel  10,  ^  8,  4. 

Man    kann    auf   systematischem   Wege    durch   Int^pration    des  yiA* 
standigen    Systems    dies    verificieren:    A^f=^0    hat    das    allgemeise 

Integral  Sly—^yj  und  es  ist 

wenn   —   mit    u    bezeichnet    wird.     Ä^Sl  ^^  0    hat    die    Lösung  «y 

oder  -^'     Die  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  yzdx  —  xzdy  +  xydis  =  0 
oder,  wenn  durch  xysi  dividiert  wird: 


und  giebt  integriert: 


ydx  +  xdy    i    ^  _^  q 

xy         "*"   £f 


^  B»  Const. 


§  4.     Die  Jaoobi*80he  Idenütftt. 

Zum  Schluss  dieses  Kapitels  wollen  wir  noch  eine  Formel  ent- 
wickeln; die  von  grosser  Bedeutung  für  das  Folgende  ist  und  die  wir, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  den  Elammerausdruck,  sogleich  in  » 
Veränderlichen  x^,  x^'  -  -  Xn  darstellen,  indem  wir  dem  Leser  anheim- 
geben, die  Rechnung  im  Falle  n  =  3  durchzuführen. 

Es  seien 

A  /•  -        ^f    t         ^f    i  1  df  __  "S^^      df 


dxi    "^     *  dx^ 


+  a« 

df 

+  ßn 

df 

dx„ 

J_  /u 

df 

1 

n 

l 

1 

n 


n  ^  df    ,         df    ,  ,         df  _  SJ     df 

drei  solche  Differentialausdrücke,  wie  wir  sie  nun  schon  vielfach  be- 
trachtet haben.     Die  a,  ß,  y  bedeuten  irgendwelche  Functionen  der 
n   Veränderlichen  Xj ,  rr^  •  •  •  o;» .     Zwischen    den   Elammerausdrücken,  i 
die  sich  aus  Af^  Bf,  Cf  herstellen  lassen,  besteht  eine  sehr  merk*  \ 
würdige  Beziehung.    Wenn  wir  wie  oben  A{Bf)  —  B{Af)  kurz  durch 
(AB)  bezeichnen,  so  lautet  diese  Beziehung  so: 

i{AB)C)  +  {{BC)A)  +  i{CÄ)B)  =  0. 
Diese  Identität  rührt  von  Jacob i  her,  der  sie  in  noch  allgemeinerer 
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eise  entwickelte.  Wir  werden  sie  deshalb  die  specidle  JacMsche 
^mtiiät*)  oder  auch  kurz  die  Jacöbi'sche  Identität  nennen.  > 

Man  kann  sie  auf  verschiedenen  Wegen  beweisen.  Der  nächst- 
igende,  aber  umständlichste  wäre,  die  Ausdrücke  ({AB)C)  u.  s.  w. 
rect  auszurechnen  und  dann  zu  zeigen,  dass  sich  alle  Glieder  fort- 
sbeD.  In  zwei  Veränderlichen  ist  dies  noch  weniger  umfangreich 
id  der  Leser  möge  deshalb  die  Formel  für  n  =»  2  wirklich  aus- 
idmen. 

Wir   wollen  die  Identität  nach  einer  Bemerkung  von  Engel  be- 

eisen:  Es  ist 

{ÄB)  =  A{Bf)-B{Af) 
id  daher 

UB)G)  =  Ä{B(Cf))  -  B(A{Cf))  -  C{A{Bf)-B{Äf)) 

=  A{B(Cf))  -  B{A{Gf))  -  C(A{Bf))  +  C{B{Af)y 

urch  cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  Ay  B,  C  gehen  hieraus 
j  Ent Wickelungen  von  {{BC)Ä)  und  {{CÄ)B)  hervor.  Addiert 
m  dann  die  drei  Formeln,  so  heben  sich  alle  Glieder  rechts  paar- 
lis  fort,  denn  z.  B.  A{B(Cf))  kommt  in  der  ersten  als  erstes  Glied 
sitiv,  in  der  zweiten  Formel  als  drittes  Glied  negativ  vor  u.  s.  w., 
lass  die  Identität  übrig  bleibt: 

iiAB)C)  +  iiBC)A)  +  ({CA)B)  =  0. 

ese   specielle  Identität  gilt  also  stets  für  drei  Ausdrücke  Af,  Bf, 
',    Sie    spielt   eine   wichtige  Rolle   in   vielen  Untersuchungen   über 
Snitesimale  Transformationen. 
Beispiel:    Ist 

ist* 


{AB)^x^"f^,    iBC)^-2.g,    iCA)^g  +  IL 


30 


({AB)C)=-2xl^,    i(BC)A)  =  0,    ((C4)JS)  =  2a;|^, 
id  die  Summe  der  drei  letzten  Ausdrücke  verschwindet  identisch. 


♦)  Die  hervorragende  Wichtigkeit  der  speciellen  Jacoh%*8chen  Identität  trat 
hl  zuerst  in  der  Theorie  der  TransfortnaHonsffruppen  deutlich  hervor. 
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Kapitel  11. 
Eingliedrige  Ornppe  in  drei  Veränderlichen. 

Um  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 
alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestatten,  zu  einem 
befriedigenden  Abschlüsse  zu  bringen,  ist  es  notwendig,  zunächst  eio- 
gliedrige  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  zu  betrachten.  Der  Leser 
wird  finden,  dass  diese  Betrachtungen  in  sehr  vielen  Punkten  nur 
insofern  von  denen  des  2.  und  3.  Kapitels  abweichen,  als  jetzt  die 
Zahl  der  Veränderlichen  3  statt  .2  ist.  Es  mag  deshalb  auch  gestattet 
sein,  die  Darstellung  möglichst  knapp  zu  fassen  und  bezöglich  der 
ausführlichen  Entwickelungen  häufig  auf  jene  beiden  Kapitel  zoröek- 
zuverweisen. 


§  1.    Deflilition  der  eingliedrigen  Gruppe  im  Baume,  Existens  einer 

infinitesimalen  Transformation  derselben. 

Drei  Gleichungen  von  der  Form 

von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  x,  y,  e  auflösbar 
Tränt-    geien,   bestimmen   allcremein   eine  Transformation   der  Veränderlichen 

formaiion.  '  "  '  ^         . 

Xj  y,  0  in  die  neuen  Veränderlichen  x^y  y^,  z^.  Wir  fassen  sie  wie 
früher  begrifflich  auf  als  eine  Operation,  welche  alle  Punkte  (rc,  y,  l) 
des  Raumes  in  neue  Punkte  {Xy^^  y^,  z^)  desselben  überführt  Eine 
Fläche  wird  also  durch  die  Transformation  wieder  in  eine  Fläche,  eine 
Curve  wieder  in  eine  Curve  verwandelt.  Will  man  die  Gleichung 
der  Fläche  aufstellen,  in  welche  die  gegebene  Fläche 

Sl{x,  y,z)  =  0 

vermöge  der  Transformation  übergeht,  so  hat  man  hieraus  x,  jf,  l 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  zu  eliminieren,  wodurch  sich  die  gesuchte 
Gleichung 

der  transformierten  Fläche  ergiebi  Man  wird  also  zunächst  di 
Gleichungen  (1)  nach  a:,  y,  z  auflösen,  dies  gebe  etwa: 

(2)        a;  =  9(a;„y,,^i),    y  =  t{^iyyiy  h),    ^  =  «(^i;  »i;  ^i); 

und  dann  diese  Werte  (2)  in  Ä  =  0  einführen : 

W{x^,  y,,z,)  3-  Ä(9,  ?^,  z)  =  0- 


0 

/ 
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fß  ÄDflösung  (2)  ist  nicht   nötig,    wenn   man   umgekehrt  nach   der 

£he   fragt,    welche    vermöge   der   Tranaformation   (1)    in    die   neue 
he 

HX^u  »t.  «.)  =  0 
rgeföhrt  wird.     Die   betreffende  Fläche  hat  offenbar  die  Gleichung 
I  'i  Vj  ^'■ 

a.{x,  y,  ü)  =  W{^,  ^,  z)  =.  0. 

Die  durch  Auflösung  von  (1)  nach  den  urspröngliehen  Veränder- 
y,  s  erhaltenen  Gleichungen  (2)  stellen  ebenfalls  eine  Trans- 
mation  dar  und  zwar  die  zu  (1)  inverse,  indem  nämlich  beide  nach  ,, 
inder  ausgeführt  alle  Punkte  (x,  y,  e)  des  Raumes  über  die  Stellen    ■ 
11  Vif 'i)   '•*  ili''ß   ursprünglichen  Lagen  {x,  y,  z)   ^urück führen.     Die 
■Bfeiuanderfolge  beider  Transformationen  ist  demnach  der  identiscJicn:  '^ 
I  x'=x,     y'  =  y,     s'=B 

bui  Talent. 


Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  der  Punkte  des 
loraes  noch  eine  wiUkürÜch  annehmbare  Constante,  einen  Para- 
ier  a,  enthalten: 

*t  =■  9>(*,  y,  z,  o),    y,  =  ii>{x,  y,  z,  a),    z^  ■=  x(x,  y,  z,  a), 

stellen  sie  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  dar.  InsbeBondere 
es  denkbar,  dass  diese  Schar  die  Gruppeneigenscltaß  besitzt,  d.  h. 
s  zwei  Transformationen  der  Schar,  wenn  man  sie  nach  einander 
t  die  Punkte  des  Raumes  ausführt,  durch  eine  einzige  Transformation 
Reiben  Schar  ersetzt  werden  können,  welche  diese  Überführung  aus 
Anfangs-  in  die  Schhieslagen  mit  einem  Schlage  leistet. 
Analytisch  stellt  sich  das  Kriterium  für  das  Vorhandensein  der 
sppeneigenschaft  so  dar:  Eine  erste  Transformation  der  Schar  (3) 
i  beliebig  gewähltem  Parameterwert  a  führt  die  Punkte  {je,  y,  e) 
Raumes  in  die  Punkte  (aj^,  t/,,  *,)  Über,  deren  Coordinaten  durch 
f  bestimmt  werden.  Eine  nach  dieser  Transformation  (a)  der  Schar 
geführte  Transformation  derselben  mit  dem  Parameterwert  «[, 
Iche  die  Punkte  (x,,  y,,  z,)  weiterhin  in  die  Lagen  (x^,  y^,  «,) 
ngt,  besitzt  die  Gleichuugen: 

)fi  Transformation  nun,  welche  die  Aufeinanderfolge  von  (3)  und  (4) 
Mzt,  wird  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x,,  y,,  «,  aus  (3) 
I  (4)  beatinimt     Es  ergiebt  sich: 


(5) 
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und  analog: 

Diese  Transformation  (5)  der  Punkte  (x,y,e)  in  die  Punkte  (^s^Vs^^) 
muss  also,  wenn  die  Schar  der  oo^  Transformationen  eine  Gmppe 
bilden  soll,  eine  Transformation  dieser  Schar  sein,  d.  h.  es  muss  m 
Wert  A  des  Parameters  existieren,  sodass  die  Gleichungen  (5)  sich 
decken  mit: 

es  muss  daher  sein:  | 

9(9>(^»  y,  iET,  a),  ti^f  y,  e,  a),  x(p^,  Vy  ^> «),  «i)  =  9>(«,  »i  i^r,  A), 
^(9>( ),  ^( ),  z( ),«i)  =  *(a?,y,^,^), 

Z(9>( ),  *(.  .  •  .  •);  Z(-  •  •  •  •),«!)  =  Z(«i»;^>^) 

und  zwar  für  alle  Werte  der  Veränderlichen  a;,  y,  iBf.  a  und  a^  be- 
deuten hierbei  beliebig  angenommene  Constanten  und  auch  X  soll 
eine  Constante  sein.  A  ist  bestimmt,  sobald  die  beiden  nach  einander 
auszuführenden  Transformationen  (a)  und  {a^  gegeben  sind,  d.  h.  l 
ist  eine  Function  von  a  und  o^: 

X  =  k{a^  Ol). 

Die  Gleichungen  (3)  stellen  demnach  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe 

dar,  wenn  es  eine  Function  A  von  a  und  a^  allein  giebt,  sodass  fär 

alle  Werte  von  o;,  y,  jef,  a  und  a^  die  drei  letzten  Identitäten  bestehen. 

^Gr5"^^1m         Insbesondere  nennen  wir  diese  Gruppe  (3)  eine  eingUedrige  Gn^ 

Ramn«.    ^^jj  gjg  ^^j^  Parameter  a,  also  oo^  Transformationen  enthalt. 

Man  bemerkt,  dass  jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene 

x^=fp{x,y,a),    y,=^^{x,y,a) 

durch  Zufügung  von  Zi=  e  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  wird. 

Wir  werden  nunmehr  die  eingliedrigen  Gruppen  im  Baume  %^ 
nauer  untersuchen  und  wollen  —  wie  in  der  Ebene  —  immer  voraas' 
setzen,  dass  die  eingliedrige  Gru^ppe  auch  eu  jeder  ihrer  TransfarmaUow^ 
die  dassu  inverse  enthalte,   d.  h.  es  soll  eine  Function  ä  von  a  geben, 
,    sodass  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameter- 
werten a  und  ä  der  identischen  Transformation  äquivalent  ist. 

Führen    wir   nach   einander   zwei   Transformationen    der    Gruppe 
aus,  die  zu  einander  invers  sind,  so  ergiebt  sich  die  identische  Trans 
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•rmation,  d.  h.  die  Gruppe  enthalt  die  identische  Transformation ^  mit 
äderen  Worten:  Es  muss  ein  Wert  a^  des  Parameters  a  vorhanden 
»in,  f&r  welchen  sich  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  auf  die  der 
ientischen  Transformation  x^  «=  o;,  yi  =  y,  0i^^  0  reducieren,  dass 
Iso  für  alle  Werte  von  x,  y,  0 

6)       q>{x,y,0,ao)  =  x,    ^{x,y,B,a^  =  y,    x{Xyy,z,a^)  =  B 

Aus  der  Existenz  der  identischen  Transformation  schliessen  wir 
-  wie  in  der  Ebene  (§  3  des  2.  Kap.)  —  auf  die  Existenz  ^«e^,iaio"T«iV 
nfinitesimalen  Transformation  in  der  eingliedrigen  Gruppe.  Wenn  f«'™*"»»- 
lämlich  dem  Parameter  a  ein  von  a^  nur  unendlich  wenig  abweichender 
Vert  Oq  +  da  erteilt  wird,  so  werden  die  Gleichungen  (3)  nicht  die 
dentische,  sondern  eine  von  ihr  unendlich  wenig  verschiedene  Trans- 
ormation  der  Gruppe  vorstellen,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transfor- 
aation  der  Gruppe.     In  der  That^  (3)  giebt  für  a  =  üq-^-  da: 

^1  «=  9>(^;  y>  ^;  «0  +  *«)  =  9>(^,  y,  0,  «o)  +  ^^^^  da-i , 

yi  =  *(^;  J/i  ^>  «0  +  *«)  =  ^(^;  Vy  ^;  «o)  +  ^^^^^^^^  da  +  "', 

der  wegen  (6): 

x,  =  x  +  '-^^^^öa+^^., 

eder  transformierte  Punkt  {x^,  y^,  z^  ist  also  seiner  Anfangslage 
Tj  y,  z)  unendlich  benachbart.  Natürlich  ist  es  denkbar,  dass  in  den 
teihenentwickelungen  die  Glieder  niedrigster  Potenz  in  da  identisch 
erschwinden.  Jedenfalls  aber  wird  eine  Potenz  da''  von  da  als 
iedrigste  wirklich  auftreten  und  sie  wählen  wir  dann  als  unendlich 
leine  Grösse  dt  =  da**.  Ihre  Coefficienten,  die  von  x,  y,  z  ab- 
äDgen  (a^  ist  ja  nur  eine  bestimmte  Zahl),  wollen  wir  mit  l^{x,y,z\ 
i^}  yf  ^)}  ti^^f  V)  ^)  bezeichnen.  Dann  nimmt  die  infinitesimale  Trans- 
rmation,  welche,  wie  wir  wissen,  der  Gruppe  angehört,  die  Form  an: 

Xj^  =  x+  i(x,y,z)dt-] , 

)  yi=^y  +vi^,y7^)SH — ; 

z^  =^z  +  t(Xyy,z)dt'\ , 
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wo    die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer  : 
Ordnung  sind.  '• 

Satz  1:  Eine  eingliedrige  Gruppe  des  Eaumes  mit  paarweis  invmak 
Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher  auch  eine  infimtesimck 
Transformation. 

Man  kann  noch  auf  einem  allgemeineren  Wege*)  zu  einer  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe  gelangen ^  in  analoger  Weue^ 
wie  es  in  der  Ebene  (in  §  3  des  2.  Kap.)  geschah:  Nach  einer  be- 
liebigen Transformation  der  Gruppe  mit  dem  Parameter  e  wird  eine 
zweite  ausgeführt,  welche  sich  von  der  zur  Transformation  (i)  inversen 
Transformation  (t)  nur  unendlich  wenig  unterscheidet,  deren  Parameter 
also  etwa  £  -j"  ^^  i^^*  Diese  Reihenfolge  ist  einer  einzigen  Tran8fo^ 
mation  der  Gruppe  äquivalent  und  zwar  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation,  denn  die  Transformation  (J  -}-  de)  führt  die  Punkte  in 
Lagen  zurück^  welche  nur  unendlich  wenig  von  den  Anfangslage 
abweichen. 

Kann  man  so  auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  gelangen,  so  bleibt  noch  die  Frage  offen, 
ob  wir  dadurch  auch  stets  zur  selben  kommen.     Hierüber  werden  wir 
uns  im  nächsten  Paragraphen  Klarheit  verschaffen. 
Bewpioi.  Beispiel:    Die  oo^  Transformationen; 

Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a, 

y^  =  a;  sin  a  +  y  cos  a, 

g^  =  z  -{'  ma 

mit  dem  Parameter  a  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  (m  soll  eine 
bestimmte  Zahl  sein.)  Zunächst  sieht  man  dies  rein  geometrisch  ein: 
Die  Gleichungen  stellen  ja  nichts  anderes  dar  als  eine  Bewegung  des 
Raumes,  bei  welcher  der  (starr  gedachte)  Baum  um  die  j?-Äxe  um 
den  Winkel  a  gedreht  und  gleichzeitig  längs  der  ^r-Axe  um  die 
Strecke  ma  verschoben  wird.  Es  ist  dies  also  eine  Schraübenhewegui^' 
Variiert  a,  so  hat  man  oo^  solche  Schraubenbewegungen,  aber  alle 
mit  derselben  Steighöhe,  weil  das  Verhältnis  zwischen  Drehwinkel  ä 
und  Verschiebung  ma   constant  ist.     Zwei  solche  Schraubungen  nach 

*)  Erst  durch  diese  zweite  Methode  erkennt  man  in  voller  Strenge,  du^ 
jede  eingliedrige  Gruppe  des  dreifachen  Raumes  mit  paarweis  inversen  Tiaoi' 
formationen  eine  infinitesimale  Transformation 

9x  =  S(a?,  y,  z)9t  H ,    dy  =  rj{x,  y,  z)9t  H ,    dz  ^  £(«,  y,  z)dt-\ 

enthält,  deren  Beihenentwickelungen  nach  ganzen  Potenzen  von  dt  fortschreiteü 
und  Glieder  erster  Ordnung  in  8t  wirklich  enthalten. 
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inander  ausgefShrt  sind  natürlich  einer  einzigen  äquivalent  mit  eben- 
srselben  Steighöhe.  Wenn  a  und  a^  die  Drehwinkel  der  beiden  nach 
inander  ausgeführten  Schraubungen  sind^  so  ist  offenbar  a  -\-  a^  der 
hrehwinkel  der  dieser  Aufeinanderfolge  äquivalenten  Schraubung. 

Auch  analytisch  erhellt  dies:  Führen  wir  nach  der  Schraubung 
i)j  welche  die  Punkte  {x,  y,  z)  in  die  Lagen  (x^,  y^,  z^  überführt, 
ioe  zweite  («j)  aus,  welche  die  neuen  Punkte  {x^^  y^,  z^  weiter  nach 
en  Stellen  {x^,  y,,  z^  bringt,  so  haben  wir  ausser  den  drei  obigen 
leichungen  diese: 

x^  =  x^  cos  «1  —  yi  sin  «j , 

ya  =  ^i  sin  «1  +  yi  cos  «i, 

liminieren  wir  x^^j  y^,  z^^  so  liefern  die  ersten  beiden  Gleichungen- 
lare,  wie  wir  schon  von  der  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
ügspunkt  in  der  (a:y)-Ebene  wissen  (vgl.  §  2  des  1.  Kap.): 

x^^=  X  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  (a  +  «i); 
y^  =  x  sin  (a  +  «J  +  y  cos  (a  +  aj, 

ad  ausserdem  kommt: 

^2  =  ^  +  tn{a  +  «i) 

ad  dies  ist  wieder  eine  jener  Schraubungen,  nämlich  die  mit  Dreh- 

iükel  a  +  ^1- 

Also  bilden  jene  oo^  Transformationen  eine  eingliedrige  Gruppe 
es  Raumes,  a  =  0  giebt  ihre  identische,  also  a  =  8t  eine  unendlich 
leine  Transformation  der  Gruppe,  nämlich: 

x^  =  X  —  ydt  +  •  •  •,    yi  ■=  y  +  xSt  +  •  •  •,    ^1  =  ^  +  ^8t  +  •  •  • 

ier  ist  also 

6  =  — y,    i?  =  a:,     g  =  m. 

2.  Construotion  einer  eingliedrigen  Gruppe  aus  einer  inflnitesi- 
alen  Transformation;  Nachweis,  dass  sie  nur  eine  solche  enthält. 

Ausgehend  von  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
od  wir  zum  Begriff  einer  infinitesimalen  Transformation  des  Raumes 
ilangt.  Es  liegt  uns  jetzt  ob,  diese  näher  zu  untersuchen.  Wir 
erden  dabei  völlig  parallel  mit  den  Entwickelungen  des  §  4,  2.  Kap., 
i  Werke  gehen,  also  zunächst  den  Gruppenbegriff  beiseite  lassen  und 
anehmen,  es  sei  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  des  Baumes 
^niert  durch  drei  Gleictiungen  von  der  Form 
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(8) 


x^=x  +  i(x,  y,  s)Öt-^ ,    y,  =  y  +  ^{x,  y,  e)8t  -\ , 

welche  die  Punkte  {x^  y,  z)  der  Ebene  in  ihnen  unendlich  benach- 
barte Punkte  {x^f  y^^  z^  überführt,  da  hierbei  x,  y,  z  nur  um  un- 
endlich kleine  Grossen 

(9)  dx  =  i{x,y,0)dt  +  '",  Äy  =  '?(^,y,^)*<  +  -->  ie  =  t(x,y,z)dt  +  '- 

zunehmen.  Die  nicht  geschriebeneu  Glieder  denken  wir  uns  als  con- 
vergente  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  von  dL 

Diese  infinitesimale  Transformation  ordnet  jedem  Punkte  (x,  y,  z) 
des  Raumes  eine  infinitesimale  Fortschreitungsstrecke  zu.     Ihre  Länge 

Y'dx^  +  dy^  +T?  =  dt .  y^~+~rr+J\ 

mit    den    Projectionen    i^ät,    'flStj    idt    auf   die   drei    Axen,   variiert 
ebenso  wie  ihre  Richtung  im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt. 
tiMhe'v'r-  Indem   wir   wie   in  §  4,  2.  Kap.^   hiernach   einer   kinematischen 

^chuJg  Vorstellung  folgen  dadurch,  dass  wir  die  Punkte  des  Raumes  diese 
ihnen  durch  die  infinitesimale  Transformation  zugeordneten  Fort- 
schreitungsstrecken  wirklich  durchlaufen  lassen  im  Zeitteilchen  8t  und 
diese  Bewegung  unendlich  oft  wiederholen,  also  die  infinitesimale 
Transformation  als  Definition  einer  stationären  Bewegung  einer  com- 
pressibelen  Flüssigkeit  auffassen,  erkennen  wir  wie  damals,  dass  die 
endlichen  Gleichungen 

Xi^0{x,y,z,t),    yi  =  ^(x,y,z,t),    z^  =  X(x, y, z,  t) 

der  stationären  Bewegung  eine  eingliedrige  Gruppe  bestimmen.  Da 
jedoch  diese  kinematische  Betrachtung  ohne  analytische  Hülfsmittel 
nicht  streng  zu  formulieren  ist,  wollen  wir  sie  hiermit  nur  angedeutet 
haben  und  ein  rein  analytisches  Verfahren  einschlagen,  um  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  zu  gelangen. 

AnftiytiBche  Wir  stellcu  uämlich  das  simultane  System  von  drei  srewöhnlichen 

Herstellung  -x  •    ,    ,    . 

einer  oin-  Ditterentialgleichungen  in  x^,  y^,  z^  und  t  auf: 

und   denken   uns   dasselbe   integriert,   also   x^y  y^,  z^    als  Functionen 
von  t  bestimmt.    Diesen  Functionen  können  wir  die  Anfangsbedingung  / 
vorschreiben,   sich  für  ^  =  0  auf  x,  y,  z  zu  reducieren.     Es   mogen^ 
sich  etwa  die  Integralgleichungen  ergeben: 

(11)     0^1  =  a>(a;,  y,  ^,  0,    yi  =  W{x,y,z,t),    z,  =  X{x,y,z,t). 
Für  ^  =  0  geben  dieselben  also  einfach  x^  =  x,  y^  =  y,  z^  =  z. 
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Diese  Gleichungen  (11)  sind  nun  der  analytiscbo  Ausdruck  einer 
iBcbar  Ton  so'  Transformationen  des  Raumes  und  diese  bilden  eiuo 
eingliedrige  Gnippe  mit  dum  Parameter  /. 

Zum  Nachweis  dieser  Behauptung  müaeeu  wir  auf  die  Art  der 
lotegratjon  des  simultaneu  Systems  (10)  näher  oingt'heu.  Zunächst 
iKsitzen  die  beiden  Gleichungen 


dx, 


dl, 


6  (a;..  !/.,.-,)        .j(x,,y,,r,)        £(i',,y„«,) 
Kwei  Tun  eiuander  unabhängige  Integrale  i2,(:c,,  y,, «,)  und  ii-s(-t\,  t/|,  ^,), 
die,  weil  sie  frei  von  t  sind,  natürlich  auch  Integrale  des  ganzen  üy- 
ytemes  (10)  sind.     Um  nun  noch  ein  Intugral  dcö  letzteren  zu  Buden, 
Uns  t  eutbält,  werden  wir  etwa  >/^  und  z,  vermöge 
ßi  =  c,,     W,  =  c. 


,  ersetzt,  so  geht  hiei 
1  der  Gestalt 


ieüiainieren.  Dadurch  wird  die  linke  Seite  ein  Ausdruck  in  :rj  und 
3eu  Constanten  Cj,  c^.  Diese  Gleichung  wird  folglich  eine  gewohn- 
tiehe  Differentialgleichung  zwischen  x,  und  i,  die  sich  durch  eiue 
Quadratur  integrieren  läset.     Ihr  Integral  hat  die  Form: 

F(»„c„i-,)-(. 
'lA^enn   man  q   und  Cj,  wieder  durch  j2,  und  i 
Ans  ein  Integral  des  Systems  (10)  hervor  und  : 

Pa  sich  für  i  =  0  die  Functionen  a;,,  y,,  Aj  von  (  auf  x,  y,  z  redu- 
Bteren  sollen,  so  ergeben  sich  also  die  gesuchten  FuDctionen  durch 
Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

,(I2)  a,{x„fj„z,)  =  Si^(x,y,z), 

l  MX^„  y.,  *-.)-' =  W{x,y,z) 
nach  x^,  y,,  £,.     Die  Auflösungen  sind   die  obigen  Gleichungen   (11), 
Ton  denen  wir  behaupteten,  dass   sie   eine  Gruppe   vorstellen.     Diese 
Behauptung  wird  durch   die   Form   der  Gleichungen  (13)   leicht  dar- 
gethan. 

Eine  Transformation  nämlich  der  Schar  (U)  oder  —  unaufgelöst 
der  Schar  (12),  welche  dem  Parameterwert  t  zugehört,  führt  die 
Funkte  {x,  y,  e)  in  die  Punkte  {x,,  j/,,  z^  über.  Eine  zweite  Trans- 
lomation  derselben  Schar,  deren  Parameterwert  t^  sei,  wird  diese 
punkte  ix^,y^,^^  weiterhin  an  die  Stellen  {x^,y^,s^  gelangen  lassen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen: 
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[  •»1(^2,  Vty  ^2)  =  ßi(^n  Vif  ^1), 

(13)  ^2(^2,  Vij  ^2)  =  «^(^i;  Vu  ^1), 

'  W^(^2,  y2,  ^2)  -  ^1  =  W(^u  Vu  ^i)- 
Die   Transformation  also,  welche  die  Punkte  {Xj  y,  e)  direct  in  die 
Endlagen  {x^^  y^y  s^  überführt,  geht  durch  Elimination  von  Xy^j  y^,  z^ 
aus  (12)  und  (13)  hervor.   Diese  Elimination  ist  ausführbar,  es  kommt 
einfach : 

ßi(^2»y2»^2)  =  ßi(«>y;^)i 

ß2(^2;y2,^2)  =  ß2(^,y>^), 

W^(^2,  ^2.  ^2)  —  (^  +  ^1)  =  W{x,  y,  0), 
und  diese  Transformation  gehört  ebenfalls  der  Schar  an;    es  ist  die 
zum  Parameterwert  t  -{-  t^   gehörige.     Insbesondere   giebt  die  Reihen- 
folge der  Transformationen  {t)  und  ( —  t)  die  Transformation  ^  =  0, 
d.  h.  die  identische.     Also: 

Satz  2:  Integriert  man  ein  beliebiges  simultanes  System  von  der  Form 

^^i        _, ^Vj ^_        d^t        ^^  j^ 

S(a?i,  2/1,^1)        ^(aJi,yi,^i)        t(«i,  2/1,^1) 

mit  der  Anfangsbedingung  Xi  =  Xj  yi  =  y,  z^^=^  e  für  ^  =  0,  so  be- 
stimmen die  hervorgehenden  Integralgleichungen 

eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen. 
Da  die  Integration  des  simultanen  Systems 

S(aJi ,  yi ,  -^i)  "^  i2(«i ,  yi , «,)  "  f(a:i ,  y^ ,  ^i) 
vermöge  der  Maclaurin'schen  Entwicklungen  von  x^^  y^,  e^  nach  Po- 
tenzen von  t  die  Reihen  mit  den  Anfangsgliedern: 

x^=x+l{x,yyZ)t-\"  .,  y^=y+i2(a;,y,;e)^  +  ...,  ^1  =^  +  e(ic,y,^)^  +  -  • 

liefert,  so  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  construierten  Grupf>^ 
die  Form: 

x^  =  x-\'l8t-\ ,    yi  =  y  +  ^*^  H ,    z^=^  z  +  iSt-^ ^ 

Sie  stimmt  also  mit  der  ursprünglichen  infinitesimalen  Transformatio 
(8)  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  überein,  und  auf  diese  allein  komnrrr 
es  an,  da  dt^^  •  •  •  gegen  d^  zu  vernachlässigen  sind.    Die  Coefficiente 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  unseren  Reihenentwickelungen  ergebe 
sich  in  derselben  Weise  wie  früher  in  der  Ebene  (§  4  des  2.  Kap.). 
Wir  sagen  daher: 
Theorem  13:    Jede  infinitesimale  Tranformation 

x^=x  +  lix,  y,  z)8t  H ,     y^^y-{-  ri{x,  y,z)8t-\ , 

h  =  ^  +  5(^,y,^)ö^H — 
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gehört^  wenn  von  unendlich  Meinen  Grössen  eweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 

dXi         ^__         dy^         __         dz^  ^^  , 

5(^1»  yi» -2^1)  "^^(^i.  2/1»  ^i)      f (^1 , 2/1 » -8^1)  "^ 

mit  der  Anfangsbedingung ,  dass  x^^  =  a:,  !/i  =  y>  0^=^  z  für  <  =0 
sein  sollj  in  der  Form: 

W^(^i»  yi;  ^i)  —  ^=  W(x,  y,  z) 
odery  nach  x^  y^  aufgelöst  und  nach  t  entwickelt,  in  der  Form: 

Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation,  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit 
der  gegebenen  infinitesimalen  Transformation  übereinstimmt. 

Beispiel:    Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  seiipieL 

Xi  =  X  —  ydt,    y^  =  y  +  ^^tf    ißfi  =  0  +  mdt 
Wir  fragen  nach  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.     Hier 
lautet  da»-  simultane  System : 

—  yi         Xi         tn  ' 

Das  System 

^^  =  ^=dt 
—  Vi         ^1 

wurde  schon  früher  in  der  Ebene  integriert  (Beispiel  in  §  4  des  2.  Kap.). 

Wir  fanden  die  Integralgleichungen: 

Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  =  X  sin  t  -{-  y  cos  /. 

Es  bleibt  also  nur  noch 

'*'•  =  dt 


m 


mit  den  Anfangswerten  z,  0  von  z^  und  t  zu  integrieren.    Dies  giebt: 
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z.  —  z 
i-  -     =  t 

oder 

Die  drei  gefundenen  Integralgleichungen  stellen  die  im  Beispiel  zu 
§  1  scho^  betrachtete  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  mit  con- 
stanter  Steighohe  um  die  e-Axe  dar. 

Im  vorigen  Paragraphen  gingen  wir  von  einer  beliebig  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  mit  paarweis  inversen  Transforma- 
tionen aus  und  fanden,  dass  sie  sicher  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation enthält.  In  diesem  Paragraphen  betrachteten  wir  umgekehrt 
eine  infinitesimale  Transformation  als  vorgelegt  und  zeigten,  dass  sie 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  erzeugt 

Jetzt  fehlt  nur  noch  der  Nachweis,  dass  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Raumes  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält,  sowie  dass 
jede  infinitesimale  Transformation  des  Raumes  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  angehört.     Dies  werden  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  aber  eine  Bemerkung:  Wenn  bei  zwei  infinitesimalen 
Transformationen  des  Raumes: 

und 

X  =x  +  l{x,y,ss)dt  +  ''',  y'=:y  +  ^tf^-j-...,  /  =  ;^-j-g(J^^-.■• 
die  Coefficienten  5,  ^,  f  und  |,  ^,  \  von  öt  einander  im  ganzen  Räume 
in  der  Weise  proportional  sind,  dass 

ist,  wo  X  eine  Cmistante  bedeuten  soll,  so  sagen  wir,  wie  früher  ^^ 
der  Ebene,  diese  beiden  infinitesimalen  Transformationen  seien  vc^^ 
einander  abhängig,  und  betrachten  sie  als  im  Grunde  identisch,  ^ff- 
der  That,  dt  ist  ihrem  Begrifi*e  nach  nur  eine  gegen  Null  conve  '^■ 
gierende  Grösse,  dt  und  xdt  sind  also  als  äquivalent  aufzufassen.  AuC^^ 
ordnen  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  dem  Punkte  {x,  j/,  -^^ 

Fortschreitungsstrecken  dtVi;^  +  rj^  +  g^  und  xdtyW~+Y~+t^  z — 
welche  für  irgend  einen  Wert  von  8t  dieselbe  Richtung  haben  un-- 
deren  Längen  Verhältnis  im  ganzen  Raum  constant  ist. 

Nachweis,  Um  uuu  den  versprochenen  Nachweis  zu   liefern,   verfahren  wi  ^ 

d.  e.  oingl.       .        .  \  ^  /  . 

Gruppe  nur  wie  in  §  5  dcs  2.  Kapitels.     Wir   gehen    aus    von   einer  vorgelegter^ 
Trf.  hat.'  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes: 
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:i5) 


;i4)        x^  =  q>{x,y,z,a),    Vi  =^ '^{x,  y,  z,  a\    ^x  =  %{x,  y,  z,  a) 
mit  dem  Parameter  a  und  nehmen  an,  es  sei 

X  =x  +  i{x,  y,  z)öt  H — ,   1/  =  y  +  v{^,y,  ^)*^  H — 

/  =  0  +  t{x,y,e)dt'] 

3ine  infinitesimale  Transformation  derselben.  Dass  eine  solche  existiert, 
st  ja  bewiesen. 

Nun  führen  wir  nach  der  Transformation  (a)  der  Gruppe,  welche 
He  Punkte  (x,  y,  z)  in  die  Lagen  (x^,  y^,  z^)  überführt,  die  infinitesi- 
male Transformation  (15)  aus,  welche  die  Punkte  (x^,  y,,  z^)  weiter 
in  neue  Lagen  (x^y  y^,  z^)  gelangen  lässt: 

.jg  X2  =  x^  +  |(a;i,  yi,  z,)dt  H ,    y,  =  yi  +  i^C^:,,  »i,  ^1)*^  H , 

^2  =  ^1  +  t{x,,y,,z^)dt-^ . 

Diese  Reihenfolge  der  Transformation  (a)  und  der  infinitesimalen  ist 
3iner  einzigen  Transformation  der  Gruppe  (14)  äquivalent,  die  natür- 
lich nur  unendlich  wenig  von  der  Transformation  (a)  abweicht,  also 
stwa  den  Parameter  a  ••{'  da  besitzt,  wo  da  eine  infinitesimale  Con- 
stante  bedeutet.  Die  Gleichungen  dieser  Transformation  (a  +  *«), 
welche  die  Punkte  (x,  y,  z)  direct  in  die  Punkte  (a;,,  yg,  z^)  verwan- 
delt, lauten: 

dq> 


(17) 


Xi^<p{x,y,z,a  +  da)=tp(x,y,g,a)-{-^da-\ , 


dV 


y^  =  i) (x, y, e, a -\-  da)  =  il>(x,y,e,a)  +  ^Sa -\ , 


»X 


Andererseits  müssen  sie  sich  auch  ergeben  durch  Elimination  von 
^i>  ^u  ^1  ^^^  (l"^)  u°*l  (16)-  Diese  Elimination  wollen  wir  nur  zum 
reil  wirklich  durchführen.     Es  kommt: 

Xi  =  ^(x,  y,  e,  a)  +  5(a;„  yj,  «i)*<  H , 

Vi  =  *(«,  y, «, «)  +  vi«'!,  Vu  «1)*'  H — , 
"t  =  %{^,  y> «.  o)  +  5(ai,  yi,  «1)  *<  H — . 

^ie  hieraus  noch  nicht  entfernten  x^,  ^j,  e^  sollen  also  die  durch  (14) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y,  e  und  a  sein. 

Der  Vergleich  der  letzten  Relationen  mit  (17)  liefert: 

18)  L(x„y„,,)8t+...  =  ^-^^^^da  +  ..., 


^ 
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Wir  können  nun  genau  so  wie  in  §  5  des  2.  Kapitels  erkennen, 
welche  Form  die  Gleichung  hat,  die  Sa  ala  Function  von  di  und 
a  darstellt,  um  sie  zu  finden,  werden  wir  wie  damals  die  Veränder- 
lichen X,  jff  0  zunächst  specialisieren,  indem  wir  ihnen  bestimmte  Werte 
geben.    Alsdann  erhalten  wir  wie  damals  eine  Relation  von  der  Form 

8a  =  w^dt  +  w^2*^  +  •  •  •; 
wo  U7^,  U72  * '  *  Functionen  von  a  allein  sind  und  w^^O  ist. 

Nun  verstehen  wir  wieder  in  (18)  unter  x,  y,  e  beliebige  Ver- 
änderliche. Sobald  unter  x^,  y^f  z^  die  Functionen  (14)  von  o?,  y,  z  und 
a  verstanden  werden,  müssen  die  Gleichungen  (18)  identisch  besteheD, 
sobald  da  =  M?!^^  +  •  •  •  gesetzt  wird.  Diesen  Wert  fahren  wir  wirk- 
lich in  (18)  ein.  Alsdann  lässt  sich  rechts  und  links  8t  einmal  fort- 
heben. Da  8t  unendlich  klein  ist,  so  müssen  die  sich  ergebenden 
Relationen  auch  noch  bestehen,  wenn  8  t  gegen  Null  convergieri  Dies 
liefert: 

l(a:..yx,*.)-'-^^^''-^«'x(a), 
(19)  |ij(*uyu^O  =  ^*^*äa— -«'^(«)' 

Aus  diesen  Formeln  folgt  nun  ohne  weiteres,  dass  unsere  ein- 
gliedrige Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält.  FQhrt 
man  nämlich  noch  die  aus  (14)  folgenden  Werte  von  a:,  y,  ;?,  aus- 
gedrückt in  x^y  y^j  a^,  ein,  so  erhält  man  drei  Relationen  von  der  Form: 

vi^u  yii  ^i)  =  y(^u  Vu  ^u  «)  •  w'iW; 

5(a^i,  yi,  O  =  Z{xy,  y„  z,,  d)  .  w^{a) . 
Erteilen  wir  hierin  der  Grösse  a  einen   bestimmten  Wert  ä,   so 
gehen   X(a:i,  y^,  ;efi,  a),    r(a;i,  y^,  ;e?i,  a),    ZiXy^^y^yZy^^d)   in   bestimnate 
Functionen  von  a:,,  y^,  z^  allein  über: 

I'(^i;  Vu  ^1,  «)  =  ^(^i;  Vu  ^i)> 

während   Wi{a)    in    eine   Constante   sich   verwandelt.     Demnach   si^*^ 

6(^i;  tfi)  ^i)f  vi^i}  Vi)  ^i)}  t(^f  Vi)  ^i)  bestimmt  bis  auf  einen  constant^^" 
Factor  E:  ^ 

U^u  Vu  ^i)  =  KX{x^,  y,y  z^\ 

^(^n  yu  ^i)  =  ^  ^(a?, ,  y, ,  ^,), 

5(^i;  Vi^  h)  =  ^  ^(^i;  Vv  ^i); 


'-■     '0 
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und  zwar  gilt  dies  fdr  jede  infinitesimale  Transformation  (15)  unserer 
Gruppe.  Daher  können  sich  zwei  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe  in  ihren  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen  constanten 
Factor  unterscheiden ,  d.  h.  sie  sind  als  identisch  au&ufassen.  Also 
ergiebt  sich: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes  mit  paanoeis  inversen 
Transformationen  entJiält  nwr  eine  infinitesimale  Transformation,  exader 
ausgesprochen:  AUe  infinitesimalen  Transformationen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Baumes  stimmen  bis  auf  einen  blossen  ZaMenfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  überein. 

Um  unsere  Gleichungen  (19)  von  dem  Factor  w^  (a)  zu  befreien, 
führen  wir  an  Stelle  des  Parameters  a  in  die  Gruppe  (14)  den  durch 
die  Gleichung  ^ 

r  da 

J  ^i  (ö) 

definierten  Parameter  t  ein^  indem  wir  f&r  a  die  hierdurch  bestimmte 
Function  a  von  t  setzen,  a^  soll  hierbei  der  Wert  von  a  sein,  dem 
die  identische  Transformation  zugehört.  Dann  werden  x^,  y^,  z^  Func- 
tionen von  X,  y,  0  und  t: 

(20)        x^  =  9{x,  y,  z,  t),    y,  =  W{x,  y,  0,  t),    z^  =  X{x,  y,  z,  t\ 

die  sich  für  ^  =  0  auf  Xy  y,  z  selbst   reducieren.    Nun   werden   die 
Gleichungen  (19)  einfach  diese: 

A,  h.  die  endlichen  Gleichungen  (20)  der  Gruppe  sind  die  Integral- 
gleichungen des  simultanen  Systems: 

dx^        _^ dyi ^^        dz^        ^^  ^^ 

^enn  die  Anfangswerte  x,  y,  Zy  0  von  x^  j/i,  z^,  t  vorgeschrieben 
'Verden. 

Da  dieses  simultane  System  durch  die  Glieder  erster  Ordnung 
der  infinitesimalen  Transformation  (15)  vollständig  bestimmt  wird,  so 
ist  auch  die  Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig 
definiert. 

Unser  Schlussergebnis  ist  also  unter  Berücksichtigung  des  Theo- 
J^eins  13: 

Theorem  14:  Jede  eingliedrige  Gruppe  des  Baumes  mit 
P<iarweis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine 


i 
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infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation des  Raumes  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paartveis  inverse  Transformationen. 
Eingliedrige  Wir  können  demnach  wie  früher  in  der  Ebene  auch  im  Räume 
sengt  v.e.  You  eincT .  eingliedrigen  Gruppe,  erzeugt  von  einer  gegebenen  infinitesimalen 
TransformaÜony  sprechen^  ohne  Unklarheiten  befürchten  zu  mfissen« 

§   3.      Symbol    einer    inflniteaimalen    Transformation   und   Beihen- 
entwiokeliing  der  endliohen  Gleichungen  einer  eingliedrfgen  Gruppe 

im  Baume. 

Gleichwie  wir  in  der  Ebene  eine  infinitesimale  Transformation 
durch  ein  Symbol  charakterisierten,  werden  wir  auch  hier  im  Baume 
verfahren.    Liegt  die  eingliedrige  Gruppe  im  Baume  vor: 

(21)  x^  =  q>(x,yyZ,t),    »i  =  ^(a;,  y,  ^,  0,    ^i  =  xi^,  V,  ^,  ^), 

deren  identische  Transformation  etwa  dem  Parameterwert  t  '=0  ent- 
spreche, so  kann  jede  Function  fix^^VifZ^  vermöge  (21)  als  Function 
von  t  und  den  Anfangswerten  Xy  y,  z  aufgefasst  werden,  die  mit 
variierendem  t  sich  auch  im  allgemeinen  ändert  und  sich  f&r  t^=^0 
auf  f{Xy  y,  z)  selbst  reduciert.  In  dieser  Auffassung  wollen  wir  nach 
dem  Differentialquotienten  der  Function  f{xi,  y^,  Zi)  nach  t  fragen. 
Lassen  wir  ^  bis  ^  -f~  ^^  wachsen,  so  wachsen  die  von  t  vermöge  (21) 
abhängigen  Veränderlichen  Xi,  y^,  z^  um  die  Incremente,  welche  sie 
bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe: 

(22)  x=x  +  i(x,  y,  z)dt  + ...,  y'  =  y  +  i,<J^  +  ...,  z'=z+  f<J<  +  ... 
erfahren,  nämlich  um 

sodass  die  gleichzeitige  Änderung  von  fix^^y^yZ^  sich  so  darstellt: 

Der  Index  1  soll  hier  überall  andeuten,  dass  x^y  y^  z^  die  Argumente 
sind.    Der  gesuchte  Differentialquotient  lautet  also 


*)  Man  könnte  hierin  das  Variationszeichen  d  durch  das  DifferentiatiaB»* 
zeichen  d  ersetzen.  Wir  finden  es  jedoch  beqnemer,  das  erstere  Zeichen  beisn- 
behalten. 


/ 


!») 
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ibesondere  für  ( —  0  wird  f^^f{x,y,B)  und  also  ist  daun: 


^1 


Wir  führen  demnach 

UfB 


*  dx    '     '  dy    '    ^  ex 


I  Symhol  der  infinitesimalen  Transformation  (22)  unserer  Gruppe  ein, 
^  stellt  den  durch   die  infiaitesimale  Grösse  Öt  dividierten  Zuwachs 

ir,  den  f{x,  y,  z)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  (22; 
>rgelegten  Gruppe  erfährt.     Ist  IJf  gegebeu ,  so  ist  auch  die  in- 

iitesimale  Transformation   gegeben,   denn   setzt  man  in   Vf  die  wtll- 

Vliche  Function  f^^x,y,z,  so  giebt  üf  die  Coefficienten  |,  tj,  £  der 

tfinitesimalen  Transformation.     Es  ist  aleo  auch 


Vf=- 


.u 


+  ' 


Symbol   der  in  §  1   und  §  2  als  Beispiel   betrachteten   infinitesi- 
Üen  SchraubuQg: 

x  ^  X  —  yül,     y'=y-\-x6t.     z  ^  z -\- mdt. 


Wir  werden  nun  untersuchen,  wie  sich  das  Symbol  JJf  gegenüber 
Einfflhrung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  verhält. 
Es  bedarf  zunächst  keines  besonderen  Beweises,   dass,  wenn  wirN™ 
die  Gruppe 

0        x^  =  fp{x,y,e,t),    y^  =  '^{x,y,z,t),    e,  =  xix,  y,  e,  t) 
'möge  zweier  eogredienter^üleichungensysteme: 

J  E  —  *(!,  y,  z),         9  =  W{x,  y,  z),         j  =  X{x,  y,  «); 

Veränderliche  £,  Q,  j  und  f,,  tj^,  Jj  einführen,  dann  die  so  ent- 
.enden  Gleichungen,  welche  l^,  9„  Jt  durch  j,  g,  j  und  (  aus- 
Icken,  wieder   eine   eingliedrige   Gruppe  darstellen.     Es  ist  dies  ja 

Ibstverständlich,  wenn  wir  die  Gleichungen  (24)  nicht  als  die  zweier 
I Veränderungen,  sondern  als  die  einer  Coordinatenünderung  auf- 
vermÖge  deren  die  Punkte  (,t,  y,  e)  und  (Xi,  j/,,  e,)  im  neuen 
die  Cooi-dinaten  j,  l),  j  und  £,,  9^,  jj  haben.  Zur  weiteren 
ihruDg  dieser  Auffassung  brauchen  wir  nur  auf  die  Bemerkungen 
%  1,  3.  Kap.,  zurückzuverweisen.     Wir  sprechen  den  Satz  ao 


>,  DiBatoillalglaiah 
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Satz  4:    Führt  man  in  die  ewglkdrige  Gruppe 

z,  -=  tp(x,  y,  B,  t),    yi  =•  ii{x,  y,  e,  t),    *,  ^  x{x,  y,  z,  t) 
vermöge  der  Gleiehungensysteme 

l  =  Oix,  y,  e),        q  =  W{x,  y.  z),        j  =  X{x,  y,  b); 

die  nmm    Veränderlichen  i,  ^.  J  und  j,,  t),,.i,  ein,  so  stellen  die  \ 
vorgehenden  Gleichungen 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Die  80  entstehende  Gruppe  in  (f,  ^,  j)  besitzt  nuu  eine  gewisse 
infinitesimale  Transformation  und  diese  ein  gewisses  Symbol,  das  wir 
mit  l\f  bezeichnen  wollen.  Es  fragt  sich,  ob  dies  Symbol  ]Xf  am 
dem  Symbol  Uf  der  inöuiteaimalen  Transformation  der  ursprfia glichen 
Gruppe  direct  durch  Einfahrung  der  neuen  Veränderlichen  J,  t),  J  e^ 
halten  werden  kann.  Wenn  man,  wie  wir  dies  oben  gethan  haben, 
üf  als  Diiferentialquotienten  von  /"(i,,  y,,  i',)  nach  t  an  der  Stelle 
f  E=  0  auffasst,  so  ist  die  Bejahung  dieser  Frage  selbstverständlich, 
denn  wird  f  in  den  neuen  Veränderlichen  Ji,  y,,  j,  geschrieben,  die 
als  Functionen  von  ;,  t|,  j  und  t  aufzufassen  stud,  und  nach  t  differen- 
Kiert  an  der  Stelle  i  =  0,  so  ergiebt  sich  offenbar  ein  Ausdruck  U/", 
der  direct  aus  dem  Differentialquotienteu  Uf  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  j,  q,  j  hervorgehen  muss. 

Übrigens  könnten  wir  wie  in  §  2  des  3.  Kapitels  zur  Klärong 
dieser  Frage  auch  rein  analytisch  voi^ehen.  Doch  überheben  wir  im» 
dieser  Rechnungen  durch  den  Hinweis  auf  das  damals  Gesagte.  Wie 
damals  können  wir,  entweder  indem  wir  die  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen  schreiben  und  dann  ihre  infinitesimale  Transformation 
Vif  suchen,  oder  indem  wir  direct  Uf  in  U/  verwandeln,  zu  der  Formel 


gelangen,  dass 
(25) 


üf=Vtli+U,l-^+Vi 


ist,  wo  natfirlicb 


f/S  = 


'--i-v 


üt)  und   ü)f  durch  £,  )),  )  allein  ausgedrückt  werden  müssen. 


So  finden  wir 
Satz  5:  Führt  i 


i  in  eine  eingliedrige  Grupjie: 


Xi  =  ip(x,  y,  e,  t),    y,  =  ij^ljc,  y,  s,  {),    «,  =  t{x,  y,  s,  t) 
lle  von  X,  y,  z  vnd  x,,  y,,  e,  durch  ^uiei  cogrcdietite  Gieicbu 


3ol  einer  infinitesimalen  Transformation  und  Reihenentwickelung.  227 
eue  Veränderliche  ly  ^,  )  und  Si,  ^^i  ii  ^^^j  ^  9^  ^^  Symbol 

tesimdlen  Transfarmatian  der  Gruppe  dabei  dired  in  das  Symbol 
mfinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  Ober.    Es  er- 
also: 

"/•-  tf!  I  +  P,  15  +  Vi  %. 

lick  Uly  U\),  Ui  in  den  neuen  VeränderlM^en  £,  \f,  i  m 
sind, 

nach  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  eine  gegebene  infini- 
Transformation  Uf  nebst  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen 
lurch  Einführung  neuer  Veränderlicher  Si  9*  8  stets  auf  eine 
angenommene  Form  bringen  kann.  Wollen  wir  z.  B.  Uf  in 
tesimale  Transformation 

Uf=  I(E,  t),  j)  ^+  ^(j,  t),  i)  IJ  +  Uh  9, 8)^ 

m,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Functionen  %,  9,  }  von 
ach  (25)  die  Gleichung  anzusetzen: 


FÖr  jede  Function  f  gelten,  zerfallt  also  in  die  drei  einzelnen 

gen: 

Crj  =  |,     Ut)-iiy     Ui-l 

-ührlich  geschrieben: 

5||  +  '»I^  +  «||-Ife9,a), 

< 

5||  +  4?  +  5S  =  ^fe9,i), 

.5||  +  ^lj  +  5|f  =  ffe9,ä). 

r  sind  drei  simultane  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung 
3  als  Functionen  von  x^  y^  0,  die  sich  immer  erfdllen  lassen, 

^etzt  natürlich,   dass   nicht   etwa  iy  fl,  t  samtlich  identisch 

all  angenommen  werden.  ' 

die   hierdurch  bestimmten  neuen  Veränderlichen  r,  b,  )  die     üb«r- 

nale  Transformation    Uf  in   VLf  überführen  und  gleichzeitigeüMrGrappa 

Uf  erzeugte  Gruppe  gerade  in  die  von  Vif  erzeugte  übergeht,   «nd«». 

ch  ergeben: 

16' 
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Satz  6:  Durch  Einführung  nmer  Variabein  hann  man  jede  ein- 
gliedrige Gruppe  des  Baumes  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  dn 
Raumes  verwandeln. 


KtdDCtiDI 

Funn. 


Als  Corollar  hierzu  entwickeln  wir  Folgendes.     Nehmen  wir  ina- 
besondere  die  neue  Transformation  Uf  in  der  einfaclien  Form  an: 


u/-^ 


.  ^f 


so  geht  die  ursprangliche  Gruppe  Ober  in  die  Gruppe  mit  dieser  neuen 
infinitesimalen  Transformation.     U/'  erteilt  {,  Q,  J  die  Incremente: 

(jj  =  0,    rft)  =  0,    Öä=  St, 
ist  also  eine  infinitesimale  Translation  längs  der  J-Axe,  wenn  fQr  deo 
Augenblick  £,  t),  j  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  aufgefasst  wer- 
den.    Die  endlichen  Gleichungen  der   von  U/'  erzeugten  Gruppe  sind: 

E.  =  £.     i)i  =  9.    ii  =  ä  +  ', 
wie  man  sofort  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

0  0  1  "* 

mit  den  Anfangswerten  £,  ^,  J,  0  nach  Theorem  13  (§2)  erkennt 

Theorem  15:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  drei  Veränder- 
lichen kann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eint 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  werde«.  Insbesondere 
also  kann  ihre  infinitesimale  Transformation  in  den  neun 
Veränderlichen  j,  1),  j  auf  die  Form  g-  gebracht  werden. 

Zur  Bestimmung  der  hierzu  nbttgen  Variabein  £,  X),  j  dienen  nach 
(26)  oder  {26')  die  drei  Difl'erentialgleichungen: 


(27) 


vt^i°d  + 


«8«. 


JJ-. 


;  +  5äf-o. 


Die  neuen  Veränderlichen  j,  9,  j,  welche  die  Verwandlung  der  Grupps 
Uf  in  eine  Gruppe  von  Translationen  ermöglichen,  nennen  wir  w- 
nonische  und  die  dadurch  erhaltene  Form  der  Gruppe  ihre  coM" 
niscke  Form. 

Wir  hätten  zn  demselben  Ergebnis  auch  auf  einem  Wege  gelangen 
können,  der  sich  eng  an  das  in  der  Ebene  benutzte  Verfahren  an- 
schliesst  (§  1  des  3.  Kap.).    Wir  haben  ja  in  Theorem   13  (§  2  diese» 
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»pitels)  gefunden,  dass  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf 
leugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Integration  eines  simultanen 
stems  in  der  Form  ergeben: 

Wix^y  y^,z^)—t=  W{x,  y,  0). 
Wenn  wir  also 

l=^Sl,(x,y,z),    t)  =  Si,(x,y,z),    i  =  W{x,y,z) 
1  analog 

zen,  so  lauten  die  endlichen  Gleichuogen  der  Gruppe  in  den  neuen 
ränderlichen: 

d   dies  ist   die   gewünschte   eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 
igs  der  }-Axe. 

1.  Beispiel:  Wir  wollen  die  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  Beiipw«. 
ags  der  z-Axe,  die  wir  schon  in  §  1  und  §  2  als  Beispiel  benutzten: 

a?!  =  a;  cos  t  —  y  sin  ^, 
y^  «=  a;  sin  ^  +  y  cos  ty 

eme   Gruppe    von    Translationen    überführen.     Die    infinitesimale 
ihraubung  hat  das  Symbol: 

irr—  ^f    i       ^f    i        df 

J  ist  hier  also  |  ^  —  y,  V^^f  S  ^  w-    Di©  Gleichungen  (27)  für 
e  neuen  Veränderlichen  i,  t),  3  lauten  demnach: 

^  dx    ^       cy    *        dz  ' 

—  y  o    +  ^  -—  +  w  ö^-  =  0 , 
^  ex    ^       cy    ^         de  ' 

\      ^  dx    ^       dy    *         dz 
^  sind  also  Integrale  des  simultanen  Systems: 

dx         dy        dz 
—  y  X  m 

in  Integral  derselben  ist  offenbar: 


7') 
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Da  ferner 

xdy  —  ydx        dg 

x^  -j-  y*  m 

ist,  so  liefert  dies  als  ein  zweites  Integral: 


ti  =  are  tg  -^  —  —  • 
^  ^  X        m 

Die  dritte  Gleichung  (27')  wird  offenbar  befriedigt  durch 

Die  drei  neuen  Veränderlichen: 

5  =  1/^^+7»,    9  =  arctg|-^,    j  =  -^ 

vermitteln  also  den  Übergang  zur  Gruppe  von  Translationen: 

Dass  in  der  That  ^  und  t)  durch  die  Schraubungen  längs  der  ^-Axe 
nichi  geändert  werden  ^  erhellt  übrigens  auch  aus  ihrer  geometrischen 
Bedeutung,  denn  ^  ist  der  Abstand  des  betreffenden  Punktes  (x,  y,  z) 

von  der  Schraubenaxe,  arc  tg  —  ist  der  Winkel  dieses  Abstandes  mit 

der  (a;jef)-£bene;  der  sich  bei  der  Schraubung  genau  so  wie  —  ändert, 

sodass  auch  ^  =  arc  tg  ~ ungeändert  bleibt.     Schliesslich  kann 

dies  auch  rechnerisch  eingesehen  werden.     Denn  es  ist: 


jj  ===y'xi*+y/==V'(a;cos^— ysin^)*  +  (^siö^+ycos^)*  == '|/a;*4-y*— E» 

.     i/t  g,  ,     X  sin  t  -\-  y  cos  t        z  +  mt 

ü  =  arc  tg  ^^ ^  —  arc  tg ^  -   ^ — 

^*  °  Xj         m  °  X  C09  t  —  y  8in  *  w 

.  X  z  . 

=  arc  tg  — . t 

i_tgt.|. 


z 


Dagegen  ist 


=  ^  +  art  tg  -^  —   -  —  ^ 


"*        w  m  f»    '  "    ' 


2,  Beispiel:     Die  drei  Gleichungen: 

z^=  z  +  t 
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Iden  eine  eingliedrige  Gruppe  in  Xy  y,  z.  Wir  suchen  ihre  cano- 
sehen  Veränderlichen.  Es  ist  hier  die  infinitesimale  Transformation 
ie  sich  för  t=^  dt  ergiebt): 

'  ^Ä    '       dy  "^  dz* 

aher  bestimmen  sich  £  und  Q  nach  (27)  als  Losungen  fder  Gleichung: 

,|^  +  ^|/  +  |Z  =  o. 

ox    *       cy    *    cz 

ieselbe  ist  dem  simultanen  System 

dx dy        dz 

z  z  \ 

[uivalent  und  hat  die  beiden  Lösungen: 

j  =  a;  —  \z^,    t)  =  y  —  y\ 

ie  dritte  neue  Veränderliche  }  bestimmt  sich  aus: 

id  kann  offenbar  gleich  0  gesetzt  werden.    Wenn  wir  also  vermöge: 

i  =  x  —  y\      9  =  y  —  y\      i  ==  ^; 
Si  =  ^1  -  W>   ^i  =  yi  —  W,  Si  =  ^1 

ie  neuen  Veränderlichen  J,  9,  J;  Ji,  9i,  Ji  in  die  vorgelegte  Gruppe 
inführen,  so  ergiebt  sich  ihre  canonische  Form: 

fan  verificiert  dies  ohne  Schwierigkeit. 

Wie  in  zwei  Veränderlichen  die  endlichen  Gleichungen  einer  ein-  ^ckehing 
iedrigen   Gruppe    in  Form  von  Beihenenttvickelungen  mit  Hülfe  des  ij^^igen 
^mbols    der  infinitesimalen  Transformation   der  Gruppe   geschrieben  ^^<^^^^' 
^rden  konnten  (vgl.  §  3  des  3.  Kap.),  so  können  wir  nun  auch  die 
düchen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  des  Baumes   mit 
Ulfe  des  Symbols  Uf  entwickeln. 

Wie  wir  wissen,  giebt  die  Integration  des  simultanen  Systems 

dx^        ^        di/i dzi ^  ^^ 

l(«i,yi,^i)      vi^i^yi^^i)      f(^i,yi.^i) 

t,  den  Anfangswerten  x,  y,  0,  0  die  endlichen  Gleichungen  der  von 
*:*  infinitesimalen  Transformation 

Sengten  eingliedrigen  Gruppe,  also  x^,  y^,  0^  ausgedrückt  als  Func- 
>xien    des  Parameters    t   und    der  Anfangs  werte   Xj  y,  z  für  ^  =  0. 
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Eine  beliebige  Function  f^^fix^^y^^e^  kann  also,  wie  wir  aueh 
schon  bemerkten,  als  Function  von  t  aufgefasst  werden,  die  sich  f&r 
t=aO  auf  f^^f{x^y,e)  reduciert  Die  Maclaurin^che  Entwickelung 
giebt  folglieh: 

Nun  ist,  wie  wir  früher  sahen: 

dt  =  ^1  dx,  '^^^di,^^^dr,=  ^1'»' 

wo  der  Index  1  überall  anzeigt,  dass  x^  y,,  r^  die  Veränderlichen 
sein  sollen.  Hieraus  können  wir  nun  wie  in  §  3  des  3.  Kapitels  die 
allgemeine  Formel  ableiten: 


^=U,(l\{'--iüJ\)..-)). 


m-mal 

Setzen  wir  hierin  insbesondere  ^«=»0,  so  gehen  Xi,  y,,  Zi  in  x,  y,  Zf 
/i  in  f,  Uifi  in  Uf  u.  s.  w.  über.     Es  bleibt  also: 

&)...-  ^iijiiif « •  •  •)) 

m-mal 
und  die  obige  Entwickelang  giebt  daher: 

Diese  Formel   gilt  für  jede  Function  f{Xi,  yi,  jefj),  insbesondere  also 
auch  für  x^,  y^,  ß^.    Daher  können  wir  sagen: 

Theorem  16:   Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infi^^' 
tesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Reih^^^' 
entwickelung en  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrie^^^^ 
werden: 

^,  =  x  +  {Ux  +  /:-^  U{ üx)  ^^^ü{UiUx))  +  .-; 

y.  -=y  +  T  ^y  +  A  ^(^y)  +  rr:?  ^i^i-^y))  +  ••  > 
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und  jede  Function  fipo^yVi^^^  hat  die  Form: 
f(?c„y„z,)^ax,y,e)-\-^Uf+^^U{Uf)  +  Y^^U{.U{.Uf))+-. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  eine  Ansdrncksweise  einführen^ 
die  sehr  beqnem  ist:  Liegen  mehrere  infinitesimale  Transformationen 
Uify  U^f' ' '  Urf  des  Raumes  vor,  so  nennen  wir  sie  von  einander 
unabhängig  dann  und  nur  danu^  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht^  dagegen  abhängig,  wenn 
eine  solche  Relation: 

identisch  stattfindet. 

1,  Beispid:    Wir  wollen  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  Beispiele, 
infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  a-Ane 
vermöge  der  Reihenentwickelungen  darstellen.  Die  Entwickelungen 
von  Xj^  und  y^  sind  hier  genau  dieselben  wie  im  1.  Beispiel  des  §  3, 
3.  Kap.,  sodass  sich  ergiebt: 

•i  =  ^(l  -Ä  +  TTTTsTJ )  -  y  (I  -  i.^-3  +  •••)' 

oder: 

a?i  =  a;  cos  ^  —  y  sin  t, 

y^  =  rt  sin  <  +  y  cos  t 
Ferner  ist 

Uz  =  m,     U{Usi)  =  0,     U{U{Ue))  =  0,  •  • ., 
sodass  als  dritte  Gleichung  hinzutritt: 

Mras  mit  den  früheren  Ergebnissen  übereinstimmt. 

2.  Beispiel:   Man  soll  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

'  ox    ^        oy    *    dz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  vermittelst  Reihenentwickelung  finden. 
Hier  ist: 

üx^z,     ü(Ux)  =  1,      U(ü{Ux))  =  0,  u.  s.  w.; 

Uy  =  e,     UiJJy)  -  1 ,     U{ü{Uy))  ~  0,  u.  s.  w.; 

Uz  =  l,    U{Uz)=0,  u.  s.w. 


X, 
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Also  kommt: 

Xj  =  a;  +  xf^  +  i^^S 

Man  verificiere;  dass  diese  Gleichungen  eine  Grnppe  darstellen.  Es 
ist  dies  die  im  2.  Beispiel  zu  Theorem  16  benutzte  Gruppe. 

3.  Beispiel:    Man   soll   die   endlichen   Gleichungen   der   von   der 
infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung  finden. 
Wollte  man  hier  Ux,  TJ(JJx)\  u.  s.  w.  berechnen,  so  würde  die  Auf- 
findung der  Gesetzmässigkeit  dieser  Ausdrücke  schwierig  sein.  Be- 
quemer ist  es,  nicht  die  Ausdrücke  von  x^^  y^y  e^^  sondern  die  gewisser 
linearer  Functionen  derselben  zu  berechnen.     Es  ist  nämlich 

U{x  +  y  +  s)  =  6,     U(ü{x  +  y+z))  =  0,  u.  s.  w., 
also  nach  Theorem  16,  wenn  darin  f^x-\'y-\'Z  gesetzt  wird: 

Femer  ist: 

TJ{x  —  y)'E^y  —  z  —  {e  —  x)^x  +  y--2z, 

U{U{X''y))  =  y  —  z  +  z-x-2(x-y)  =  -3x  +  3y  =  S{x-y). 

Daher  wird: 

U(üiU{x--y)))  =  -3U(x-y), 

U(U{U{ü(x  -  y))))  =  -  3  U{U(x  -  y))  =  (-  3)«  {x  -  y), 

u.  s.  w.     Theorem  16  liefert  demnach,  wenn  darin  f=x  —  y  gesetet 
wird: 

3^1  -  Vi  '=  X  —  y  +  Y  {x  +  y  —  2s)  +  ^{—  S){x  -  ij)  + 

+  r.YTs  (-  3)  (^  +  »  -  2z)  + 

=  (x-y)  (l  -  i^  +  j .  2^7i )  + 

+  (x+y-2z)[--  ^-2--3  +  iT-2.-3-TTr6  -■■I 
=  (x  —  y)  cos  ty3  +  -^  (a;  +  y  —  2e)  sin  tys. 
Wir  haben  also  gefunden: 
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^1  ~  yi  =  ^  ( cös  t  "j/S  +  —=r  sin  ^  y^  j  + 

+  y  (—  cos  ^)/3  +  -^  sin  t  j/S^  —  -^  ;5  sin  ^  V'S. 

Analog  kommt: 

;;,—Xi  =  z  (cos  ^1/3+;^^-  sin  t  }/3)  + 

+  0?  (—  cos  f  1/3  +  -ir  sin  f  j/S^  -  4-  y  sin  ^VS. 
Da  ausserdem: 

^1  +  yi  +  ^1  =  ^  +  y  +  ^ 

ist^  so  giebt  die  Addition  der  ersten  und  dritten  und  Subtraction  der 
zweiten  Gleichung: 

3a?,  —  a;(l  +  2cos^)/3)  +  y(l  -  cos  ^ /3  +  1/3  sin  ^  j/S) + 

+  ;e  (1  —  cos  ^  |/3  —  |/3  sin  ^  1/3) . 

Indem    man   nun  x,  y,  z   cyklisch   vertauscht;   erhält   man   auch  die 
Function  y^  und  z^  von  x^  y,  z  und  t 

Die  in  diesem  Beispiele  betrachtete  infinitesimale  Transformation 
und  eingliedrige  Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung 
fähig.  Man  bemerke  nämlich;  dass  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

üf^(y^z)l^^  +  {z-^x)l^^  +  {x^y)l^ 


die  Functionen  Ya?  +  y*  +  z^  und  x  -{-  y  -{'  z  das  Increment  Null 
erhalten.  Erstere  Function  ist  der  Abstand  des  Punktes  (x,  y,  z)  vom 
Anfangspunkt.  Der  Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden  x  ^=  y  ^=^  z 
ist  gleich: 

Sir  erhält  also  bei  TJf  auch  das  Increment  Null.     Daher  folgt;  dass 
Vf  die  infinitesimale  Rotation  um  die  Gerade  x  ^^  y  =  z  vorstellt. 

4.  Beispiel:    Man   bestimme   die   endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

^r^y^  +  y^+^lj 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickelung.  Man  veri- 
ficiere  schliesslich  auch;  dass  die  endlichen  Gleichungen  eine  Gruppe 


« 
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Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Grnppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen,  Cnryen  und  FlächeB,  insbesondere  der 

Bahncnrven. 

Die  Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen  weicht  in  keiner  wesentlichen  Hinsicht  Yon  dem 
entsprechenden  Problem  der  Ebene  ab  (§  1  des  4.  Kap.).  Dagegen 
tritt  bei  der  Bestimmung  der  invarianten  Gebilde  insofern  ein  unter- 
schied gegen  früher  auf,  als  wir  jetzt  zweierlei  Gebilde,  nämlich 
invariante  Flächen  und  invariante  Ourven^  zu  betrachten  haben. 

§  1.    Die  Invarianten  einer  eingliedzigen  Gruppe  des  Baumes« 

Soll  eine  Function  Sl{xy  y,  z)  bei  allen  Transformationen  der  vor- 
gelegten eingliedrigen  Gruppe 

(1)  a?i  — g>(a;,y,^,0,    y,  =  il>{x,y,e,t),    J^j  =  xC«;»,  ^i  0 

mit  der  infinitesimalen  Transformation 

F^SJäSl!  **w^öäw{ferf  bleiben,  also  für  jedes  t  stets: 

sein,  so  liefert  die  Reihenentwickelung  nach  Theorem  16  (§  3  des 
11.  Kap.)  leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür. 
Denn  nach  jener  Entwickelung  ist: 

^iPiy  Vu  ^i)  =  ^{^7  y,  ^)  +  Y  ÜSl{Xy  y,z)'\ . 

Soll  dies  gleich  Sl{x,  y,  z)  sein  für  jedes  t^  so  muss  zunächst  notwendig 

ÜSl{x,  y,z)  =  0 

sein.  Dann  verschwinden  aber  auch  die  höheren  Glieder  U{USl)  u.  s.  w. 
in  der  Entwickelung.  Das  gefundene  notwendige  Kriterium  ist  somit 
auch  hinreichend. 

Theorem  17:  Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  in  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  sind  die  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Z7/'=0,  und  umgekehrt  Es 
lässt  sich  also  auch  jede  Invariante  der  Gruppe  als  Function 
zweier  beliehigery  aber  von  einander  unabhängiger  Invarianten 
derselben  darstellen. 


Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Ranmes. 

1.  Betend:  Die  Gruppe  der  Scbraubimgen  längs  der  «-Axe: 
Xi'=x  coet  —  y  sin  (, 
1/,  ^  ar  ain  t  -\-  y  cos  (, 

z,=e  +  mt 
hat  die  infinitesimale  Tronsformatiou 


+  m 


df 


Die  Invariauten  Sl  sind  also  die  Lösungen  der  liuearen  partiellen 
Differentialgleichung 

da.    .       za    .        SU       f, 
■^   üx    '        oy     '         CS 
OD   im  1.  Beispiel  zu  Theorem  15  (§  3  des  11.  Kap.)   fanden   wir 
»1b  Lösungen  der  partiellen  DifTerentialgleichung: 

]/:c'  +  j/*     und     arctg  "  —  -  • 

Die  allgemeinste  Invariante  unserer  Gruppe  ist  also: 

Dass  wir  zwei  Invarianten  schon  damals  bestimmten,  hat  seiueD 
Grand:  Die  in  Theorem  15  mit  j  und  Xj  bezeichneten  neuen  (canoni- 
schen)  Veränderlichen  sind  ja  nichts  anderes  als  zwei  von  einander 
unabhängige  Invarianten  der  Gruppe. 

2.  Beispiel:    Man    soll    die    allgemeinste  Invariante   der    von   der 
infinitesimalen  Rotation 


C/-=(s(- 


-s)^ 


erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Rotationen  um  die  Gerade 
X  ^  y  -^  B  aufstellen.  Schon  im  §  3  des  vorigen  Kapitels  im  3.  Bei- 
spiel zu  Theorem   16  bemerkten  wir,  dass 

x-^-y  +  B     und     ^x*  +  y^ -{-  b" 
▼OD   TJf  ungeändert  gelassen   werden.     Demnach   ist  die  allgemeinste 
Invariante: 

«C*  +  ff  +  «,  ^  4-  y*  +  i-'). 

5.  Beispiel:    Man   bestimme   die  allgemeinste  Invariante   der   von 
der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  (Vgl.  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  und 
2.   Beispiel  zu  Theorem  16  in  §  3  des   11.  Kap.) 


238 


Rapibel  18.  %  S 


§  'J.     Die  Bahnourven  einer  eingliedrigen  Oruppe  des  BaumaB. 
Zur    geometriselien    Deutung    der    Invarianteu    bedOrfen    wir  des 
Begriffes   der  Babncurveu,   der  auch    sonst  berrorrageade  Wichtigkeit 
besitzt. 

Indem  wir  auf  einen  beliebigen  Punkt  Pf,  des  Kaumea  mit  den 
Coordiuaten  Xg,  y^,  e^  alle  Transformationen  unserer  eingliedrigen 
Gruppe  auaführen.  gelangt  er  in  oo'  Lagen  (x,  y,  z),  die  sich  durch 
Elimination  von  t  aus  den  drei  Gleichuugen: 
(2)  x  =  tp{xa,y^,ea,t),  ff  =  *C^-o.  Vd.  ^o.  Oi  «  =  zC^^o.  yo.^o.  0 
VB.  ergeben  und  eine  Curre  erfOllen.  Diese  Curve  soll  die  Bahncitrve  des 
Punktes  p^,  heissen. 

Wenn  p,  irgend  ein  Punkt  auf  der  Bahncurve  von  p^  ist,  so  hat 
P,    genau   dieselbe  Curve    zur   Bahncurve;    denn   ist  T^  die  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  p^  nach  j),  führt: 
(J'.)T.-M, 
T,,   irgend   eine  Transformation    der  Gruppe   be- 


so    ist    auch , 
eeicbnet: 

Da 


(pJT.Z={p,)T,. 


ä.  h.  gleich  einer  Transformation  der  Gruppe  ist,  so  folgtil 

(j>.)r(..>-(i>,)r.; 

die  beliebige  Transformation  T,,  führt  also  den  Punkt  p,  aof  der 
Bahncurve  von  p^  in  einen  Punkt  (iJo)^(a')  über,  der  ebenfalls  aufdfr 
Babncurve  von  Pg  liegt.  Wir  haben  uns  hier  ganz  kurz  ausgedrückt, 
da  diese  Betrachtung  nur  eine  Wiederholung  der  in  der  Ebene  an- 
gestellten ist     (Vgl.  §  2  des  4.  Kap.) 

Satz  1:  Ist  bei  einer  eingliedrige»  Gruppe  des  Baumes  p^  ein  ft((iW 
auf  der  Baitnatrve  von  p^,  so  hat  p,  dien  diese  Curve  avdt  sur  Bcihf*' 
curve.     Die  Gruppe  besitzt  also  oo*  Bahncurve». 

£b  hat  ja  jeder  Punkt,  der  nicht  etwa  ausnahmsweise  bei  alLC^ 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  eine  Bahncurve,  währej»"^ 
umgekehrt  eine  Bahncurve  för  alle  ihre  oo'  Punkte  Bahncurve  ist. 


Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gmpf  * 
auf  alle  Punkte  p  einer  Bahncurve  ausgeführt,  so  geben  sie  in  Punk^^ 
(j>)Ta  Über,  welche  auf  derselben  Bahncurve  liegen,  denn  (p)2'j  i^* 
ja  ein  Punkt  der  Babncurve  von  p  und  diese  Babncurve  ist  eben  di^ 
ursprüngliche  Curve.     Also  folgt 


Die  Bahccurren  e 


iDgliedrigen  Gruppe  dea  RanmeB. 
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Satz  2:  Jerfe  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  ileibl 
pariant  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe. 

Oben  fanden   wir,  dass  aich   die  Gleichuugeu  der  Bahncurveu  in 
V  Form  (2)  ergeben.     Daraus  folgt: 

Satz  3:    Kennt   man   die   endlichen   Gleicltungen   einer  eingliedrigen 
ruppe  des  Raumes,  so  kennt  man  auch  ihre  Bahricurven. 
\     Handelt   es  sich   dagegen  darum,   die  Bahncurven  zu  bestimmen, 
Inn  nar  die  infinitesimale  Transformation 


of 


■-»r 


Jr  eingliedrigeD  Gruppe  bekannt  ist,  so  bat  man  zn  beachten,  dass 
B  Ponkt  {x,  y,  s)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  in 
taen  benachbarten  Punkt  seiner  Babucurve  Übergeführt  wird,  d.  h. 
U»  X,  y,  z  auf  der  Bahncurve  um  Incremente  dx,  dy,  dz  zunehmen, 
eiche  proportional  £,  t],  g  sind,  was  wir  in  einem  Satz  aussprechen: 

Satz  4:  Die  BaJincurven  einer  eingliedrigen  Grwjipe  des  Haumes 
änett  ihren  Punkten  gerade  die  Ridittingen  mi,  wellte  ihnen  vermöge 
r  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  eugehören. 

Die  Bahncurven  sind  also  auch  die  Integralcurven  dea  simultanen 
fstems : 

(Ja:        dy liü 


18    gerade   >x^  Integralcurven   besitzt,   oder,   was    dasselbe    ist, 
»•  Cbaiakteristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 


:1£ 


Uf-^k^^  +  rii'ij  +  ^^ 


=  0. 


[  Satz  5:  Die  Bahncurven  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Y  ereeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  sind  identisch  mit  den 
im-akttristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleicfiung  Üf=0. 

Betrachten  wir  endlich  die  Gleichungen 

^ -««.,»„»,).  -^t- -'((»,, »,.»■).  '!^-=s{».,j.,»,) 

^  Definitionsgleichungen  einer  stationären  Bewegung  eines  com- 
lesaifaeln  Fluidums,  so  werden  die  StrÖmutyscurven  der  stationären 
hwegung  die  Balmctirven  der  infinitesimalen  Transformation: 

t)  Laufe  der  Bewegung  wird  jede  Bahncurve  in  sich  verscltohen. 


•2i0 
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EriDuern  wir  uns  duh  daran,  dass  nach  Theorem  IT  dea  vorigen 
Paragraphen  die  Invarianten  ß  der  Gruppe  die  Lösungen  /'  der  line&roi 
partielleii  Differentialgleichung  üf't^O  sind,  so  erhellt,  daas  zwei  von 
einander  unabhängige  Invarianten  der  Gruppe  gleich  Null  geeetit 
eine  Charakteristik  dieser  Differentialgleichung,  also  eine  Bahncnm 
darstellen. 

Satz  6;  Sind  Sl^  und  ß,  xwsi  von  einander  uwAhängige  Invariimiai 
einer  eingliedrigen  Gruppe  des  liaumes,  so  stellen  die  Gleichungen 

H^  =  Conat.,     iJ,  =  Const. 
die  <x>*  Bahncurtxn  der  Gruppe  dar. 
BeiipUL  Beispiel:    Wir    fanden    bei    der    von    der   inffnitesimalen    Trans- 

formation 


W^-jK+ 


if 


+  »•; 


if 


erzeugten  Gruppe  von  Schraubungen  täoga  der  £-Axe  (vgl.  1.  Beispiel 
dee  §  l)  die  Invarianten 

a,s=l/if+?,     «.sarctg^-^, 
daher  stellen  die  Gleichungen: 

3^  +  y*  =  t^,     arctg  ^  —  —  =  c, 

wenn  r  und  c  darin  Constanten  bedeuten,  ihre  ix?  Integralcurren  dar. 
Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Bahucurven  auf  Rotations- 
cylindem  um  die  «-Ase  liegen,  die  zweite: 

arctg  J  —  c  +  ^  , 

dass  der  Winkel,  den  das  Lot  vom  Punkte  {x,  y,  e)  einer  Bahncurve 
auf  die  e-Axe  mit  der  i^xy)-'Eheae  bildet,  in  arith m et i scher  Progresiion 
mit  der  Höhe  s  wächst.  Der  betreffende  Punkt  beschreibt  also  aeine 
Bahncorve,  wenn  er  beständig  auf  einem  Rotationscylinder  um  die 
£-Axe  gleichförmig  längs  der  .e-Axe  weitergehend  diese  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  umkreist.  Die  Bahncurve  ist  also  eins 
Schraubenlinie,     Aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 

x,  =  x  cos  t  —  y  sin  t, 

y,  ^  a;  sin  t  -\-  y  cos  t, 

^1  =  e  -\-  mt 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Bahncurven  durch  Elimination  vont 
Die  beiden  ersten  liefern  die  Cylinder 

3^1*  +  tfi*  ^  ^  +  S**  ~"  Const, 
und  wegen  der  letzten  ist  f  =   '    -    ,  also,  da  die  beiden  ersten 


lei  alleu  Tnuot.  i 
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iben,  ist 


arctg  - 


=  arctg  -|-  +  ( 


arctg  -■  =  arctg  —  +  -^ 
arctg  — •=  Const. 


m    hei    allen   TraoBformationen    einer    eingUedrigeii    Gruppe' 
dea  Raumes  iiiTariaiiten  Cnrven  und  Ftäohen. 

Wie    wir  schon  oben  in   Satz  2  au sgeap rochen   haben,    sind   die 

Bahncurven    der   eingliedrigen    Gruppe    invariante    Curven.     Wir 
len   uns  nun   die  Frage   vorlegen,  ivelclie  Curven  überhaupt  bei  (fer^^* 
'liedrigen  Gnqtpe  invariant  bleiben. 

Sobald  eine  derartige  Curve  wenigstfioa  einen  Punkt  enthält,  der 
it  bei  allen  Trans  furmationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  ist  sie 
)  Bahncurw,  denn  dann  gelangt  dieaer  Punkt  bei  allen  Transror- 
ionen  der  Gruppe  nur  nach  Punkten  seiner  Babucurve.  Da  er 
r  ftuf  der  invarianten  Curve  bleiben  soll,  muss  diese  also  auch  die 
incurve  des  Punktes  sein. 

Die  zneite  Möglichkeit  ist  nun  die,  dass  alle  Ptmkie  der  Citrve 
bM  bei  der  Gruppe  invariant  bleiben.  Wenn  ein  Punkt  (x,  y,  e)  hei^'^ 
n  Transformationen  der  Gruppe  in  Euhe  bleiben  soll,  so  niusa  er 
tcbst  bei  der  in&nitesimalen  Üf  invariant  sein,  d.  h.  die  seinen 
ndioaten  x,  y,  z  durch  JJf  erteilten  Incremente  \^t,  tjöl,  ^dt 
wen  Null  sein.  Die  Coordinaten  (x,  y,  i)  eines  invarianten  Punktes 
■sen  demnach  das  Gleichungeusystem 

%{x,y,z)~0,    fi{x,y,e)==0,    t{x,y,e)  =  0 

lllen.  Alsdann  bleibt  er  aber  auch  bei  allen  Transformationen  der 
ippe  invariant,  wie  man  genau  so,  wie  wir  es  früher  in  der  Kbene 
ibten,  einsieht.  (Vgl.  §  'd  des  4.  Eap.)  Es  kann  nun  zunächst 
kommen,  dass  die  Gleichungen  (3)  nicht  nur  von  einer  discreten 
lahl  von  Punkten,  sondern  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger 
ten  erfüllt  werden  und  in  diesem  Falle  sind  diese  Curven  invariante 
Ten  der  gesuchten  Art.  Aber  es  kann  fernerhin  sogar  vorkommen, 
B  die  Gleichungen  (3)  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Fläclten 

Li*,  DiffsnulUlelglctiDugeu.  ]G 
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erfällt   werden   und   in  diesem  Fall  ist  jede  beliebige  auf  einer  dieiN 
Flächen  gelegene  Curve  eine  invariante  Curve. 

Theorem  18:  Dreierlei  Curven  können  bei  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Raumes,  welche  von  der  infinitesimalen  Transfer- 
mation 


.if  _ 


jf 


.if 


erzeugt  wird,  in  Ruhe  bleiben.  Die  einen  (stets  vorkommenden) 
sind  die  oc^  Bahncurven,  d.  h.  die  Charakteristiken  der  lineartB 
partiellen  Differentialgleichung  üf  =  0.  Zweitens  kann  es  vor- 
kommen, das»  die  Gleichungen 

l{x,  y,  z)  =  i?(x,  y,  z)  =  %{x,  i/,  *)  =  0 
von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Curven  erfüllt  werden. 
Alsdann  sind  diese  Curven  ebenfalls  invariant  Drittens  ist 
es  mSglich,  dass  diese  drei  Gleichungen  von  allen  Punkten 
einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden.  In  diesem  Falle 
ist  jede  Curve  auf  einer  dieser  Flächen  eine  invariante. 

Die  in  den  beiden  leteten  Fällen  auftretenden  invarianten 
Curven  bestehen  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten. 

'■  i.  Beispiel:   Fragen  wir  uns,   ob  bei  der  von  der  infinitesimalen 

Transtbr  mation 

üf^  —  »F^  +  ^^  +  ^'er 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  ächraubungen  längs  der  x-Aie, 
deren  Babncurven  wir  in  §  2  als  Schrauben  Knien  bestimmten,  in- 
variante Curven  der  zweiten  oder  dritten  Art  existieren.  Wir  mOssten 
zu  dem  Zweck 

a;  ■=  t/  ■=  m  =  0 
setzen.     Es  existieren   also   einzeln   invariante  Punkte   (im  Endlichen) 
nur  dann,  wenn  ni  ^  0  ist.     In  diesem  Falle  sind  es  die  Punkte  der 
B-kxt.    Dies  ist  selbstverständlich,  denn  für  m  •=•  0  reduciert  sich  die 
infinitesimale  Schranbung   üf  auf  die  infinitesimale  Rotation 
df   ,       df 

um  die  a-Äse,  die  natürlich  bei  ihr  invariant  bleibt  Die  SchraubMi- 
linien,  welche  frQber  die  Bahncurven  waren,  sind  zu  Kreisen  dege- 
neriert. 

3.  Beispiel:    Die  von  der  infinitesimalen  Transformation 


Ufs. 


■  H. 


t     sf  I 


,«i 
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(zeugte  Gruppe  ist  die  der  Ähnlichkeitstransforiuationen  (ähnlicher 
'ergrSsBerungeQ  uud  Verkleinerungen)  vom  Änfangapunkt  aus,  bei 
'eichen  der  Anfangspunkt  in  Ruhe  bleibt.  Denn  ihre  endlichen 
leichungen  bestimmen  sich  durch  Integration  dea  simultanen  Systems 


dx. 


Vi 


=  dt 


lit  den  Anfangswerten  x,  y,  e,  0  in  der  Form: 

*,  =  xtf ,    y,  ■=  ye' ,     B,  =  se' 
der,  wenn  e*  =  o  gesetzt  wird: 

X,  =  ax,     »/i  ^  ay,    ü,  ^  ag. 
*ie   Bahncurven   sind   die  Geraden   Tom   Anfangspunkt  aus.     Soll  eiu 
unkt  {x,  y,  e)  invariant  sein,  so  müssen  i'=^.  x,  ij  z^y,  £  ^  ^  für  ihn 
irschwiuden.     Also   bleibt   nur    der  Anfangspunkt  einzeln  invariant, 
fl  giebt  demnach  keine  invariante  Curve  der  zweiten  oder  dritten  Art. 

3.  Bei^ßid:    Die   Bahncurven   der   von   der  infinitesimalen  Trans- 
ffm&tion 

^zeugten  eingliedrigen  Gruppe: 

ar,  =  xt,    y,  =  y,     Zi  =  z 
od  offenbar  die  Geraden  y  =■  Conat,  z  =  Const.  parallel  der  x-Axe. 
etzen  wir  £  ^  i]  ^  §  ^  0,  so  erhalten  wir  für  die  einzeln  invarianten 
unkte  hier  die  Ebene 

x  =  0. 

hl  giebt  also  invariante  Curven  der  dritten  Art:  Jede  Curve  in  dieser 
Ibene  ist  invariant. 

4.  Beispiel:    Es  stellt,  wie  wir  wissen, 


ine  inünitesimale  Rotation  um  die  z-k 


c-V 


.^f. 


.'tf 


'.  and 


+j'i;+^i^ 


be  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus 
It.  Von  Interesse  ist  nun  diejenige  infinitesimale  Transformation, 
te  wir  aus  beiden  zusammensetzen,  indem  wir  die  erste  mit  —  1, 
le  zweite  mit  einer  Constanten  x  multiplicieren  und  darauf  beide 
Idlieren.     Die  dadurch  entstehende  infinitesimale  Transformation 


fffS3(!(  +  ;=»)g 


-(-:.  +  »,)  fj  +  .. 


Jl 
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bewirkt  gleichzeitig  eine  unendlich  kleine  Rotation  und  eine  ähnliclie 
Vergrosserung  oder  Verkleinerung  vom  Anfangspunkt  aus.  Wir  nennen 
sie  eine  infinitesimale  JJinlichkeitsformcUion  im  weiteren  Sinne  des  Wortes 
oder  auch  eine  infinitesimale  Spircdtransfomuxtion, 

Die  Bahncurven  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  sind  näm- 
lich doppelt  gekrümmte  Spiralen.  Sie  ergeben  sich  ja  als  Charakte- 
ristiken der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Uf^^O,  d.h. 
durch  Integration  des  simultanen  Systems: 

dx      -      dy  dg 


y  +  %x        —  Ä  +  xy 


Einmal  folgt  hieraus: 


xdy  —  ydx 


dg^ 


und  dies  lässt  sich  sofort  integrieren.     Es  kommt  so  die  Inyariante: 


Andererseits  ist: 


«i  =  arctg  |-  +  -.  lg  jp. 


xdx  +  ydy dz 

a;*+  y*  T 


und  dies  liefert  integriert  die  Invariante: 


Ä, = lg  ysM-y- lg  i?. 

Setzen    wir    die   beiden  Integrale  Sl^    und  ^2,  Constanten   gleich,  so 

haben  wir  die  Gleichungen  der 
Bahncurven.  Wir  können  sie  offen- 
bar so  schreiben: 

lg  V^a^^  +  y*  +  X  arctg  ~  =  Const, 

X 

^*  +  y*  =  ^  •  Const 

Die  erste  Gleichung  stellt  die  Pro- 
jectionen  der  Bahncurven  auf  die 
(rry) -Ebene  dar.  Es  sind  dies  oo^ 
einander  congruente  logarithmische 
Spiralen.  Die  zweite  Gleichung  ist 
die  eines  geraden  EreiskegelS; 
dessen  Spitze  der  Anfangspunkt, 
dessen  Axe  die  ir-Axe  ist.  Man 
erhält  demnach  die  Bahncurven 
als  die  Curven  auf  diesen  c»^  Kegeln,  deren  Projectionen  auf  die 
(icy) -Ebene  jene  logarithmischen  Spiralen  sind.     (Fig.  22.) 


Fig.  23. 
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Einzeln  invariante  Punkte  müssen  in  dem  jetzigen  Beispiel  die 
Heicbungen 

y  +  xx^O,  —x  +  xfj  =  0,  z  =  0 
IrfQlleD.  Ist  «*  -|=  —  1,  so  liefern  sie  x  ^  y  ^  e  ^  0,  also  nur  den 
Anfangspunkt.  Wenn  aber  x  ^  i  ist,  wodurch  allerdings  die  Trans- 
Drmationen  imaginär  werden,  so  giebt  es  eine  Gerade,  die  aus  lauter 
Inzeln  invarianten  Punkten  besteht,  nämlich  in  der  (a;y)-Ebene  «  =  0 
ie  Gerade: 

y  -\-  ix  =  0. 

Bt  X  ■=  i,  80  bleibt  auch  die  dieaer  Geraden  imaginär  coajugierte: 

y  —  »a:  ="  0 
üTariant,  aber  als  Bahncurve  (eine  zur  Geraden  degenerierte  Spirale), 
ftdem  nicht  alle  ihre  Punkte  einzeln  invariant  sind. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Flächen,  welche  alle  Transformationen  '°^" 
et  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gestatten.     Wir  betrachten  also 
ine    Fläche,   deren   Punkte    bei    allen  Transformationen    der  Gruppe 
amer  wieder  in  Punkte  auf  ihr  selbst  übergeführt  werden. 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar.  Zunächst  ist  es  möglich,  dass  alle 
Sinkte  der  Fläche  einzeln  invariaut  bleiben.  Dies  kann  nur  dann 
in  treten,  wenn  die  drei  Gleichungen 

6(l,y,.)-,(i,!,,--)-f(i,!,,.)-0 
DO  allen  oo^  Punkten  einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden. 

Liegt  dieser  Fall  nicht  vor,  so  wird  ein  allgemein  gewählter 
Ninkt  p  der  invarianten  Fläche  von  allen  Transformationen  der  Gruppe 
1  die  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  und  diese  muss,  da  der 
•nukt,  die  Fläche  nicht  verlassen  soll,  ganz  auf  der  Fläche  liegen. 
Hebt  man  also  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  die  hindurchgehende 
tahncurve,  so  Hegen  alle  diese  Curven  auf  der  Fläche,  d.  h.  die 
^äcbe  enthält  cc'  Bahncurven. 

Wenn  umgekehrt  eine  Fläche  von  oo'  Bahncurven  der  Gruppe 
rzeugt  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  sie  bei  der  Gruppe  invariant  sein 
lusa,  denn  alsdann  liegt  ja  die  Bahncurve  jedes  Punktes  p  der  Fläche 
nf  ihr  und  der  Punkt  p,  der  bei  den  Transformationen  der  Gruppe 
nmer  nur  in  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  bleibt  be- 
ländig  auf  der  Fläche. 

I  ThBorem  19;  Es  gieht  sweierlei  Flächen,  welche  bei  allett 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  in- 
ariant  bleihen.  Eine  solche  Fläche  kann  entweder  aus  lauter 
imetn  invarianten  Punlcten  Icstcben  —  wen»  soviele  vorhanden 
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sind  —  oder  aber  sie  ist  erzeugt  von  <x>^  Bahncurven  der  Gruppe, 
Umgekehrt  ist  jede  von  cx)^  Bahncurven  der  Gruppe   erzeugte 
Fläche  invariant 
>ieie.  i.  Beispiel:    Bei    unserer    oft    schon   benutzten   Gruppe   von  oo^ 

Schraubungen  längs  der  z-Axe: 

Xj  =  o:  cos  t  —  y  sin  t, 

j/i  =»  a;  sin  ^  +  y  cos  t^ 

01  =  0  -^  mt 

existiert  (wenn  m  =|=  0)  kein  Punkt  ina  Endlichen^  der  invariant  wäre. 
Es  giebt  also  keine  invariante  Fläche  der  ersten  Art.  Da  die  Bahn- 
curven Schraubenlinien  sind  (vgl.  §  2),  so  sind  die  von  solchen 
Schraubenlinien  mit  gleicher  Steigung  erzeugten  Flächen  die  einzigen 
bei  der  Gruppe  invarianten  Flächen.  Ofifenbar  kann  man  eine  solche 
Fläche  dadurch  herstellen,  dass  man  von  einer  beliebigen  Curve  aus 
alle  dieselben  schneidenden  oo^  Schraubenlinien,  welche  Bahncurven 
sind,  zieht,  oder  also  dadurch,  dass  man  diese  beliebige  Curve  in 
Schraubenbewegung  mit  der  richtigen  Steigung  längs  der  je^-Axe 
hinführt. 

2.  Beispiel:    Anders  verhält  es  sich  bei  der  von  x  J-  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe:  "^ 

^1  =^  ^^   yi  =  y;   ^1  =  ^• 

Die  Bahncurven  sind  hier  die  Parallelen  zur  a;-Axe.  Denmach  ist 
jede  Fläche,  welche  von  c»^  dieser  Geraden  erzeugt  wird,  also  jede 
Cy linderfläche  parallel  der  a;-Axe  invariant  Es  giebt  aber  noch  oo^ 
einzeln  invariante  Punkte,  nämlich  die  der  Ebene  o;  =»  0,  die  also 
auch  eine  invariante  Fläche  ist. 

Da  man  aus  der  Schar  der  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen 
Gruppe  auf  unendlich  vielfache  Weise  je  oo^  herausgreifen  uud  zur 
Erzeugung  einer  invarianten  Fläche  zusammenfassen  kann,  so  giebt 
es  bei  jeder  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  oo*  invariante  Flächen. 

Wenn  nun  insbesondere  die  durch 

Sl{x^  y,  z)  =»  Const. 

dargestellten  oo^  Flächen   sämtlich  invariante  Flächen   sind,  so  muss, 
wenn  (rc,  y,  £)  ein  Punkt  einer  dieser  Flächen,  etwa  der  Fläche 

ist,  dieser  Punkt  durch  die  allgemeine  Transformation 
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9  Grappe  in  einen  Pnnkt  (x,,  ^,,  2,)  derselben  Flache  übergeführt 
Brden.     Es  muss  also 

Si{Xi,  y,,  «,)  ■=  c 
in,  sobald 

Sl{x,  y,B)  =  c 

L  Da  dies  für  jede  einzelne  Fläche  52  =  Coiiat,,  also  für  jedes  c 
dten  mass,  so  folgt,  dass  ftlr  alle  x,  y,  z: 

in  muss.     ß  ist  daher  eine  Invariante  der  Gruppe, 

Umgekehrt  erhellt  ohne  weiteres,  dasa  jede  Invariante  £1  der 
mppe,  gleich  Conat.  gesetzt,  00'  einzeln  invariante  Flächen  darstellt, 
iermit  haben  wir  die  Invarianten  geometrisch  gedeutet: 

Satz  7;  Setzt  man  eine  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  des 
atimes  gleich  Corist.,  so  stellt  sie  cxd'  einzeln  invariante  Flächen  dar, 
td  umgekehrt  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung 

Sl(x,t/,  z)  =  Const. 
ier  Sc)m-  w»  00'  einzeln  invarianten  Fläciien  stets  eine  Invariante  der 
mppe.    Sind  u  und  v  irgend  eviei  von  einander  unabhängige  Invarianten 
r  Gruppe,  so  ist   W(ti,  v)  =  0  die  allgemeine  Form  einer  invarianten 
läche^  deren  Punkte  nicht  sämtlicJi  eimeln  invariant  sind. 

Selbstverständlich  ist  im  allgemeinen  die  Fläche 
£l(x,  y,e)  =  c 
eht  von  einzeln  invarianten  Punkten  gebildet,  denn  aoust  würden 
f  da  jeder  Punkt  (a;,  y,  s)  im  allgemeinen  auf  einer  der  Flächen 
=  Const.  liegt,  alle  Punkte  des  Raumes  einzeln  invariant  sein.  Die 
&cbe  Sl  =  c  enthält  also  hei  allgemein  gewähltem  c  00'  Bahncurven 
r  Gruppe. 

Der  obige  Satz  stimmt  sonach  mit  der  geometrischen  Deutung  der 
learen  partiellen  Differentialgleichung 

lereia,  welcher  die  Invarianten  H  genügen.  Denn  wir  erkannten  in 
1  des  10.  Kapitels,  dass  eine  Lösung  f  =  Sl  dieser  Differential- 
eichung,  gleich  Const  gesetzt,  00*  Flächen  darstellt,  deren  jede  von 
1'  Charakteristiken  dieser  Gleichung  erzeugt  wird,  und  diese  Charakte- 
itiken  sind  nach  Satz  5  des  §  2  die  Bahncurven  der  Gruppe. 

Bekanntlich  stellen  zwei  Lösungen  ßj  und  flj  der  obigen  linearen 
irtiellen  Differentialgleichung  gleich  Const.  gesetzt  eine  Charakteristik, 
BD   eine  Babncurve   der  Gruppe   dar.     Es   ist  aber  auch  geometrisch 
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klar;  dass  die  Schnittlinie  der  beiden  invarianten  von  je  oo^  Bahn* 
curven  erzeugten  Flächen 

Sil  ™  Cj,    H^  ■»  Cj 

eine  Bahncurve  ist;  denn  die  Bahncurve  eines  Punktes  dieser  Schnitt- 
linie muss  sowohl  dpr  einen  als  auch  der  anderen  Fläche  angehören. 
Ausnahmsweise  kann  es  natürlich  allerdings  auch  Torkommen;  dass 
alle  Punkte  der  Schnittlinie  einzeln  invariant  sind.  Dann  ist  sie 
natürlich  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Curve  der  zweiten  oder 
dritten  Art  des  Theorems  18. 
Beispiel.  Bei^iel:  Bei  der  Gruppe  von  oo^  Rotationen  um  die  jir-Axe: 

a?!  "  a;  cos  t  —  y  sin  t, 

j/i  =  a;  sin  <  +  y  cos  t, 
deren  infinitesimale  Transformation  ist: 

sind  die  Invarianten  Lösungen  der  Differentialgleichung 

Zwei  unabhängige  Lösungen  derselben  sind: 

Sl,=a?  +  y',    a^  =  z, 

und  jede  andere  Lösung  ist;  wie  bekannt,  eine  Function  dieser  beiden. 
Mithin  wird  eine  von  Bahncurven  der  Gruppe  erzeugte  invariante 
Fläche  in  allgemeinster  Weise  dargestellt  durch 

^(^  +  y',  ^)  =  0 

oder: 

Es  ist  dies  die  allgemeine  Gleichung  einer  Rotationsfläche  um  die 
Z'Axe.  Zwei  solche  Rotationsflächen  schneiden  sich^  wenn  sie  sich 
überhaupt  treffen^  in  einem  Kreise^  dessen  Ebene  zur  jer-Axe  senkrecht 
ist  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  ;e;-Axe  liegt.  In  der  That  ist  jeder 
derartige  Kreis  Bahncurve.  Eine  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten 
bestehende  Fläche  giebt  es  hier  nicht^  denn  nur  die  Punkte  o;  =  y  ^^^  0 
der  Z'Axe  sind  invariant. 

§  4.     Analytische  Kriterien  für  die  Invarianz  einer  Curve  oder 
Fläche  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes. 

In  dem  vorangehenden  Paragraphen  bestimmten  wir  alle  Flächen 
und  Curven,  die  bei  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe 
invariant  bleiben.    Wir  fanden  zwei  Arten  invarianter  Gorven,  nämlich 


AualytiBcbe  Kriterien  ffir  die  Inva 


r  Curve  oder  Flüche. 


I  die  Bahnculven  und  die  aus  lauter  inTarianten  Punkten  bestehenden 
'  Carven.  Andererseits  fanden  wir  swei  verschiedene  Arten  invarianter 
j  Flächen,  nämlich  die  von  Bahucurven  erzeugten  Flüchen  zusammen 
[mit  denjenigen  Flächen,  die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen. 
Es  ist  nun  bemerkenswert,  dass  alle  invarianten  Curven  sich 
j.'durch  ein  eimiges  analytisches  Kriterium  definieren  lassen;  dieses  gilt 
,'fBr  die  beiden  Arten  invarianter  Curveu  und  für  keine  andere  Curve 
'  des  Raumes.    Noch  wichtiger  ist  es,  daas  sich  für  die  Invarianz  ( 

■  .Fläche   ein   eimtges  Kriterium   aufstellen    lässt,    welches  von   allen  in- 

■  Tnrianten   Flächen   und   vou   keiner  andern  Fläche   erfüllt   wird.     Dies 
'  wollen  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  haben   wir  jedoch   einige   Bemerkungen   über  gewisse  zu^w^J^» 
Tenneidende  analytische  Darstellungsformen   von  Flächen  uud  Curven  .S^"" 
TM  machen.  tonM. 

Man    kann    voraussetzen,    dass    die    Gleichung    einer    beliebigen 

rläcbfl 


■=- ,  -K-   samtlich   für  alle  Punkt« 
I  braucht  sich  z.  B,  die  Gleichung 


geschrieben  ist,  dass   nicht  ^ 
der  Fläche  verschwinden.    Denn  i 
nur  nach  einer  der  darin  vorkommenden  Veränderlichen,  etwa  nach  z, 
anfgelSst  zu  denken: 

n  —  Fix,  y)  =  0, 

um  zu  erreichen,  dass  der  Differeutialquotient  der  gleich  Null  gesetzten 
Function  nach  z  verschieden  von  Null,  nämlich  gleich  1,  wird.  Für 
die  berührte  Ausnahmeform  ist  dies  ein  Beispiel:  Die  Gleichung  einer 
£[ugel  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  kann  offenbar  so 
geschrieben  werden: 

M  =  (.C'  -f  3/'  +  2*  -   1)*  =  0. 

lEier  ist; 

[«Iso  gleich  Nnll  für  alle  Punkte  der  Kugel,  analog  ^  und  ^.    Eine 

,  Solche  Darstelluugaform  soll  also,  da  sie  stets  vermieden  werden  kann, 
als  ausgeschlossen  gelten. 

Eine    ganz    ähniche    Bemerkung   gilt    für   die    Darstellung   einer 
'Baumcurve  durch  zwei  Gleichungen 

e>^{x,y,e)  =  G,    io,(x,  y,  e)  =  0. 
j  "Wir  dürfen   voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  derselben  so  gewählt 
Bind,  dass  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 
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d(D, 

da^ 

dtti 

dx 

dy 

dl 

da^ 

da^ 

d<B, 

dx 

Sy 

dl 

d  CD,    dfOf 

._?. 

O,    ^0, 

oder  also  der  Ausdruck 

^y    dz  dz    dy 

und  die  beiden  durch  cyklische  Yertauschong  von  x,  y^  z  daraas 
herTorgehenden  Ausdrücke  sämtlich  fSr  alle  Punkte  der  Gunre  Te^ 
schwinden.  In  der  That  kann  man  dies  stets  yermeiden,  wenn  man 
z.  B.  die  Gleichungen  nach  zweien  der  in  ihnen  vorkommenden  Ver- 
änderlichen; etwa  nach  y  und  e^  auflöst: 

denn  dann  ist 
und  also 

^flgf  dm^   dm^  dm^  1  -i-  O 

dy    dz  dz    dy  "^    * 

Unzulässig  ist  z.  B.  das  Gleichungenpaar 

y  —  0,    ye^O 
zur  Darstellung  der  a;-Axe. 

Nach  diesen  notwendigen  Vorbemerkungen  kommen  wir  nunmehr 
zur  Sache. 
'S^&m  Ei^e  Fläche 

mraine  (o{x,y,Z)^0 

bleibt  bei  allen  Transformationen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe,  welche  Xy  y,  z  in  x^,  y^,  z^  überführen,  invariant  dann  und 
nur  dann,  wenn  die  Gleichung 

ö>(^i,!/i,^i)=-0 
stets  nur  eine  Folge  von 

»(^>  y?  J^)  =  0 

ist.  Nach  Theorem  16  des  §  3,  11.  Kap.  kann  die  erste  Gleichung 
auch  so  geschrieben  werden: 

(4)  cD(a;,  y,  z)  +  A  f;,,  +  JL  f7( ?7cd)  +  •  •  •  =  0. 

Da  sie  für  alle  Werte  des  Parameters  t  eine  Folge  von  cD(a;,  y,  i?)  =0 
sein  soll;  so  folgt  als  eine  erste,  notwendige  Bedingung,  dass: 

U(o{x,y,z)  =  0 
sein  muss  vermöge  cj(a;,  y,  z)  =  0. 


Fl&ohe 
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Diese  Bedingung  ist  nun   aber  aucli  hinreichend.     Zum  Nachweis 
Üeser  Behauptung  deuten  wir  sie  geometrisch.     Es  soll 

!  ^'^^^ä^  +  i^  +  S^^o 

il . 

bin   för  alle  Punkte  der  Fläche,     Da  wir  nach  den  vorangeschicktea 

lemerkungea    voraussetzen    dürfen,    dass    nicht   für    alle   Punkte   der 

.che  die  Differentialquotienten  ^t  ^i  ^  gleichzeitig  verschwinden, 

sagt  diese  Gleichung  aus,  dass  entweder  6  =  ij  =  £  =  0  ist  für  alle 

inkte    der  Fläche,    d.  h.    alle   Punkte   der  Flüche  einzeln   invariant 

iod  (nach  §  3)  —  und  dann  ist  auch  die  ganze  Fläche  invariant  — , 

aber    dass    für    einen    allgemein    gewählten   Punkt    der    Fläche 

£  proportional  den  Richtungscoeinus  einer  Tangente  der  Fläche 

diesem  Punkte  sind,   denn  r^-  ,  ^— ,  t^  sind  proportional  den  Rich- 
'  es:'   cy'  CS  '      '■ 

igscosinus  der  Flächennormale   des  Punktes.     In   diesem  Falle   ent- 

islt  also  die  Fläche  die  Richtungen,  welche  die  infinitesimale  Trans- 

>rmation   JJf  der  Gruppe  ihren  Punkten  zuordnet,  und  folglich  auch 

die  Bahncurven   dieser  Punkte  (vgl.  Satz  4  des  §  2).     Die  Flache  ist 

daher  von  cx>^  Bahncurven  erzeugt  und  invariant. 

Also  können  wir  sagen: 

Satz  8:    Eine   Fläche   oder   Gleichung  a>(x,i/,e)^0  gestattet  alle 

Traitsfortnafionen  der  von  Vf  ereeugte»  eingliedrigen  Gruppe  des  Bauntes 

iann   und   nur   dann,    Kenn   Um  =  0   ist  für  alle  Ftmkte  der  Flädic, 

Wsp.  Wertsyslenie  der  Gleichung,  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  so  ge- 

hlt   ist,    dass   nicht   etwa  ä—  >  ä-  j  a—    sämtlich   vermöge   a  =■  0   ver- 


An  dieses  Kriterium  knüpfen  wir  noch  einige  Bemerkungen  an. 
Pa  hiemach  das  Verschwinden  von  Da  vermöge  o  ^  0  eine  rein 
begriffliche  Deutung  hat,  nämlich  die,  dass  ra  =  0  eine  bei  der  Gruppe 

E Variante  Fläche  ist,   und  da  diese  Deutung  von  der  Wahl  der  Ver- 
derlichen  und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der  Fläche 
foabhängig  ist,  so  folgt: 

I  Satz  9i  Ist  bei  einer  inßnitesimalen  Transformation  üf  in  drei 
Wavnderlichen  x,  y,  e  der  Atisdruck  Üa  ix,  y,e)^0  vermöge  m  {x,  y,  s)  «=  0, 
b  gilt  das  Entsprecliende  auclt  hei  Einführung  anderer  Veränderlicher 
md  unabMngig  von  der  Darstellungsfomi  der  Gleichung  ©  =  0,  voraus- 
met»t  nur,  dass  niclU  mit  a  auch  die  partiellen  Differentialguotienten 
m  to    nacii   den  drei   Veränderlichen  sämtlich  verschmnden.     Natürlich 
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tvird  auch  angenommen^  dass  die  Transformaium  für  die  in  Beiradd 
kommenden  Wertsysteme  regulär  ist 

Das  Kriterium  Um  «=  0  vermöge  oi «»  0  ergab  sich  zunächst  als 
notwendig,  indem  wir  die  Reihenentwickelung  (4)  nur  in  ihren  ersten 
Gliedern  betrachteten.  Es  liegt  danach  nahe^  die  Redeweise:  eine 
Fläche  (D  "=»  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  zu  ge- 
brauchen^ sobald  Ua  «»  0  vermöge  cd  «=>  0  ist  Alsdann  können  wir 
Satz  8  so  aussprechen: 

Satz  10:  Eine  Fläche  gestattet  aUe  Transformationen  einer  ein- 
gliedrigen  Gruppe  des  Baumes,  sobald  sie  ihre  infinitesinude  Transfor- 
fnation  gestattet. 

m 

KriuSlm*         ^^^^  ^^®  durch  die  beiden  Gleichungen 

dargestellte  Curve  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  üf 
gestatten;  so  müssen  auch  die  durch  eine  beliebige  dieser  Transfor- 
mationen nach  den  Stellen  (x^,  y^,  xr,)  übergeführten  Punkte  der  Curve 
auf  derselben  liegen^  d.  h.  es  muss 

«i(^i,  ViJ  «i)  =  Ol     fl^sC^i;  yi;  ^i)  =  0 
sein,  sobald 

^M  Vy  ^)  =  0;   ^%ipi  y,  ^)  =  0 

ist.     Wegen  der  Reihenentwickelungen: 

(^)  t 

\(o^{x, y, i^)  +  Y  üai^{x,y,z)  +  j^  U(U(o^{x,  y.z))-] =»0 

der    beiden    ersten   Gleichungen,    und    da    dies   für   alle    Werte  des 

Parameters  t  gelten  muss^    ergiebt  sich  zunächst  als  notwendige  Be- 

dingung;  dass 

Ug)i{x,  y,  0)  =  0,     Ua^i^,  y,  ^er)  =  0 

sein  müssen,  sobald  gleichzeitig  (d^  =  g)^  =s  0  ist. 

Dass  dieses  Kriterium  auch  hinreicht,  wird  durch  seine  geometrische 
Deutung  klar:  Die  beiden  Gleichungen 


(6) 


(  jr  k^^l       I  ^f*l       I       fr   ^®I  A 

TT      fc  ^^»     I        dm^     .    ^  doo^         f^ 


die  fflr  alle  Punkte  der  Curve  bestehen  sollen,  sagen  aus,  dass  ed- 
weder  fQr  alle  Punkte  der  Curve  |  =  ly  ■=  g  =  0  ist,  d.  h.  dass  sBe 
Punkte  derselben  einzeln  invariant  sind,  oder  nicht.    Da  wir  nach  der 


Analytische  EriUrien  fOr  die  li 

nreit«a   der   vorangeschickten   Bemerkungen    annehmen   dürfes,   dasa 
Ite  zweireihigen  ünterdeterminanten  der  Matrix 


II 

^ht  sämtlich   für 

jBrQaaeu 

r 


alle  Punkte  der  Curve   verschwinden,  Bo  Bind  die 


■^' 


W' 


{iroportional  den  RichtungcosiDua  zweier  verschiedener  Normalen  der 
Cnrve.  Die  Gleichungen  (6)  sagen  demnach  in  dem  zweiten  Falle, 
dus  g,  ij  und  t  nicht  für  alle  Punkte  der  Curve  Terschwinden,  das 
piu,  dass  I,  1],  t  den  Richtungscosinus  der  zu  diesen  beiden  Normalen 
•enkrecbten  Geraden,  d.  h.  der  Curventaugeiite,  proportional  sind.  Die 
CarTe  hat  also  in  jedem  ihrer  Punkte  die  demselben  von  der  infini- 
tcumalen  Transformation  üf  der  Gruppe  zugeordnete  Richtung,  mit 
lUileren  Worten:  sie  ist  Bahncurve  (vgl.  Satz  4  des  §  3)  und  ala 
jnlche  invariant 
1      Satz  11:  Eine  Ourve 

l  '"li^i  Vj  ^)  =  0,     0,(1,  y,B)=^0 

ftsUtttet  dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  von  Üf  erteugten 
Vngliedrigen  Grn]>pe  des  Raumes,  wenn  Ua^  und  Üat^  für  alle  Pnnkie 
ftf  Curve  verschwinden ,  vorausgese/zi,  dass  die  Gleichungen  der  Cnrve 
•o  geicäJdt  sind,  dass  nvAt  etwa  alle  »weireihigen  Unterdeienninanlen 
fo-  Matrix 

det,       Pa,       dm, 
dy        dl 

phr  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden. 

Wie  oben  beim  Satze  über  die  Invarianz  einer  Fläche  bemerken 
•ir  auch  hier,  daas,  da  nach  dem  eben  gefundenen  Satze  das  Ver- 
Bthwinden  von  i/o,  und  Ua^  vermöge  »i  =  m,  =  0  eine  rein  begriff- 
liche Bedeutung  hat,  dies  Verschwinden  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Veränderlichen  und  der  speciellen  Darstellungaform  der 
ll^Te.     Also: 

j  Satz  12:  Ist  bei  einer  infinitesimaien  Transformation  üf  in  x,  y,  i 
fOwohl   Üa,{x,y,e)  als  auch   ü(o^{x,y,B)  gleidi  Null  vermöge 


Kapitel  le,  %%  4,  &. 
o>,  (a:,  y,  e)  =  m,  (j,  y, «)  =  0 , 
so  gut  das  Ettlsprechcnde,  wenn  neue  Veränderliche  eingeführt  teerdoi, 
ttnd  bei  jeder  Darslellungsform  des  Gleichungs$psteins  ra,  ^  Oj  =  0, 
vorausgesetst,  dass  diese  Darsteüungsform  nicht  etwa  so  gewählt  ist,  dm 
die  IHffermtialqtwtienten  von  Oj  nach  den  drei  Veränderlidien  denen  cm 
fli,  nach  denselben  proportional  werden  vermöge  o),  =  ojj  ^  0. 

Die  Redeweise:  eine  Curve  o>,  ^  m,  =  0  gestattet  die  inSoitesi- 
male  Transformation  Uf,  sobald  üco,  =  Um^  =  0  iat  i'Ur  alle  Punkt« 
der  Curve,  liegt  auch  hier  ausserordentlich  nahe,  da  wir  ja  das  Kri- 
terium zunächst  als  notwendiges  ableiteten,  indem  wir  in  den  Reihea- 
entwickelungen  (5)  nur  die  ersten  Glieder  berücksichtigten.  Deshalb 
sprechen  wir  Satz   11  auch  so  aus; 

Satz  13;  Eine  Ciirve  gestattet  die  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation Uf  erzeugte  eim}liedrige  Gruppe  des  Raumes,  sobald  sie  dien 
infinitesimale  Transformation   Uf  sulösst. 

§  5.  Einige  geometrische  Beispiele. 
Im  Anschluss  an  die  auaeinandergesetzten  Theorien  wollen  wir 
beispielsweise  alle  Curven  und  Flächen  bestimmen,  welche  die  Ton 
einer  infinitesimalen  projedivcn  Transformation  erzeugte  eingtiedrige 
Gruppe  gestatten.  Dnter  einer  projectiven  Transformation  des  Raumes 
versteht  man  eine  solche,  welche  jeden  Punkt  des  Raumes  in  einen 
Punkt  und  alle  Punkte  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  wieder  in 
die  Punkte  eiuer  Ebene,  also  auch  alle  Punkte  einer  Geraden  —  als 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  —  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden 
überfiibrt.  Man  kann  zeigen  — ■  worauf  wir  jedoch  hier  nicht  ein- 
gehen —  dass  es  unter  diesen  projectiven  Transformationen  auch 
solche  giebt,  welche  vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  in  Ruhe  lassen. 
Wir  wählen  einen  dieser  Punkte  zum  Anfang  und  die  drei  anderen 
als  die  unendlich  fernen  Punkte  der  drei  Axen.  Man  findet  dann, 
dass  das  Symbol  einer  derartigen  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation die  Form  annimmt: 

wie    wir   ohne   nähere    Begründung    bemerken.     (Vgl.   die    verwandte 
Betrachtung  in  §  4  des  4.  Kap.) 

Wir  wollen  also  die  bei  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf 
oder,  was  nach  Satz  10  und  13  des  vorigen  Paragraphen  dasselbe  \^ 
die  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invarianten  Cnrven  und  Flächei 
aufsucheu. 
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Die    endlichen   Gleichungeo   unserer  Gruppe   ergeben    sich    durch 
tegration  des  aimultanen  Systems 


der  Form 


ßy. 


■i  =  dt 


Xi  =  xe!",     tfi  =  yel",    a^  =  Bei". 
»her  ergeben  sich  die  BahneurTen  durch  Elimination  von  (  aus: 


der  Form: 


&-&-& 


=  3    die   Raumcurven    dritter 


er  in  der  Form: 

Lx"  =  Ay^  =  Bzr 
sind  im  allgemeinen  transcendente  Curven.    Bei  besonderer  Wahl 
|r  im  Symbol   Uf  auftretenden  Gonstanten  a,  ß,  y  sind   sie  jedoch 
^braisch,   so    fClr   a  ^=  l, 
dnong: 

y  =  Const.  a^,    b  =^  Const.  s?. 

)   sich    eine  Vorstellung   vom  Verlauf  der  Bahncurven  ' 

iedrigen  Gruppe   Uf  zu  machen,  erweist  sich  folgende  Bemerkung 

t  nQtzlicb.     Die  Gleichung 

aa?  +  (3y^  +  y^»  =  Const. 

31t  oo'  einander  ähnliche  und  ähnlieh  gelegene  Flächen  zweiten 
ades  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  dar,  deren  Äxen  die  Coordi- 
ienaxen  sind.  Die  Grössen  ax,  ßy,  ye  sind  proportional  den  Kich- 
ggscosinus  der  Normalen  der  durch  den  Punkt  {x,  y,  b)  gehenden 
Sehe  aus  dieser  Schar.  Mitbin  sind  die  co'  Curven,  welche  alle 
ie  oo'  Flächen  senkrecht  treffen,  die  Integralcurven  des  simultanen 
ktemes 

lo  die  Bahncurven  unserer  Gruppe*). 


*)  Allgemeice  Ünteraucbungen  über  gewundene  Cnrvea  and  Fl&cbeo,  welche 
idlicb  viele  vertaaschbare  projective  Transformationen  gestatten,  wurden  zu- 
|t  angestellt  von  Klein  nnd  Lie  in  den  Comptes  rendoa  1810  sowie  im  dritten 
Mathematischen  Annalen.  Sodann  gab  Lie  die  Beetimoinng  aller 
fchen,  welche  eine  continuiorliche  projective  Gruppe  gestatten.  —  Die  im 
lii  gegebene  einfache  geometriscbe  Definition  aller  gewundenen  Cnrven,  die 
ie   allgemeitie   iofinitenmale   projective    Transformation   gestatten,     rührt  von 


heffer 
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Ausser  den  Bahncurven  könnte  es  noch  inyariante  Gurren  geben, 
die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen.    Aber  da  wegen 

für  diese  Punkte  die  Bedingungen 

ax  '^  ßy  «^  y0  '^  0 

bestehen,  so  ist  klar,  dass  es  im  Endlichen  nur  einen  invarianten 
Punkt,  nämlich  den  Anfang,  giebt,  sobald  a,  /),  y  alle  drei  yerschied^ 
von  Null  sind.  Ist  nur  eine  dieser  Constanten  gleich  Null,  etwa  ^, 
so  bleiben  alle  Punkte  der  0'Axe  einzeln  in  Buhe.  Die  jer-Axe  ist 
dann  die  einzige  inyariante  Gurre  der  gesuchten  ArL  Sind  zwei  Gon- 
stanten  gleich  Null,  etwa  ß  und  ^,  so  bleiben  alle  Punkte  der  (jfg)- 
Ebene  in  Buhe.  Jede  in  dieser  Ebene  gezogene  Gurye  ist  dann  in- 
variant. 

Bei  einer  -^j,.  fragen  nuu  uach  den  bei  unserer  eingliedrigen  projectiven 

TilrfaSe   G^^uppe  Uf    invarianten  Flächen. 

Fiftohen.  Zunächst  gicbt  es  eine  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehende 

Fläche  nach  unseren  letzten  Bemerkungen  nur  dann,  wenn  zwei  der 
Gonstanten  a,  /3,  ^,  etwa  ß  und  y,  verschwinden.  Es  ist  dann  die 
Ebene  a;  «=»  0. 

Um  sonstige  invariante  Flächen  zu  construieren,  haben  wir  oo* 
Bahncurven  zu  einer  Fläche  zusammenzufassen.  Nun  lassen  sich  die 
Gleichungen  einer  Bahncurve  so  schreiben: 

sobald,  wie  wir  annehmen  dürfen,  a  4=  0  ist    Hier  sind  — ,  —  durch 

die  infinitesimale  Transformation  Uf  gegebene  bestimmte  Zahlen,  a 
und  h  dagegen  können  beliebig  angenommen  werden.  Man  erhält  ins- 
besondere oo^  Bahncurven,  wenn  man  zwischen  a  und  h  eine  Belation 

festsetzt:  ^ 

h  =  g)(a). 

Alsdann  erfüllen  diese  <x>^  Gurven  die  Fläche: 

jEfa;     «  =  tpijf'X     ") 
oder: 

Y_ 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  einer  bei  allen  Transformationen 
der   vorgelegten  eingliedrigen  projectiven  Gruppe  invarianten  Fläche. 
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Wir  wollen  einige  flächen  theoretische  Bemerkungen  in  betreÖ'  der 
Maupttangentencurven  dieser  Flächengattung  anknöpfen.  Leser,  welche 
mit  der  Flachen tbeorie  noch  keine  nähere  Bekanntschaft  gemacht 
haben,  können  ohne  Beeinträchtigung  des  Späteren  den  Rest  dieses 
Kapitels  überschlagen.  Bekanntlich  hat  eine  HaiipttangeDtenrichtung 
in  einem  Flächenpunkt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Punkt  sich 
längs  derselben  bewegt,  seine  Tangentialebene  um  diese  Richtung  sich 
dreht.  Jede  Tranatbruiation  unserer  Gruppe  üf  hat  nun  die  Bigen- 
tElmlichkeit,  Geraden  in  Geraden,  Ebenen  in  Ebenen  UberzuFöhreu. 
Da  sie  die  Fläche 

e  =  x"  ii>(y-x-fi) 

in  sich  überführt,  so  ergiebt  sich,  dass  sie  jede  Tangentialebene  der 
Fläche  wieder  in  eine  Tangentialebene  verwandelt.  Wegen  der  obigen 
(rein  projectiven)  Definition  der  Haupttangentenrichtungen  muss  die 
Tranaformation  auch  jede  Haupttangcntencurve  der  Fläche  wieder  in 
eine  Haupttangentencurre  derselben  Ubert'tlhreti.  Es  glebt  somit  eine 
bekannte  inänitesimale  Transformation  Uf,  welche  die  ao^  Haupt- 
tangentencurven  der  Fläche  unter  sich  vertauscht. 

Wir  können  x  und  )/  als  Parameter  auf  der  Fläche 

betrachten  und  also  die  Differentialgleichung  der  Haupttangenten  cur  ven 
in  z,  y  allein  schreiben.     Sie  ist  in  dx  und  dy  quadratisch  und  es  sei 

Xdy  -  Ydx  =  0 

einer  ihrer  beiden  linearen  Factoren.  X,  Y  sind  hierin  bekannte  Func- 
tionen von  X  und  y.  Da  die  zu  Xdy  —  ¥dx  -^  0  gehörige  Schar 
von  Haupttangentencurven  unsere  projective  Transformation  Uf  ge- 
stattet, so  folgt,  dass  die  Differentialgleichung: 

Xdy-  Ydx  =  0, 
die  ja   auch    die    der   Projection   jener   Haupttangentencurven  auf  die 
Ebene  «^0  ist,  die  infinitesimale  Transformation: 

tulässt  und  daher  den  Integrabilitätefactor: 


ßXy  —  al'te 
besitzt  (vgl.  Theorem  8,  §  1  des  0.  Kap.). 

bla,  IHinsnsDllalglcichiuigoD. 
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Man  kann  also  die  HaupUangentencurvm  der  Flächen  van  der  Farm 

durch  Quadratur  bestimmen. 

Bei  der  praktischen  Ausrechnung  wird  es  bequemer  sein,  so  zu 
verfahren:  ' 

Zunächst  wollen  wir  —  mit  d  bezeichnen,  also  die  Haupttangen- 
tencurven  der  Fläche 

bestimmen.     Bekanntlich    lautet  die  Differentialgleichung  der  Haupir 

tangentencurven : 

rdx*  +  2sdxdy  +  tdy^a^Oy 
wo 

<  =  1^*,  =.  a{a  -  l)x^-(»  y-*  V'  +  oV-»/»  y*«- «  iT 

ist.  Jeder  der  beiden  linearen  Factoren,  in  welche  die  Differential- 
gleichung zerföllt,  stellt  gleich  Null  gesetzt  eine  der  beiden  Scharen 
Ton  Haupttangentencurven  oder  ihre  Projectionen  auf  die  («y) -Ebene 
dar  und  gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

Es  ist  nun  bequem,  die  Integration  durch  Einführung  canonischer 
Veränderlicher  nach  §  5  des  6.  Kapitels  zu  leisten.  Es  lassen  sich 
nämlich  sehr  leicht  canonische  Veränderliche  angeben,  z.  B.  diese: 

denn  es  ist  dann: 

In  den  neuen  Veränderlichen  j,  ^  wird: 

X  =  e^^J,    y  =  j«  e^*» 
und  also: 


~lj.(o-l)S*'  +  "'t'*"lE 


;*»- 


e^"  rfj  +  ßi"  ef"  dij, 


die  DifferentialgleichuDg  der  HaupttaugenteDcurven  die  Form 
iämmt: 

Adi'  +  2Bdi  df  +  Cdl)'  =  0, 

B=  (ad  — /!)»', 
1.     Man  bemerke,  daas  A,  B,  C  frei  von  i)  sind,  denn  auch 
tbält  nur  £.    Die  beiden  linearen  Factoren; 

welche  die  Diäerentialgleichuug  zerfällt,  ist  also  frei  von  l).  Diea 
bteo  wir  nach  Satz  9  des  §  5,  6.  Kapitel  voraussehen  können.  Die 
Hipttangentencurveji  oder  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  z  =  0 
ben  also,  geschrieben  in  £,  t),  die  Gleichungen: 


_JB±VB-^^0^^_ 


Const. 


itzen  wir  hierin  nach  ausgefohrter  Quadratur  wieder 

B,  80  erhalten  wir  die  Gleichungen  geschrieben  in  den  rechtwinkligen 
^dinaten  x,  y. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  eine  eingliedrige  Gruppe  betrachtet, 
ilche  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugt 
U.  Dabei  hatten  wir  vorausgesetzt,  dass  diese  infinitesimale  Trans- 
tmation  vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  invariant  lasse.  Es  giebt 
«r  auch  projective  Transformationen  (Transformationen  also,  welche 
Denen  in  Ebenen  überfuhren),  bei  denen  es  keine  vier  invarianten 
lokte-  giebt,  die  ein  Tetraeder  bilden.  Hierher  gehört  z.  B,  die  in- 
lifesimaZe  Sfiirauhmg  längs  der  «-Äse: 


üf=^ 


.+ 


+ 


,  är 


BfiO 
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OffeDbar  führt  dieselbe  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  Über.  Wir 
fanden  im  1.  Beispiel  zu  Theorem  19  (in  §  3),  das»  bei  der  tod  Vf 
"erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  alle  Sckrauben/Ukiifn  von  gewisser  eon- 
stanter  Steigung  invariant  bleiben,  alle  Flächen  also,  welche  duTch 
Verschraubung  einer  beliebigen  starr  gedachten  Curve  längs  der  ä-Ah 
entstehen.  Da  die  Schraubungen  projectiv  sind,  so  gilt  fQr  die  Hsupt- 
tangenteneorTen  dieser  Flächen  dasselbe  Raisonuement,  wie  früher  ftlr 
die  Flächen  e  <=  3^^{x~^ ■  y"),  d.  h.; 

Die  ITaupttatiffmffiiatrven  eitier  Sckraiibettfläcite  lassen  sich  dunii 
Quadraturen  bestimmen. 

Dies  tässt  sich  auch  so  einsehen:  Die  Scbraubungen  längs  der 
x-Axe  sind  sogenannte  Bewegungm  des  Batnnes,  d.  h.  bei  ihnen  be- 
w^en  sich  alle  Punkte  so,  als  ob  sie  starr  mit  einander  verbunden 
wären.  (Vgl.  §  4  des  1.  Kapitels.)  Wenn  eine  Fläche  bei  diesen 
Schraubungen  invariant  bleibt,  so  gestattet  sie  eine  Bewegung  in  sicli 
und  bei  einer  solchen  müssen  natürlich  die  Haupttangentencnrven  unter 
einander  vertauscht  werden.  Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von  den 
Krümm ungsiinien  und  den  Minimalcurven  der  Schraubenääche.  Also 
gestatten  die  Differentialgleichungen  dieser  drei  Ourvenscharen,  wenn 
sie  in  x  und  y  allein  geschrieben  werden,  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

Ihre  Integration  verlangt  demnach  nur  Quadraturen. 

Itie  Hauptta>igenfencurven ,  Kriimmungslinien  vnd  MininuUcitrvm 
einer  Schrauhettfiädie  lasseti  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Wir  erinnern,  um  eine  ähnliche  geometrische  Anwendung  zu  geben, 

an  die  im  4.  Beispiel  zu  Theorem  18  (in  §  3)  betrachtete  mfiniiesimale 

a.  AhnUchkeitstransformation  in  weiterem  Sinne  oder  SpiraltransformatieH: 

Vr=  (S  +  «X)  g  +  (-  :t  +  »!«  jj  +  «.  '/,- 

Man  kann  sie  in  der  Weise  herstellen,  dass  man  eine  uneDdlicli  kleine 
Rotation  um  die  ;-Axe  und  gleichzeitig  (oder  darauf,  was  bei  uoend- 
lich  kleineu  Änderungen  gleichgültig  ist)  eine  unendlich  kleine  Ahit- 
lichkeitstransformation  (ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung) 
vom  Anfangspunkte  aus  ausführt.  Die  Flächen,  welche  bei  der  Spiral- 
transformation FZ/' invariant  bleiben,  nennen  wir  Spiral /lachen,*)  insofern 


*)  In  den  Math.  Ann.  lid.  6  bemerkt  Lie  gelegentlich,  dose  auf  FlAcfaen, 
die  eine  inSaitegiinale  projective  Traneformatioii  gestatten,  welche  dea  imaginBiss 
KugelkreJB  in  Ruhe  läsat,  Bicb  die  SrQnmiuiigeliiiien  sowie  die  Haupttangeot«»- 
curven  bestimmea  laeeen.  Gleichzeitig  führte  er  die  Beatimmung  ibrer  geodUtiachan 
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Is  aie  von  oo'  Bahiicurven  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  die  doppelt- 
krQmmte  Spiralen  sind  (vgl.  das  citierte  Beispiel),  erzeugt  werden. 
atOrlich  föhrt  die  infiniteaimale  Traoaformation  üf,  als  Verbindung 
infinitesimalen  Rotation  und  infinitesimalen  Äholichkeitatrans- 
formation,  jede  Haupttaugentencurve,  Krümmungslinie  und  Minimal- 
Curve  der  Fiäche  wieder  in  eine  Curve  derselben  Art  über.  Wenn 
also  die  Differentialgleichungen  dieser  Curvenscharen  nur  in  x,  y  ge- 
schrieben werden,  so  gestatten  sie  die  infinitesimale  Transformation, 
die  aus   Uf  durch  Fortlaasung  der  Glieder  in  ^—  hervorgeht: 

nnd  sind  also  nach  Theorem  S  des  §  1,  6.  Kapitel,  durch  Quadraturen 
itegrierbar: 

Die    Uanpttamjenlencwvm ,    KrümmungsUnieii    und   Minimalmrven 
Spiraljlüche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 


Kapitel    13. 

Erweiterte  Groppe  von  Punkttpausfoi-m.itioueii  der  Ebeue,   Endgültige 

Erlefligoug    der    Probleme,    betreffend    die    DifferentialgleicUnngeu 

erster  Onlnnng,  welche  eine  inllnitesimale  Fnnkttra»»fürmation 

znlassen. 

Wir  erinnern  an  die  zu  Beginn  des  11.  Kapitels  gemachte  Be- 
merkung; Damals  hoben  wir  hervor,  dasa  die  in  der  zweiten  Ab- 
t«ilnng  entwickelte  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  zwei  Variabein  x,  y,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, noch  nicht  zu  einem  völlig  befriedigenden  Äbschluas  gebracht 
wurde,  dieser  vielmehr  zunächst  noch  die  Betrachtung  von  eingliedrigen 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  erfordere.  Nunmehr  werden  wir  bald 
•rkennen,  inwiefern  solche  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  mit  der 
'Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  zwei  Veränder- 
lichen   zusammenhängen.      Wir    werden    nämlich   die    drei    Variabein 

Curven  auf  die  lat^gmtioD  eioör  gew.  DifiereDtiulgleicbiing  erster  OrdnuDg  zarSck. 
Die  Beieichnang  Spiralfläcke  fQbrte  er  gelegentlich  im  norwegischea  Archiv 
1878  ein.  Die  auf  Spiiulflächea  abwickelbaren  Filichen  betrachtete  zuerst  Levy; 
Sarboux  zeigte,  daaa  diejenige  Differential  gl  eich  ang  entcr  Ordnung,  welche 
nach  Lie'a  Untersuchungen  die  geodätischen  Carven  einer  auf  eine  SpiralB&che 
■bwickelbaren  Ft&obe  lieferl,  Siecati'sehe  Form  erhalten  kaan. 
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nicht  wie  bisher  aU  Puctttcoordinaten  im  Raumo  deuten,  sondern  von 
einer  eigentümlichen  und  sehr  fruchtbaren  Interpretation  derselben  ils 
Coordinaten  eines  sogenannten  lAnietidemenles  in  der  Ebctie  Gebrauch 
machen.    Unser  Nächstes  ist  daher,  diese  Deutung  auseinander  zu  sets 


§  I.     Erweilenmg  einer  Punkttraiisformation  der  Ebene,  j 

Sei 

(1)  -'i  =  vC«,  y),  Vi.  =  *(«,  y) 

eine  vorgelegte  Transformation  der  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  m  die 
Punkte  {Xi,  yj  derselben,  indem  wir  unter  x,  y  rechtwisklige  Panbl- 
coordinaten  in  der  Ebene  verstehen. 

Filhreu   wir  diese  Transformation  (1)  auf  irgend  eine  vorgelegtp 
Cuive  c: 

(2)  J  -  J'-W  -  0 

aus,  BO  geht  diese  Curve  c  in  eine  in  z,,  y,  geschriebene  Curve  e,: 

(3)  ,, -F,(«,)-0 

über.  Durch  die  Gleichung  (2)  aber  wird  jedem  Punkte  (a;,  y)  der 
ersten  Curve  c  eine  tangentiale  Fortschreitungsrichtung  zugeordnet, 
deren  Neigung 

ist.  Auch  dem  Funkte  (a:,,y,),  in  welchen  dieser  Punkt  [x,  y)  der 
ersten  Curve  c  bei  der  Tranformation  (1)  Übergeht,  gehört  als  Punkt 
der  transformierten  Curve  Cj  eine  gewisse  tangentiale  Fortschrei  tu  Dgs- 
richtiiDg  zn: 


Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass  sich  diese  durch  x,  y  und  die  Neigi 
y    im  ursprünglichen  Funkte  (x,  y)  allein  ausdrücken  lässt. 
Es  ist  nämlicli  nach  (I): 


(4) 


St 


.1»!. 


d-pi^x 

XJ_ 

d. 

+ 

py 

d,j 

dxfiX 

y) 

1? 

dx 

+ 

Vi 

ds 

?« 


'y' 


Man  kann  hiernach  y^  berechnen,  sobald  die  Transformation  (1)  voP 
gelegt  ist  und  die  Werte  von  x,  y,  y  gegeben  sind,  ohne  dabei  die 
Gleichung  (2)  der  ursprOnglichen  Curve  c  zu  benutzen. 

Denken  wir  uns  also   eine   zweite  Curve  c   gegeben,   welche   die  j 
erste  c  in  dem  betrachteten  Punkte  {x,  y)  berührt,  so  hat  sie  in  diesem 
Punkte   dasselbe  y'.     Durch  (4)  ergiebt  sich   daher   für  die  Curve  c,', 
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welche  c  durch  die  Transformation  übergeführt  wird,  in  dem  Punkte 
I,  y,),  der  den  beiden  Curven  c,  und  c,'  angehört,  genau  dieselbe 
bgentiale  Fortschreitungsrichtung  y/  wie  für  die  erste  transformierte 
irre  c^,  d.  h.  auch  die  transformierten  Curven  Cj  und  c,'  berühren 
th  daselbst  (Fig.  23). 

Eine  Punkitramformation  (1)  führt  also  Curve»,  die  sich  berühren, 
ä>ensoId>e  über. 

Diese  Thatsache  wird  dem  Leser  schon  bekannt  sein,  wenn  wir 
ich  früher  nicht  ausdrücklich  darauf  hingewiesen  haben  ( —  wohl 
ler  haben  wir  sie  in  einigen  geo- 
atrischen  Beispielen  bereits  stillschwei- 
ud  als  bekannt  vorausgesetzt  — ).  Sie 
Boheint  ja  auch  ziemlich  selbstver- 
indlich.  Ihre  analytische  Erklärung 
^t  in  der  Formel  (4),  welche  die 
cht  sofort  als  ganz  selbstverständlich 
scheinende  Thatsache  ausdrückt,  das 

V  transformierte  Richtung  t/,'  nur  von 
y  und  y'   und    natürlich    der  Trans- 

rmation  (1)  selbst,  nicht  aber  von  der  angenommeneu  Curve  abhüugt. 

Wir  werden  dies  Ergebnis  deshalb  ganz  von  der  Annahme  einer 
orre  ablösen  und  bedürfen  dazu  eines  naheliegenden  geometrischen 
ädes;  Wir  wollen  den  Inbegriff'  eines  Punktes  (x,  y)  und  einer  hm-  ; 
trchgehenden  Richtung,  deren  Winkel  mil  der  x-Axe  die  trigonometrische 
tngenle  y  Jiahe,  ei»  Linienelement  nennen  und  x,  y,  i/  als  die  Bestim- 
mgsstücke  oder  Coordinaten  desseU>en  bezeichnen. 

Unter  y  haben  wir  uns  also  nicfd  notwendig  einen  Differential- 
totienten  ^  vorzustellsn,  sondern  nur  eine  Zahl  zur  Bestimmung 
ner  Richtung.  Z.  B.  x  =r  y  =■  y'  =  0  stellt  den  Inbegriff  des  Au- 
Bgspunktes  und  der  durch  ihn  gehenden  Richtung  längs  der  x-Axe 
jj  jr  =  0,  y  =  1,  y'  =  1  den  Inbegriff  des  Punktes  y  ■=  1  der  y-Aze 
id  der  hindurchgehenden  zur  ar-Axe  um  einen  halben  rechten  Winkel 
meigteo  Richtung  u.  s.  w. 

Das  Linienelement  (x,  y,  y')  ist,  so  können  wir  auch  sagen,  der 
[begriff  des  Punktes  {x,  y)  und  der  hindurchgehenden  Richtung  längs 

V  Geraden,  welche  die  Gleichung  hat: 


-*/'(E-*)  = 


0, 


D  £,  9  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten  sollen. 

Nunmehr   können  wir  unsere  frühere  Betrachtung  so 
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fassen:  Bei  einer  vorgelegten  PuhkUransformation  (1)  der  Ebene  werden 
auch  die  oo^  Linienelemente  {x,  y,  y)  derselben  in  einer  ganB  besUmmiel^ 
Weise  transformiert^  nämlich  durch  die  drei  Gleichungen: 


(5) 


«1  =  Vix,  y),,   yi  =  il>(x,  y),    y,'  = 


^x  "^  dy  ^ 
d(p  ,  dtp  , 
ex       oy  ^ 


^^t^y^^^  nennen   diese  Transformation   der  Linienelemente   die  erweüerk 
formatioxi.  PunJcttransformation  (1). 

Will  man  bei  vorgelegter  Transformation  (1)  den  Wert  von  y/ 
bilden^  so  hat  man  also  zu  berechnen: 


(6) 


f         dx 
dx 


indem  man  hierbei  während  der  Differentiationen  von  Xi  und  y^  nach 
X  die  Veränderliche  y  als  Function  von  x  auffasst,  also  ;,  -  =  y  setzt 

d  X 


Fassen   wir  nun  alle  cx>^  Linienelemente  einer  Gurre  y  =  F{x) 
ins  Auge.    Sie  werden  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen 

y==F(x),    y'  =  F'{x). 

Die    vermöge  (5)  transformierten  Linienelemente  (o;,,  y„  y/)    werden 
gegeben  durch: 


^1  =  vi*,  ^(a?)),    Vi  =  Hx,  F(x)),    y/  = 


cx    ^   cy 

i?  +  i"-  F'  (X) 

L.CX       dy  . 


y  =  y{r) 


Die  beiden  ersten  Gleichungen,  welche  x^  und  y^  durch  eine  Variabele  x 
ausdrücken,  stellen  die  Curve  dar,  in  welche  die  vorgelegte  Curve  bei 
der  Transformation  libergeht.  Der  Punktort  der  transformierten  Linien- 
elemente ist  also  der  transformierte  Punktort  der  ursprünglichen  Linien- 
elemente. Die  Richtungen  y/  der  neuen  Linienelemente  werden  ge- 
geben durch 


Vi  = 


dx      ~^      cy      ^ 

d(p{Xyj/)       dy(x,y)    , 

L     dx      '^      dy      ^ 


y=/'"(x) 


Aber  diese  Gleichung  giebt  die  Tangential richtung  der  Curve 

x^  =  ^>{x,F\    y,  =  4;{x,F). 
Somit  folgt: 


Erweiterung  einer  Pankitransformaiion  der  Ebene. 
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Satz  1:    Die  Linienelemente  einer  Curve  y  =  F{x)  verwandeln  sich 
bei  einer  enoeiterten  PunJcttransformation 


^i  =  9>{^f  y)»   Vi  =  ^(^)  y),  Vi 


in  die  Linienelemente  der  Curve,  in  welche  y  =  F{x)  vermöge  der  Punkt- 
transformation 

übergeführt  wird. 


1.  Beispiel:    Bei  der  Trauslation  längs  der  a;-Axe 


Beispiele. 


X, 


wird: 


dx 


dx 

Die  erweiterte  Transformation  lautet  also: 

x^=x  +  a,    y^=y,    yi  =  y. 

Das  Linienelement  (x,  y,  y)  wird  dem-  ^y 

nach  durch  diese  Transformation  pa- 
rallel mit  sich  verschoben,  was  geo- 
metrisch einleuchtet  (Fig.  24). 

J2.  Beispiel:  Bei  der  Rotation: 


>vird 


a?!  =  o;  cos  a  —  y  sm  a, 
j/j  =  a;  sin  «  +  y  cos  a 

dyi 


Fig.  24. 


,  dx    sin  a  -\-  y  C08  a 

"^^  dx^         cos  a  —  y'  sin  a  ' 

dx 

sodass  die  erweiterte  Transformation  lautet: 

x^=  X  cos  a  —  y  sin  a, 
f/i  =  o;  sin  a  +  y  cos  a, 

«i '  ==  *^ "  +  yl 

y^         l-y'tg«* 

Man  bemerkt,  dass  hier  y^  ganz  frei  von  x  und  y  ist,  d.  h.  dass  alle 
Linienelemente,  welche  dasselbe  y  haben,  also  einander  parallel  sind, 
durch  die  Rotation  in  ebensolche  übergeführt  werden,  was  auch  geo- 
metrisch einzusehen  ist. 
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3.  Beispiel:    Bei  der  affinen  Transformation 

ergiebt  sich 

dx 
Die  erweiterte  Transformation  ist  also: 

4.  Beispiel:  Bei  der  Ähnlichkeitstransformation 

x^  =  mx,    j/i  =  my 
ist 

/ dx  my  / 

dx 
also  die  erweiterte  Transformation: 


Vi 


x^  =  mx,    j/i  =  my,    Vi  =  y . 
5.  Beispid:    Die  Transformation: 

verschiebt  alle  Punkte  um  die  constante  Strecke  a  auf  ihren  Radien- 
vectoren.     Hier  ist 

--.  ^  — s  y  V^*  +  y *  ^  +  ^(^y'  —  y) « , 

^5i  >/x«  +  y~^^  -y{x}f  -  y)a 

dx 

Hier  hängt  also  y/  von  y   und  auch  von  x  und  y  ab. 

§  2.     Erweiterung  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Funkttrans- 

formationen  der  Ebene. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen in  der  Ebene  vorgelegt: 

(7)  x^  =  q){x,  y,  a),    y^  =  ^{x,  y,  a) 

mit  dem  Parameter  a.  Die  Schar  dieser  00^  Transformationen  soll 
also  die  Eigentümlichkeit  haben,  dass  zwei  Transformationen  derselben 
nacheinander  ausgeführt,  also  etwa  (7)  mit  bestimmtem  Parameter- 
wert a  und  darauf  die  Transformation 

(8)  ^2  =  9(^1,  yi,  «i),   y%  —  ^(^1;  Vi f «1) 

mit  dem  Parameterwert  a^,  äquivalent  sind  einer  gewissen  einzigen 
von  a  und  a^^  abhängigen  Transformation  der  Schar: 
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i  und  «1  bedeutet: 


|vo  also  b  eine  gewisse  Function  von  t 
t-i(o,«,). 
Wir  können  alsdann  jede  dieser  oo'  Punkttransformationen  in 
i'der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Weise  erweitern. 
Jede  liefert  dann  eine  Transformation  der  Linieneleraente  (x,  y,  y) 
Ber  Ebene.  Ea  liegt  die  Vermutung  sehr  nahe,  ilass  diese  oo'  erwei- 
Vierten  Transformationen  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gntppe,  und  zwar  m 
meti  drei  Veränderlichen  x,  y,  y\  bilden. 

I         Zum  Beweise  dieser  Vermutung  erweitern   wir  die   beiden   nai'h-J 
nnaiider  auszufdhrenden  Punkttrausformationen  (7)  und  (S).    Dies  giebt:  ^ 

(7-)      x,^ip{x,y,a).    y,  =  Mx,y,a),    j,/ =  1^'  =  ^f^ei^^' ?> 

^d 

Kr)  x^='tp{x,.y^,a,),  !/j  =  .(i(a-,,!/i,a|),  (//  = 


^. 


zu  verstehen,  dass  nach 

-.—  =  w,'  zu   setzen  ist. 

EPie  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  geben  nun: 

rf.r,        d<f(j\,ij^,  a,)  ° 
I.  ta.   eliminiert  man   aus   (7')  und  (8')   die  Zwischenwerte  s 
y,',  so  kommt: 

d^jx,  y.  l 


I)ie  Differentiationen   sind  hier  natürlich  i 

der    Bildung    der   Differentiale  ^  ^  y    «nd    —  =  y,' 

a: 
_  (fKi(j:,  y.  6) 
~  d<p(x,  y,  6)' 


,  y,  und 


'(9') 


p(ar,s,i), 


'Ji' 


'^{x,y,h),     y^  = 


•pC».  y.  ''J 

,'Atso  ist  die  Aufeinanderfolge  der  erweiterten  Transformationen  (7')  und 
h(8')  äquivalent  der  Erweiterung  (9')  von  (9),  mit  anderen  Worten: 
Die  erweiterten  Transformationen  der  vorgelegten  Gruppe  bilden 
'wiederum  eine  Gruppe. 

'  Bezeichnen  wir  die  Transformation  unserer  vorgelegten  Gruppe, 
jwelche   dem  Parameterwert  a  zugehört,  mit  T^,  die  erweitert«  Trans- 

rrmation  mit  Tä,  ao  haben  wir  also  bewiesen,  dass  aus 

[folgt: 

an  Worten:  Ist  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Tg  und  T„^ 
|,Öer  ursprünglichen  Gruppe  äquivalent  der  Transformation  Ti„^a,j  der- 
[■elben,  ho  ist  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  aus  T^  und  T»,  erweiterten 
iTransformationen  T,,'  und  Ta,'  äquivalent  der  aus  T(u„j  erweiterten 
Transformation   T(ä  „ ). 
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Es  möge  insbesondere  a  der  Parameter  der  zu  T^  inversm  Trus- 
formation  Ta  der  gegebenen  Gruppe  sein.  Ihre  Reihenfolge  T^Ti 
liefert  die  identische  Tranaformation 


Ernreitert  man  diese,  so  kommt: 


,<il- 


,  die  identische  Transformation  in  x,  y,  t/': 
Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Aufeinanderfolge  TäT^'  der 


4 


lus  T.  und 
ideDti8cli«D 
iovers  ist, 
itt 


der   dasu    inversen   T^    erweiterten  Transformationen    der 
Transformation  in  x,  y,  y   äquivalent,  d.  h.  dass  Tä    zu  Tä 

Theorem  20:    Erweitert   man   eine   eingliedrige    Grujtpt 
Ebene  mii  paarweis  inversen  Transformationen: 

«1  ■"  ^(x,  y,  a),    y,  ■=-  VC».  y, «) 
durch  Berücksichtigung  der  Transformationen  des  Differential- 
quoticiiten  y'*=  j"-,  so  bilden  die  erweiterten  Transformationtn 


Xt  =  ip(x,g,a),    y,  =  tl'(x,  y,  a),    y,'=, 


l+i-l'j' 


7^.+ 


C'J' 


wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen im  Gebiet  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y'.  GttU 
die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  der  ursprüngliche» 
Gruppe,  welche  den  Parameterwerlen  a,  a,  entsprechen,  eine 
Transformation  mit  dem  Parameterwert  i-=A(ö,  o^),  so  giU 
dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der  erwei' 
terten  Gruppe. 

Unser  Theorem  kann  in  mehr  geometrischer  Einkleidung  auch  » 
ausgesprochen  werden: 

Satz  2:  Werden  die  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  durch  eine  eingliedrige 
Gruppe  Iransformiert,  so  tverden  gleichzeitig  die  Linienelemente  {x,  j(,  y ) 
der  Ebene  durch  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  sogenannte  erweiterte 
Gruppe,  transformiert. 

Wir  wollen  die  obige  Beweisführung  noch  anschaulich  geometriscli, 

wenn  auch  in  nicht  ganz  scharf  formulierter  Weise  wiedergeben: 

B^  Eine  funkttranaformation  T^  der  gegebenen  Gruppe  von  oc'  Punkt- 

'  transformationen   der  Ebene   führt  die  Punkte  p   derselben   in  Punkte 

jj,  aber.    Man  kann  die  zugehörige  Transformation  der  Linienelement« 


nkt  . 
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igeometriscb   so  herstellen:    Ein  Linienelement,  bestehend   aus  p  und 

|«mer  beliebig  gewählten  hindurchgehenden  Richtung  g,  wird  durch 
die  erweiterte  Transfortnation  T„'  in  ein  Linieoelement,  bestehend  aus 
j),  und  einer  gewissen  durch  p^  gehenden  Richtang  ^, ,  transformiert, 
um  diese  Richtung  </,  zu  coustruieren,  nehmen  wir  auf  g  einen  dem 
Punkte  p  unendlich  benachbarten  Punkt  q  an.  Er  wird  durch  T^  in 
einea   dem   Punkte  p,    unendlich   benachbarten 

I  suchten   Richtung  ^,    ClbergefKhrt,    und 

Ij,  kann  hiernach  bestimmt  werden.    Sei 

!nun  Ta,  eine  zweite  Transformation  der 
gegebenen  Gruppe,  welche  wir  nach  Ta 
KQsfUhren.  Sie  bringt  p^  und  g,  in 
neue  einander  unendlich  benachbarte 
Lagen  j),,  g,  und  die  zu  r„,  gehörige  ^ 
erweiterte  Transformation  T.,,'  führt  dem- 


'  der  ge- 


.r'' 


-K 


:f 


nach  das  Linienelement  (ji,,  y,)  in  das      1/  -T/'«.*' 

Linienelement  (p,,ft)  über,  dessen  Rieh-     f 
tung  g^  die  von  p^,  nach  q^  ist.   (Fig.  25.)  ^**  ^''' 

Da  nun  T„Ta^  =  ^Ka.i)  *1'  ^-  äquivalent  einer  anderen  Transformation 
der  vorgelegten  Gruppe  ist,  so  wird  T(a,a,)  die  Punkte  p,  q  direct 
nach  p^,  q^  führen.  Die  aua  J(a,a,}  erweiterte  Transformation  Tfä,«,) 
ffluss  deshalb  notwendig  das  Linienelement  ip,  g)  in  das  Linien- 
element Cp,,?,)  Überföhren.  Dies  gilt  für  alle  Linienelemente  (p,  g) 
der  Ebene,  und  so  folgt,  dass  mit 

«ach 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

1.  Seispiel:    Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  Ähnlich- 
keitstransformationen : 


I  Die  erweiterten  Transformationen 

bilden  offenbar  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gruppe. 

2.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen 
den  Anfangspunkt; 

X,  =  X  cos  a  —  y  sin  a,     y,  =  a:  sin  «  +  y  cos  a. 
pDie  erweiterten  Transformationen  sind  hier  (vgl.  2,  Beispiel  des  §  1); 


=  X  cos  a  —  6 
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=  z  sin  ß  -|-  y  cos  a,    j/,' 


__  «in  g  +  y'a 


Wir   verificieren,    dass    sie    eine   Gruppe    bilden    und    fahren   so   dem 

Zwecke  diese  und  die  Transformation: 

a^  =  «1 C08  «,  —  tf,  sin  a, ,  tf,  —  z,  sin  a,  +  w,  cos  a, .  t/,'=  — "  "'-'^'i^,-^' 

nach  einander   aus.     Eliminieren   wir  j:,,  y^,  y,'  hieraus   rermöge  der 
drtii  ersten  Gleichungen,  so  kommt  zanachst  bekanntlich: 
Xt  =  x  cos  («  +  «,)  —  y  sin  {a  +  «,), 
y,  =  3-  sin  («  +  B,)  +  y  cos  («  +  «,) 
und  Qberdiea: 


.V.  =, 


in  o,  (008  g  —  y'ain  a)  +  CO»  «i  (rin  b  +  y'cM  «) 
OB  o,  (coa  «  —  y  Bin  o)  —  sin  u,  («in  or  +  y"  cob  o)  ' 


I 


§  3.  Die  infinitesimale  Transformation  der  erweiterten  Omppe. 
Hat  man  aus  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Trans  form  ationen 
der  Punkte  {x,  y)  die  erweiterte  eingliedrige  Gruppe  der  Liniea- 
elemeute  {x,  y,  y)  der  Ebene  coustruiert,  so  ist  die  letztere  eine 
Gruppe  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  alle  Gleichungen  Sl{x,y,y")  =  Q  zu  finden,  welche  die  er 
weiterte  Gruppe  gestatten.  Um  diese  Aufgabe  anschaulich  zu  erledigen, 
werden  wir  bis  auf  weiteres  x,  y,  y  nicht  gerade  als  Coordinaten 
eines  Linienelementes,  sondern  als  Carteaiache  Coordinaten  eines  Pooktei 
im  gewöhnlichen  Räume  auffassen.  Natürlich  bleibt  die  erweiterte 
Gruppe  auch  dann  noch  eine  Gruppe,  und  zwar  wird  sie  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  (x,  y,  jr') 
Diese  Deutung  liefert  zu  jedem  Linienelemente  (x,  y,  y)  der  (jry)-£beiie 
einen  bestimmten  Punkt  (x,  y,  y)  des  Raumes  und  umgekehrt.  Dit 
LinienfletnetUe  der  Ebene  sitid  also  dadurch  eindeutig  auf  die  Pimkte  äa 
Baumes  hezoge«,  auf  sie  abgebildet*).  Im  Räume  besitzt  nun  die  erweitert« 
Gruppe  —  diese  also  aufgefasst  als  eine  Gruppe  von  Transformationen  d» 
Funkle  (x,y,y')  des  Raumes  —  gewisse  invariante  Curven  und  Flächen,  die 
wir  nach  den  früher  gegebenen  Regeln  zu  bestimmen  vermögen.    Diesan 

*)  Diese  Abbildang  der  Linienelemeute  der  ICbeoe  auf  den  Punktmuii  be- 
nutite  Lie  in  grosser  AoBdehnung  in  seinen  Unteraucbungen  im  norweigiaiAeB 
Archiv,  1878  u.  18T9,  über  Gruppen  von  BerührungBtiaQBform&tioneD.  Dau  uu 
ei  hierbei  erreichen  kann,  das»  die  LinieDelemente  jeder  ebenen  Corve  nek  ab 
die  Punkte  einer  Raumcnrre  abbilden,  deren  Tangeatea  einem  Uiuareti  Limint- 
cumptexe  angebOren,  hatte  er  achon  1874  in  den  GOttinger  Nachrichtea  aogedeateL 


die  infinitesimale  Tranafortnatiou  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe 
TOn  Punkttransformationen  der  Ebene.  Bekanntlich  können  wir  dann 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  Form  Ton  Beihenentwicke- 
loDgen  schreiben  (vgl.  Theorem  4  des  §  3,  3.  Kap.): 

x,^x-\-n  +  ^^  Uiüx)  +  -  ■  -, 


Die  inSoiteBimale  TraiiBformatioD  der  erweiterten  Orappe. 

Curveu  und  Flächen  entsprechen  vermöge  unserer  Abbildung  gewisse 
moa  Li  Dienelementen  {x,  y,  y)  bestehende  Gebilde  in  der  Ebene,  die 
bei  der  erweiterten  Gruppe  —  diese  jetzt  als  eine  Gruppe  von  Trans- 
formationen der  Linienelemente  aufgefaast  —  invariant  sind. 

Es  eröffiiet  sich  hiermit  also  ein  Weg,  die  bei  einer  erweiterten 
Gmppe  vorhandenen  invarianten  Gebilde  von  Linien  dementen  vermöge 
ans  schon  bekannter  Hegeln  zu  bestimmen.  Dazu  aber  bedürfen  wir, 
vrie  bekannt,  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe; 
zunächst  werden  wir  daher  diese  aufsuchen. 


Es  sei 


of 


Uf^A{x,y)^  +  n{^,y) 


^^ 


Demnach  kommt: 


»■)+■ 


lässt  sich  der  reciproke  Wert  der  Potenzreihe  nach  t: 

tiekaiintlich  ebenfalls  in  eine  Poteuzreihe  nach  t  entwickeln  und  zwar 
beginnt  sie  mit  den  Gliedern: 

.Iso  ergiebt  sieh: 

-v  +  '(ll+l>'-M»-ft  *■■)+■■•• 

Behes  wir  nun  zur  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten 
Orappe  Über,  so  haben  wir  den  Parameter  t  unendlich  klein,  gleich 
9t,  anzunehmen  und  die  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  6t 
rernaehläasigen.     Daher  folgt  dann: 
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Bei  der  infiDiiesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe  erfahren 
also  X,  y  und  y   die  Incremente: 

'»■-(e+fö-B)» -!*/■)"• 

Mithin  hat  diese  infinitesimale  Transformation  das  Symbol: 

das  wir  gelegentlich  abkürzend  auch  so  schreiben: 

sodass  also  ti   den  Ausdruck  bezeichnen  soll: 

^        dx*\dy       dx)y        dy^ 

Satz  3:    Wird  eine  eingliedrige  Gruppe  von  PunJUtransformationen 
der  Ebene  (x,  y)  von  der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt,  so  mrd  die  ertoeiterte  Gruppe  der  Linienelemente  (x,  y,  y')  von 
der  infinitesimalen  TransformeUion 

erzeugt,  wo 

Man  sieht,  dass  zur  Berechnung  dieser  infinitesimalen  Transfor- 
mation lJ*f  der  erweiterten  Gruppe  nur  die  Kenntnis  von  J,  i^i  also 
die  Kenntnis  der  infinitesimalen  Transformation  TJf  der  ursprünglichen 
Gruppe  erforderlich  ist.  Wir  können  demnach  auch  sagen  ^  dass  die 
infinitesimale  Transformation  JTf  der  erweiterten  Gruppe  direct  als  die 
Erweiterung  der  infinitesimalen  Transformation  TJf  aufirafassen  ist 

Um  sich  die  Form  von  TJ'f  insbesondere  also  um  sich  den  Aus- 
druck ri  zu  merken  und  für  Berechnungen  bequem  zur  Hand  zn 
haben,  ist  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  t[  in  der  Form  geschrieben 

werden  kann: 

' dn  _    'dl 

^        dx       y  dx' 
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wenn  man  nur  bei  der  Differentiation  nach  x  die  Veränderliche  y  als 
•"onction  yon  x  auffasst;  also  ^  =  y   setzt. 

Es  erscheint  zweckmässig^  zur  Ableitung  der  erweiterten  infini-  .^^**~ 
esimalen  Transformation  eine  zweite  Methode  zu  entwickeln,  da  sie  ^ieMr  inf. 

Tr«nsf. 

lieh  durch  Kürze  auszeichnet,  wenn  sie  auch  nicht  so  elementar  wie 
lie  obige  ist.     Sind 

]ie  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf,  so  sind  bekanntlich  |  und 

7   als    die  Ableitungen  ^on  x^   und  y^  nach  t  für  den  Wert  von  t, 

vv^elcher    der    identischen   Transformation    entspricht,    also    etwa    für 

1=0,  aufzufassen.     (Vgl.  §  5  des  2.,  §  2  des  3.  Kapitels.)     In  den 

[ncrementen: 

dx  =  idt,     iy  =  fidt 

)der  in 

9x       j.      dy 

£ann  also  das  Zeichen  S  als  Differentiationszeichen  nach  ^  für  f  -=»  0 

lufgefasst  werden.     Nun  ist: 

/       dy 

ilso 

^  ,        o  j-        dx  '  -z-  dy  —  dy  *  r-  dx 
dy   dx  dt      ^  ^     dt 

Tt  8t  Jx* 

Die   Operationen   d   und   8  dürfen  nach   einem  Satze  der  Variations- 
rechnung yertauscht  werden  und  es  kommt  also: 

,       ^  dy       ,       ,dx 
d_l       ^Tt-^^-^^ 

dt    "^  dx^ 

,  dx         y.     dy 

3der  wegen  ^  =  5,  ^1  =  ^- 

^JL  ^^^_ ^y_  ^6  ,^  ^  __  i,'  ^ 

dt         dx        dx  dx        dx        "  dx ' 
und  dies  ist  in  der  That  der  oben  für  ri    erhaltene  Wert. 

1,  Beispiel:    Erweitert  man  die  infinitesimale  Translation:  Beispiele. 

K 
dy' 

30  erhält  man   offenbar  genau  dieselbe  infinitesimale  Transformation, 
da  hier  5^0,  t^^  1,  also  rf^O  ist.     Andererseits  wissen  wir,  es 

ist  -J-  die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 

Lie,  Differeutialgleichangen.  18 
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1  =  1,   Vi  —  y  +  i, 


deren  erweiterte  Gmppe  lautet: 
^i  —  *.     tfi- 


■■u  +  i,    yi=y 


und  auch 
3. 


zur  infinitesimalen  Transformation  hat. 

Die  Erweiterung  der  infinitesimalen  Rotation: 


in 


liefert  die  infiiiitesimale  Tranaformatioii  der  Limenelemente; 


£;•/•£- 


i  +  'l^  +  d +!-•■;  ^ 


{7/~  ist  infiDit«siiQale  Transformai«» 


,'4i_ 


* 


denn  hier  ist  |  ^  —  y,  i;  = 
Man  kann  sie  auch  so  erhalten: 
der  Gruppe  von  Gotationen: 

x^-=  mao^t  —  »/  sin  /,    y,  =  a:  sin  <  +  y  cos  i, 
bei  der,  wie  früher  berechnet, 

Bin  i  +  y'  cos  1 

ist     J^r  ( ^  d(  giebt  dies  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung: 


y.  — 


«1  +  »' 


sodass  in  der  That 

wird. 

§4. 


«»■-(i+yj'" 


»■+(!+!(■■)«', 


aüoc  J 
lerer 

I 


Nenea  Eriteriam  dafür,  does  eine  Differentialgleiotanng 
Ordnung  va  x,  y  eine  eingliedrige  Qrappe  gestattet. 

Jetzt  sind  wir  soweit,  dass  wir  tiefer  auf  die  Theorie  derjenigen 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  eingehen  könnot, 
welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe  von  PunkttransformatioDeo 
gestatten.  Wir  nehmen  also  gewisse  Probleme  der  zweiten  Abteilnag 
hier  wieder  auf. 

Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y  hat  die  Form 
(10)  il{x,  y,  y)  =  0. 

(Früher  nahmen  wir  sie  immer  in  aufgelöster  Form  Xy —  Y=^Q  an.) 
Wählt  man  x,  y  ganz  beliebig,  so  bestimmt  sie  y.  Diese  Gleichung 
wird  daher  von  oo'  der  oo'  Linienelemente  der  Ebene  erfüllt.  Diese 
hängen  mit  den  Integralcurven  eng  zusammen,  denn  die  Tangente  der 
durch   den  Punkt  {x,  y)   gehenden  Integralcurve   hat  eine  Neigung  ^', 
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■welche  mit  x  und  y  zusammen  die  Differentialgleichung  erfüllt,  d.  h. 
\ene  oo'  Linienelemente,  welche  der  Gleichung  ß  =  0  genügen,  stellen 
sich  dar  als  die  <x:>^  Linienelemente,  deren  Dichtungen  die  Integral- 
curven  in  ihren  Punkten  berQhren.  (Fig.  26.)  Die  Integra Icurven 
Bind  also  die  oc'  Curven,  welche  von  jenen  oo*  Linien el erneuten  ein- 
gehflllt  werden. 

Wenn  inabesondere  die  Gleichung  (10)  y'  selbst  gar  nicht  enthält, 
«teilt  sie  allerdings  keine  Differentialgleichung  mehr  vor,  aber  sie 
definiert  dann  immer  noch  oo*  Linienelemente.  Wählt  mau  nämlich 
in  diesem  Falte  x  beliebig,  so  wird  durch  die  Gleichung  y  bestimmt, 
während  y   ganz  willkürlich  bleibt.    Eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 


allein,  die  in  gewöhnlicher  Auffassung  eine  Curve  darstellt,  wird  also 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  der  Linienelemente  die  co* 
Linien elemente  darstellen,  deren  Punkte  auf  jener  Curse  liegen,  deren 
Richtungen  aber  beliebig  sind.     (Fig.  27.) 

Wir   werden  voraussetzen,   dasa  die  Gleichung  (10)  die  Variabele 
y    wirklich  enthält. 

Verlangen  wir  nun,  dass  die  vorliegende  Differentialgleichung  (10) 
die  Punkttransformation 

x^  =  gj(3:,  t/),  y,  =  V(ar, ;/) 
gestatte,  so  soll  das  heissen,  dasa  die  Differentialgleichung,  geschrieben 
in  den  durch  diese  Transformation  eingeführten  Variabein  dieselbe 
Form  wie  die  ursprüngliche  hat.  Fuhren  wir  aber  die  neuen  Veränder- 
ichen  Xi,  yy  ein,  so  haben  wir  fili  x  und  y  die  Auflösungen  der 
Transformation  zu  setzen;    ferner  ist  j/' 1=5^  Term&ge: 

"'        du,       3<p  ,  0<p  , 

durch  x^,  j/,  und  y^  auszudrücken.  Die  Gleichung  (10)  in  den  drei 
Teränderiichen  x,  y,  y  muss  also  invariant  sein  gegenGber  der  Trans- 
formation : 
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^1  =  9(^;  y),  Vi  =  ^{^y  y)y    !// °  ^^       |y      , 

ä^  +  a^^' 

^^^^^'die   aber   nichts    anderes  ist  als  die  Erweiterung  der  Panktt^uDBfo^ 

STr' Aviation- 

Dies  Ergebnis   ist   ganz   unabhängig   davon,   ob   die   betreffende 

Di£ferentialgleichung  in  au%elöster  Form 

Xy'-r=0 

vorliegt ,   wie   in   der  2.  Abteilung;   oder  nicht    Es   gilt   daher  all- 
gemein der 

Satz  4:    Eine  Differenticdgleichung  erster  Ordnung 

zmschen  x,  y  gestattet  die  Punkttransformation 

dann  und  nur  dann,  u^enn  die  Gleichung 

£l{x,y,y)  =  0 

in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  die  erweiterte  Transformation 

aa;  +  äy^' 
zulässt 

Dieser  Satz  hat  einen  einfachen  geometrischen  Sinn:  Dass  nämlich 
die  Punkttransformation  x^  =»  ip,  ^i  =  ^  die  Differentialgleichnng 
52  s=s  0  in  sich  überfQhrt,  bedeutet  ja,  dass  sie  ihre  Integralcuryen 
unter  einander  vertauscht  Dass  andererseits  die  erweiterte  Trans- 
formation die  Gleichung  ß  =  0  invariant  lässt,  heisst,  dass  sie  ihre 
00^  Linienelemente  unter  einander  vertauscht.  Der  aufgestellte  Satz 
beruht  nun  darauf^  dass  die  erweiterte  Transformation  nach  Satz  1 
(§1)  die  00^  Linienelemente  einer  Integralcurve  in  die  00*  Linien- 
elemente derjenigen  Integralcurve  überführt,  in  welche  die  erstere  Cnrve 
vermöge  der  Punkttransformation  x^=^  (p,  yi  =  ^  übergeht 

Wenn  wir  nunmehr  verlangen,   dass  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

(10)  Sl{x,  y,  y)  =  0 

alle  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

Uf  =%  1^ — r  ^  ^^ 
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meugten   eiogliedrigeo   Gru]^   gestatte,   so    kommt   dies    nach 
eben  Bemerkten  darauf  hinaus,  dass  die   Gleichung  (10),    aufgefasst  j^"^"^' 

ds    eine  Gleichung   zwiacheu  drei  Veränderlichen  x,  y,  j',   bei   allen'j'^'^'^*""- 
Transforniationen  der  erweiterten  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen 
Traosf orm  ation 

erzeugt  wird,  invariant  bleiben  soll. 

Ein  solches  Problem  aber  haben  wir  schon  in  der  dritten  Ab- 
teilung behandelt.  Fassen  wir  nämlich  x,  y,  tf  als  rechtwinklige 
iktco ordinalen  im  Räume  auf,  ao  stellt  die  Gleichung  (10)  eine 
gewisse  Fläche  dar  und  wir  verlangen,  daas  sie  bei  allen  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  von  U'f  erzeugten  Gruppe  des  Raumes  in- 
variant bleibe.  Nach  Satz  8  des  §  4  im  12.  Kapitel  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daas  U'Sl  vermöge  ß  =  0  verschwinde.  Erinnern 
wir  uns  nun  noch  an  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Form 
Ton    IJ'f,  so  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Theorem  21:  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  etvi-^* 
^chett  X  und  y:  "' 

Sl{x,y,if')  =  () 
gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Funktlransformationen 

'^f^ili  +  1% 

dann  und  nur  dann,  wenn  der  Ausdruck 

,..„ ,  pß    I      da    ,    /Ott   ,    iCTi       Ö(\    <      dt    <,\dSi 

vermöge   ß  =  0  verschwindet,   vorausgesetzt    dabei,   dass    die 
Differentialgleichung   ß  >=  0  nicht  in  einer  solchen   Form  gc- 

■schrieben    ist,    in    der   ^,   -g— ,    ^-—    sämtlich    vermöge    ß  =  0 

'Verschwinden. 

Vei^leichen  wir  dies  Kriterium  mit  dem  früher  gefundenen 
^Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.),  so  erhellt  unmittelbar  ein  bedeutender 
"Vorzug  des  jetzigen:  Damals  nahmen  wir  die  Differentialgleichung  in 
aofgeloster  Form 

Xy'-  r=o 

1,  jetzt  kann  das  Kriterium  aufgestellt  werden,  ohne  dass  diese  Auf- 
lösung nach  y  nötig  wäre.  Hiermit  findet  also  auch  eine  Bemerkung 
ihre  Bestätigung,  die  wir  früher  gelegentlich  eines  Beispiels  machten 
(siehe  2.  Beispiel  des  g  3,  6.  Kap.).  Wir  wollen  jenes  damals  durch- 
gerechnete Beispiel  nach  der  jetzigen  Methode  behandeln. 
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Beifpieie.  1,  Beispiel:   Es  handelt  sich  darum ^  zu  beweisen^  dass  die  Diffe- 

rentialgleichung der  Schar  der  oo^  Kreise 

(a;  -  a)«  +  y«  —  r«  =  0 

mit  gleichem  Radius  r  die  infinitesimale  Translation 

gestattet.  Zunächst  ist  die  Differentialgleichung  zu  bilden.  Zu  dem 
Zweck  differenzieren  wir  die  Gleichung  der  Ereisschar: 

X  —  a  +  yy=0 

und  eliminieren  also  vermöge  x  —  a  =»  —  yy  den  Parameter  a  aas 
ihr,  wodurch  die  Differentialgleichung  in  der  Form  hervorgeht: 

Die  aus  Uf  erweiterte  infinitesimale  Transformation  27/  ist,  wie  be- 
kannt^ gleich  Uf^ö^y  und  somit  kommt  sofort: 

Ua  =  i^  =  0, 

ex  ' 

denn  Sl  enthält  x  gar  nicht.  Hiermit  ist  der  Nachweis  geliefert  und 
zwar  viel  kürzer  als  früher. 

Recht   deutlich   tritt  der  Vorzug  der  jetzigen  Methode  auch  bei 
den  beiden  folgenden  Beispielen  zu  Tage. 

2,  Beispiel:   Die  Schar  der  cx>^  Kreise^  welche  die  beiden  Coordi- 
natenaxen  berühren: 

{x  -  cy  +  (y  -  cf  =  c' 

bleibt  offenbar  bei  der  infinitesimalen  Ähnlichkeitstransformation 

invariant.  Wir  wollen  verificieren,  dass  ihre  Differentialgleichung  diese 
infiDitesimale  Transformation  gestattet.  Um  diese  Gleichung  zu  bilden, 
haben  wir 

{x  —  cf  +  {y  —  cY  =  c- 
oder 

x'  +  y^  —  2c{x  +  y)  +  c'  =  0 
zu  differenzieren: 

x  +  yy—c{i  +  y)  =  o 

und  c  zu  eliminieren.    Dies  giebt  die  Differentialgleichung: 

i2  -  (x«  +  y)»  (i  +  y' >)  -  2(x + j/ j/')  (^  +  y)  (1  +  y')  +  (a;  +  yy? = 0- 

Uf  giebt  erweitert  wie  bekannt: 
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so  ist: 

=  x[2x{\  +  i/r-2{x  +  y){\+y')^2{x  +  yy'){\  +  y)  + 

+  2{x  +  yy)]  + 
+  y\2y{l  +  yy-^2y{x  +  y){\+y)-2{x+yy'){\  +  y)  + 

+  2y\x  +  yy')] 
=  2Sl. 

80  verschwindet  in  der  That  U'Sl  vermöge  52  =  0. 

3,  Beispiel:  Die  Schar  der  oo^  Tangenten  des  Kreises  fl;*  +  f/^=l 
stattet  offenbar  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen  um  den 
ifangspunkt: 

ir  Verification  dessen  an  der  Differentialgleichung  der  Geradenschar 
ben  wir  erst  diese  zu  bilden.     Die  Gleichung  der  Tangenten  ist: 

aa;  +  6t/  —  1  =  0, 
) 

a^  +  6^  =  1 

.    Wir  differenzieren: 

a  4-  6j/'  =  0 

d  eliminieren  aus  diesen  drei  Gleichungen  a  und  &.     Dadurch  geht 
)  Differentialgleichung  der  Geraden  hervor: 


ist  hier 


U'f^-y'^^  +  .'^  +  {l+y*)l^, 


lass  sich  ergiebt: 

'^^—y.2{ti'-xy)y—X'2{y  —  xy)  +  {\  +  y^){2y+2{y''Xy)x) 
=  2t/' (1  +  y  '-{y-  xyj) ^2yfl 

d  (lieser  Ausdruck  verschwindet  vermöge  Ä  -=  0. 

Selbstverständlich  muss  das  in  unserem  Theorem  21  aufgestellte  ^^^J]^**-^^ 
iterium   sich   mit   dem   früheren  decken.     Wir   werden   es  auf  das?™°^^" 

teriomi  auf 

ihere  zurückführen,   indem  wir  die  Differentialgleichung  ß  =  0  in^«'^'*^*"- 
r  aufgelösten  Form 

si  =  Xy  —  r=o 

nehmen.     Dann  kommt: 


< 
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Dies  soll  vermöge  Ä  «=  0,  d.  h.  vermöge  y  *=■  y^  verschwinden.    Es     | 
soll  also  die  Identität  bestehen: 

I  p^^  r_  |Ix)  + ,,  (1^  y- 1^ x)  +  f^  X*  + 

'  \cx  ex      /    ^     '  \oy  cy      /    *    ex  ' 

+  (?i_^«)xr-!*  Y«  =  o 

\r»/       rx/  cy 

oder,  da 

£/X  =  gl-  +  .,|^,     t/-Y=S^J  +  ,^ 

^  ex    *     '  dy  ^  ^  ex    *     '  cy 


und,  wenn  wie  früher 


gesetzt  wird,  auch 


'  ex   *        dy 


ex    *        cy'  '  ex    *        cy 

ifli  * 

Y'UX-X'UY+X'Arj  —  Y'Ai  =  0, 
d.  h. 

X         -  Y         ' 

Dies  aber  ist  das  Kriterium  in  der  zuerst  aufgestellten  Form*)  (siehe 
Formel  (7)  des  §  2  im  6.  Kapitel). 

§  5.    Bestimmung  aller  Differentialgleiohungen   erster  Ordnung  in 
X,  y,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten« 

Wie  wir  es  schon  zu  Beginn  des  §  3  ausgesprochen  und  auch 
im  vorigen  Paragraphen  gestreift  haben,  können  wir  jedes  Linien- 
element (Xy  y,  y)  der  Ebene  als  einen  Punkt  {x,  y,  y)  des  Raumes 
deuteu.     Die  Differentialgleichung 

^(^>  Vf  y)  =  0 

stellt  in  dieser  Auffassung  eine  gewisse  Fläche  dar.  Die  Aufgabe, 
alle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ii  =  0  zu  finden,  welche 
eine  vorgelegte  eingliedrige.  Gruppe  Uf  gestatten,  kommt  also  auf 
\'i^eiL°°  <^as  Problem  des  Raumes  {x,  y,  y)  zurück,  alle  Flächen  oder  Glei- 
pJobiom*  chungen  ß  =  0  zu  finden,  welche  die  von  der  erweiterten  infinitesi- 
malen Transformation  U'f  erzeugte  Gruppe  des  Raumes  gestatten. 


*)  Die  im  Texte  auBgfe fährte  Rechnang  ist,  wie  der  Leser  leicht  übersieht, 
^ nicht  wesentlich  verschieden  von  der  anf  Seite  103,  104  durchgefOhrien. 


V 


Alle  Diffgln.  ersk'r  Orü.,  welche  e 


ingl.  Gruppe  gestuttea. 
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Erinnern  wir  ans  daher  an  das  Problem,  alle  Flächen  oder  Glei- 
cbungeii  52  :=  0  zu  finden,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes 
(x,  y,  tf')  geatatteo.  Wir  fanden  früher  (vgl.  Theorem  19  des  §  3, 
12.  Kap.),  dass  es  zweierlei  invariante  Flächen  giebt,  einmal  die  von 
et'  Bahncurven  der  Gruppe  erzeugten  und  dann  die  aus  lauter  in- 
varianten Punkten  bestehenden.  Von  letzteren  kann  hier  nicht  die 
Rede  sein.  Da  nämlich  den  Punkten  einer  solchen  Fläche  co"  Linien- 
elemente der  Ebene  entsprechen,  so  worden  die  oo*  durch  die  be- 
treffende Gleichung  il(x,  y,  y")  =  0  definierten  Linieneleraente  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  U'f  in  Ruhe  bleiben.  Diese  können 
aber  nicht  über  die  ganze  Ebene  verteilt  sein,  denn  sonst  mdasten 
die  do-  Punkte  dieser  Linienelemente,  d.  h.  alle  Punkte  der  Ebene  bei 
der  infinitesimalen  Transformation  JJf  invariant  sein.  Die  oo'  in- 
varianten Linienelemente  mfissten  vielmehr  so  liegen,  dass  ihre  Punkte 
nur  eine  Curve  bilden.  Dies  aber  käme,  wie  wir  zu  Beginn  des  §  4 
sahen,  daranf  hinaus,  dass  die  Gleichung  fl{x,  y,  y)  =  0  ganz  frei 
von  y',  also  gar  keine  Differentialgleichung  wäre  (vgl.  Fig.  27). 

Wir  haben  also  nur  solche  invariante  Flächen  ß (a;,  y,  y') -»  0  zu 
suchen,  die  von  c»'  Bahncurven  der  Gruppe  U'f  des  Raumes  (x,  y,  y') 
erzeugt  werden. 

Nach  dem  Früheren  (vgl.  Satz  7,  §  3  und  Theorem  17,  §  1  des 
12.  Kap.)  ergeben  sie  sich  in  allgemeinster  Weise,  indem  wir  zwei 
Invarianten  der  Gruppe  U'f,  d.  h.  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  u,  v  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  ü'f^^O 
bestimmen  und  irgend  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen. 
Die  eotstehende  Gleichung  können  wir  immer  so  schreiben: 

.  -  rt»)  -  0. 
Nattlrlieh  kann  man  «tie  der  beiden  Lösungen,   etwa  u,   frei   von  y 
wählen,  denn  nimmt  man  ti  &ei  von  y'  an,  so  reduciert  sich  die   Be- 
dingung  ü'k  "  0  auf: 

imd  diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  ist  auch  frei  von  ^. 
Sic  bestimmt  «  als  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe  Vf  von 
Punkttran sformationen,  und  ti  ^  Coust.  stellt  also  die  Bahncurven  der 
Gnippe  Vf  in  der  Ebene  dar.  Nehmen  wir  an,  diese  Bahncurven  seien 
uns  bekannt,  so  können  wir  eine  ztceite  y  wirlilich  enthaltende  Losung  v 
der  Gleichung  Ü'f^O  immer  durch  Quadraturen  ßnden.  Wir  werden 
dies  auf  zwei  Wegen  beweisen  und  heben  hervor,  dass  die  Beweis- 
methode,  die  sich  zunächst  darbietet,  theoretisch  nicht  so  einfach  ist, 
wie  die  zweite,  nachher  angegebene  (S.  284).~ 
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Um  den  ersten  Beweis  zu  liefern,  stellen  wir  das  der  linearen  i>ar- 
tiellen  Differentialgleichung  U'f^O  äquivalent«  simultane  System  auf: 

n^^  ^*  =  ''''  ^  _  ^^C 

I        1       i!i.(^'i_Si\-_8Äy:' 

TOD    dem    wir   nach   Voraussetzung   schon   ein   von  y    freies  Integnl 
t'(x,  y)  kennen.    VermSge 

ii{x,  if)  =  c 

können   wir  etwa  y  entterneu   und  erhalten  eine  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  von  der  Form: 


(12) 


\  CT,       i  (in      H\-      1  ri 


zwischen   den  beiden  Veränderlichen  y'  und  x,  indem  y   nberall   ent- 
fernt ist.    Diese   Gleichung  wird  aber   im   allgemeinen   die    die   Bolle 
einer  Constanten  spielende  Grösse  c  enthalten. 
Diese  Differentialgleichung  hat  die  Gestalt: 

wo  X,  Xj  und  Xf  Functionen  von  x  (und  c)  sind.     Wir  bezeichnen 
sie  wie  üblich  als  eine  Riccati'sche  Gleichung. 

Im  allgemeinen  würde  ihre  Integration  nicht  durch  Quadraturen 
allein  möglich  sein,  aber  in  unserem  Falle  geht  dies  doch,  weil  uns 
^°°j""  nämlich  eine  particulare  Lösung  derselben  bekannt  ist.  Wir  wissen 
■^pg^jja,  dasB  die  Bahncurven  der  Gruppe  Uf  der  Ebene  bei  dieser  Gruppe 
invariant  bleiben,  das»  also  die  Linienelemente  längs  einer  solchen 
bei  der  erweiterten  Gruppe  V'f  unter  sich  vertauscht  werden.  Mithin 
erfüllt  die  Schar  aller  :»'  Linienelemente  der  ao'  Bahncurven  der 
Gruppe  Vf  eine  Gleichung,  die  bei  JJ'f  invariant  ist,  also  eine  Integral- 
gleichung des  simultanen  Systems  (11)  ist.  Diese  Integralgleichung 
lässt  sich  sofort  aufstellen,  denn  die  Linienelemeute  {x,  y,  y')  der 
Bahncurven  von  Uf  haben  iu  ihren  Punkten  {x,  y)  eben  die  Port- 
Bchreitungsrichtungen  y,  welche  die  inhniteaimale  Trausformation  üf 
den   betreffenden  Punkten   zuordnet.     Sie   erfüllen  also  die  Gleicbui^: 

oder 

Also   ist  y  = -t    eile   Parti cularlösung  der   Differentialgleichung  (12) 
oder  (13),  sobald  nur  aus  ihr  y  vermöge  u{x,y)  =  c  entfernt  wird. 


Alle  DifFgln.  eratar  Ord.,  welche  eine  eiagl.  Grnppe  gestatten. 


aas 


Wir   kÖDoen   diese   geometrischen   Schlüsse   auch   analTtisch   dar- 
thun.     Die  Gleichung 

h'—n  =  o 

giobt  nämlich  nach  x,  y,  y    total  difierentiiert: 


w+ 


ßA. 


8ri\ 


dx  - 


djt\ 

'  i>y) 


=  0 


und    diese    Gleichung    wirü    vermöge    des    simultauen    Systems    (II) 
und  6y'  —  ij  =  0  identisch  erfüllt. 

Von  unserer  Riccati'scheu  Gleichung  (12)  oder,  kürzer  geschrieben,  J" 

(13)  kennen  wir  also  eine  Particularlöaung  y  =  i  ,  gesehrieben  in  a:ct 
und  c.     Daraus  folgt  (nach  einem  allgemeinen  Satze  über  Riccati'sche 
Differentialgleichungen),    dasa   sich    das   Integral    durch    Quadraturen 
finden    lasst.     Bezeichnen    wir   nämlich    zur   AbkUrzung   die   bekannte 
Particularlöaung  y  = -r  der  Gleichung  (13)  mit  y'=«A(x),  so  ist: 

(14)  j^^.X-\-  X^X+  X^)}. 

Wenn  wir  nun  in  (13)  als  neue  Veränderliche  statt  y    diese: 


einführen, 
ja  dann 


vereinfacht  sieb   die  Differentialgleichung  sehr.     Es  ist 


oder  nach  (13)  und  (14): 

^--(X,  +  2X,i)»-X,. 

a  bestimmt  sich  mithin  dnrch  eine  lineare  Differentialgleichung  und 
kann,  wie  aus  den  Elementen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
bekannt  ist  oder  wie  wir  früher  gelegentlich  zeigten  (»gl.  5.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kap.),  durch  zwei  Quadraturen  integriert  werden.  Damit 
ist  dann  auch 

bekannt. 

Hat  man  somit  y    als  Function  von  x,  c  und  einer  Integrations- 
conetante  y  bestimmt: 

y'=  ^P(x,c,y), 
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so  ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  c  =  u(x,  y)  setzt  und  dann  nach  y 
auflöst^  das  gesuchte  zweite,  y  enthaltende  Integral  v(Xj  y^  y)  des 
simultanen  Systems  (11)  und  also  auch  die  allgemeine  Gleichung 

V  -  f{u)  =  0. 

Theorem  22:  Ist  die  infinitesimale  Transformation  Uf  einer 
eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  (x^  y)  gegeben  und  kennt  man 
die  Bahncurven  u(x,  y)  «=  Const  dieser  Gruppe,  so  kann  man 
durch  Quadraturen  alle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zwischen  x,  y  aufstellen,  welche  die  eingliedrige  Gruppe 
Uf  gestatten.  Jede  derartige  Differentialgleichung  lässt  sich 
durch  Quadratur  integrieren. 

Der  letzte  Zusatz  ist  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  selbst- 
verständlich. 

loitimmung        Dass  die  Kenntnis  der  Bahncurven  u «»  Const.  zur  Bestimmunir 

.  2.  Inv.  auf  ...  ^ 

anderem  aller  bei    Uf  invarianten  Differentialgleichungen   erster  Ordnung  ver- 

">  ege. 

mittelst  Quadraturen  hinreicht,  kann  man  noch  einfacher  so  erkennen. 

Wir  wissen,  dass,  wenn  die  Bahncurven  us^Consi  der  Gruppe 

Uf  bekannt  sind,  durch  Quadratur  neue  Veränderliche  j:,  t)  eingeführt 

werden  können,  welche  Uf  auf  die  canonische  Form  -^  bringen  (Satz  4 

des  §  2,  3.  Kapitel).     Alle  Differentialgleichungen 


T»'fc9.|)  =  0 


aber,  welche  die  eingliedrige  Gruppe  ^  gestatten,    werden,  wie  wir 

früher  bemerkten  (vgl.  1.  Beispiel  des  §  3,  8.  Kap.),  dargestellt  durch 
die  Gleichung: 

^-/•(9)  =  0. 

Nun  sind  je  und  t)  bekannte  Functionen  von  x,  y]  diese  Gleichung  lässt 
sich  daher  so  schreiben: 

und  dies   wäre   die   allgemeine  Form  v  —  f{u)  =  0   einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe   Uf  gestattet. 

Offenbar  ist  ^  identisch  mit  dem  früheren  u  und  dementsprechend 
ist  die  Grösse 


Alle  DtfTgln.  erster  Ord.,  welclie  e 

^1. 


e  eingl.  Gruppe  geblatten. 


':  + 


W: 


i7s  anderes  als  die  früher  mit  v  bezeichnete.     Man  siebt,   dass  die 
I  jetzige  Bestimmung  von  v  etwas  einfacher  als  die  obige  ist. 

Wir  bemerkten  schon  früher,  daas  jede  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  üf  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erhalten 
wird,  indem  man  eine  Invariante  ii(ä:,y,y')  der  erweiterten  Gruppe 
V'f  gleich  Null  setzt.  Bezeichneu  wir  nun  jede  Invariante  der  er- 
weiterten Gruppe  U'f  als  eine  Differetitialinvariante  der  ursprOngliehen  {JJ^ 
Gmppe   Uf,  so  können  wir  sagen: 

Theorem  23:  Ist  eine  eingliedrige  Gruppe  Üf  in  den  Verän- 
derlichen X,  y  vorgelegt,  so  gehören  ztt  derselben  unendlich  viele 
Differentialinvarianten,  die  sich  als  beliebige  Functionen  irgend 
eweier  unabhängiger  Invarianten  der  erwieiterten  Gruppe  TJ'f 
darstellen  lassen.  Jede  Differentialgleichung  S.{a:,  y,  y)  •=  0, 
welche  Uf  gestattet,  kann  durch  Nullseteen  einer  Differential- 
invariante erhalten  Kerden. 

Wir  ersuchen  den  Leser,  die  vorangehenden  Metboden  zur  Auf-  v 
Stellung  aller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y,  welche  < 
eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestatten,  mit  der  früher  (in  §  2  des 
8.  Kap.)  entwickelten  Methode  zu  vergleichen.  Das  jetzige  Verfahren 
setzt  nur  die  Kenntnis  der  Bahncurven,  das  frühere  aber  die  Kenntnis 
der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf  voraus.  Wie  schon  damals 
hervorgehoben  wurde,  liefert  die  frühere  Methode  überdies  die  be- 
treffenden Differentialgleichangen  in  wenig  übersichtlichen  Formen. 
Auch  hierin  ist  das  jetzige  Verfahren  dem  früheren  weit  überlegen. 

Zum  Vergleich  behandeln  wir  einige  der  damaligen  (in  §  3  des 
8.  Eap.  angegebenen)  Beispiele  nach  der  jetzigen  Methode.  Man  wird 
sehen,   wie  viel  schneller  die  jetzige  Methode  dabei   zum  Ziele   führt. 

1.  Beispiel:    Sei   Uf  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation:  e 


I 

i 


Uf  = 


„  ^1' 


+  y 


Sf 


Hier   ist  die   erweiterte  infinitesimale  Transformation    U'f  ^  Uf\ 
müssen  also  zwei  Integrale  des  simnltanen  Systems 
dx        dy        ätf 


bestimmt  werden.     Solche  sind  «^— ,  v^tf,  sodass 
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die   allgemeine  Form   der  Differentialgleichungexi  ist,   welche  Uf  ge- 
statten. 

2.  Beispiel:    Sei  Uf  die  infinitesimale  Rotation 

so  ist: 

also  lautet  das  simultane  System: 

*  dx         dy  dy 

-y  ~  X  "^  i+y'«  • 

Ein  Integral  desselben  ist  u^a^  -{-  f^.    Ein  zweites  folgt  aas: 

xdy  —  ydx  d^ 

nämlich  arc  tg  -^  —  arc  tg  y    oder  ^   wenn  man   die  Tangente  hiervon 
nimmt: 

sodass  die  gesuchte  allgemeine  Form  der  Differentialgleichungen^  welche 
üf  gestatten^  diese  ist: 

xy  —y 


F+y;-/"(^^  +  y^)-o. 


Abteilung  IV. 

Eingliedrige  Gruppen  und   infinitesimale  Transformationen  in 
n  Veränderlichen.     Verwertung  dieser  Begrilfe  fOr 

Difl'erentialgleichnngen. 

Da  wir  von  jetzt  ab  die  allgemeine  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  und  ihre  Anwendungen  auf  Differenz- 
gleichungen  entwickeln  wollen,  heben  wir  sogleich  hervor ;  dass  die 
Theorie  fQr  n  Veränderliche  mit  der  für  zwei  und  für  drei  Veränder- 
liche entwickelten  so  viele  und  umfangreiche  Analogien  darbietet^  dass 
es  unnötig  erscheint,  die  Beweise  so  vollständig,  wie  es  früher  ge- 
iuszufOhren.  Der  Leser  wird  hoffentlich  selbst  imstande  sein,  die 


/ 
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Beweise  zu  reconetruieren,  und  ihre  Unterdrückung  an  manchen  St«lleD 
wird  uns  vieler  ermüdender  Wiederholungen  überheben. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  wir  uns  genötigt  sehen,  künftig  die 
geometrischen  Deutungen  aus  dem  Text  in  die  Noten  zu  verweisen,  da 
das  Operieren  in  einem  Räume  von  n  Dimensioneti  aus  dem  Gebiet  des 
Elementaren  hinausgeht.  Doch  wird  der  Leser  gut  thun,  diese  Noten, 
soweit  er  dazu  fähig  ist,  ebenfalls  zu  durchlaufen,  da  er  in  denselben 
manche  neuen  Gesichtspunkte  finden  wird.  Wohlbemerkt  wird  Jedoch 
der  Text  selbst  niemals  die  Kenntnis  der  vorbergehendeu  Noten  vor- 
aussetzen, sondern  für  sich  ein  geschlossenes  Ganzes  bilden. 


Kapitel   14 

Eiugliedrige  Grnppe  in  n  Veränderlichen,  simultanes  System  gewöhn- 
licher DifTerentialgleichnngen  nnd  lineare  partielle  Diiferentialgleichnng 
in  u  Yeränderlichea. 

Wie  schon  bemerkt,  werden  wir  uns  möglichst  kurz  fassen.  Die 
folgenden  Überlegungen  sind  in  der  Hauptsache  (mit  Ausnahme  des 
§  4)  bloss  Yerallgemeinerungen  der  in  den  Kapiteln  2,  3,  4  für  zwei 
and  in  den  Kapiteln  11,  12  fQr  drei  Veränderliche  angestellten  Be- 
trachtungen. 

§  1.     EUngliediige  Qmppe  in  n  Teränderliohen. 
Liegen  n  Gleichungen  vor  von  der  Form: 


x„'^=  ^P•,(x^,  a^j,  -  ■  -  a;,), 
Ton  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  a:,,a;g  ■  ■  ■  3;,  auflos- 
bar    seien,    so    bestimmen    sie  eine   allgemeine   Transformation  der  n    ^"^ 
Veränderlichen  x^fX^-'-Xn   in  11   andere  Veränderliche  x^',  x^'  ■  ■  ■  x,'. 
Enthalten   die  Gleichungen   noch   eine  beliebig  gross  annehmbare 
Couatante  a,  haben  sie  also  die  Form: 

fa;  '=  tp,(x,,  x^  ■  •  ■  x^,  a) , 


I» 


i  ^Vti^i 
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BO  stellen  sie  eine  Schar  von  oo^  TransfortuatioueQ  dar,  indem  Jn 
Parameter  a  auf  oo'  Weisen  gewählt  werden  kann.  Insbesondere 
nennen   wir  diese  Schar  von  oo^  Transformattonen    eine   Gruppe  und 

"^^«"J^^^^^zwar  eine  eitigliedrige  Gnijtpe  von  Transformationen,  wenn  sie  die 
Gruppeneigenschaft  besitzt,  d.  h.  wenn  die  Aufeinanderfolge  sweier 
Transformationen  dieser  Schar  mit  einer  einzigen  Trans  form  atton  der- 
selben Schar  äquivalent  ist 

jirappm-  Uijj    Jaa   analytische   Kriterium   hierfür    aufzustellen,    führen   wir 

nach  der  Transformation   (1)   mit  bestimmt  gewähltem    Parameter  i 
eine  zweite  Transformation  der  Schar  aus,  deren  Parameterwert  gleich  s 
sei.     Sie   führt  die  Variabelu  a:,'  •■  ■  x,'  in   neue  x^'  ■  ■  ■  i,"  Ober  i 
zwar  durch  die  Gleichungen: 

ix^'  ^  fiil^ii  x^  •  •  •  a:,',  a), 
I  xi'  •=  <pi{xi,  Xj'  •  ■  ■  x„',  a), 


(2) 


ter  a 
ichs    I 
r  und  I 


U„"=  9)„(ii'a;,' ■  ••Xn',a'). 
Die  erste  Transformation  (1)  werden  wir  wie  früher  mit  7"a,  die 
zweite  (3)  mit  T^  bezeichnen.  Die  Transformation  nun,  welche  der 
Aufeinanderfolge  von  Ta  und  T^  äquivalent  ist,  also  TaT^,  ergiebt 
sich  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^,  x^,  -  -  -  x,'  aus  (2)  n^ 
möge  (1)  in  der  Form: 

(^1  ""=  'pA'Pii^i  ^)t  VsC^i  «■)-■■  'PhCj:,  a),  o'), 
x^"  =  vÄVii.x,  a),  ipiix,  a)  -  ■  -  <p,{x,  a),  a'), 


(3) 

^x,"=-  ^n(tpt(3>,  o),  l>i{x,  a)  ■  ■  >p^(x,a},  a). 
Hierin  ist  zur  Abkürzung  allgemein  statt  tpi,(xi,  ■  •  ■  x„,  a)  einfadi 
9i(x,  ffl)  geschrieben.  Diese  Transformation  (3)  der  Variabein  «,,■■ 
in  x^^■■x„'  muas  nun,  wenn  unsere  oc'  Transformationen  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  bilden  sollen,  auch  eijie  Transformation  der  Scbsr 
sein,  d.  fa.  sich  decken  mit 

x"'-'(pi{x„x^---x,,k), 
x,"  =  <Ps(x,,X3  ■  ■  ■  x„,X), 


x»'^  fj^i,  »:,•-•  3:,,  i), 
k  wo  A  eine  gewisse  nur  von  den  Constanteu  a  and  ä  abhängige  Con- 
'  atante  ist: 

k  =  k{a,  d). 
Es  müssen   also   identisch  für  alle  Werte  von  x, ,  x^^-Xa,  a  und  0| 
jichungen  bestehen: 
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Wir  werden  also  voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  (1)  von  00^ 
'ansformationen  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden.     Gleichzeitig  setzen 
T  wie  früher  voraus^  dass  die  Gruppe  zu  jeder  Transformation  T« 
ch  die  inverse  Tj  enthält,  sodass  die  Aufeinanderfolge  von  Ta  und  ^^J^. 
r  der  identischen  Transformation:  mation. 

[uivalent  ist,  in  symbolischer  Ausdrucks  weise: 

TalW  -  1. 

ie  inverse  Transformation  T^  werden  wir  auch,  wie  früher,  mit  Tr^ 
zeichnen  können.  Führen  wir  Ta  und  TV  nach  einander  aus,  so 
uss  sich  wegen  der  Gruppeneigenschaft  wieder  eine  Transformation 
T  Gruppe  ergeben,  d.  h.  unsere  Gruppe  enthält  die  identische  Trans- w<[otiiche 

rmation.  formaüon. 

Demnach  giebt  es  einen  Wert  üq  des  Parameters  a,  für  den  sich 
e  Gleichungen  der  Transformation  (1)  auf  die  der  identischen  Trans- 
rmation  reduderen,  sodass  also:  ~ 

g?2  {ß^D  0^2  '  '     Xnf  Oq)  ^E  X^  , 


) 


9'.(^1,^2'  •  'XnyQ^^^X, 


Geben  wir  dem  Parameter  a  einen  von-a^  nur  unendlich  wenig 
rschiedenen  Wert  a^  +  da,  so  ergiebt  sich  eine  von  der  identischen 
ir   unendlich  wenig  verschiedene,    also   eine   infinitesimale  Transfor-  infiniuii- 
ation  der  Gruppe  zunächst  in  der  Form: 

/  =  9>i(^i,  ^j  '-Xnya^  +  Sa)  =  9i(a:,  a^)  +  ^'^'f^^''^^  Sa^ , 

2'  =  ^tiP^iy  X2"Xnya^  +  öa)  =  ip^ix,  a^)  +    "^'^^^^  ^"^  da  H , 

n    =^n{x^,X2-  "XnjaQ  +  Ott)  =  (fn^X,  a^)  +      ^  g^f|  ^^    Stt  -{ , 

er  wegen  (4)  in  der  Form: 

Xk  =  Xk  -\ ^^- oa  -f-  •  •  • 

(*  «=  1,  2  .  .  .  n). 
Lie,  Piffercntialgleiobongen.  19 


Angenommen,  von  den  Coefficienten  von  Sa,  da*  ■  ■  ■  verschwinden  in 
diesen  n  Reütenentwickelungen  alle  bis  zu  d^nen  von  do''~',  eo  ksoD 
man  Sa^  ab  uneuditcli  kleine  Grüsse  St  benutzen  und  erhält  dulareh 
eine  infinitesimale  TraoBlormation  der  Gruppe  in  der  Form: 

(5)  x:  =  x,  +  U^„x^---x,)  St-\~-- 

wo  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höheiei 
Ordnung  sind  und  im  Qbrigen  unterdrückt  werden  dürfen.  Dass  diese 
Reihen ent Wickelungen  nach  ganten  Potenzen  von  St  fortschreiten,  igt 
hier  nicht  unmittelbar  evident.  Man  erkennt  es  vielmehr,  wie  früher 
in  §  3  des  2.  Kap.  und  in  §  1  des  11.  Kap.,  indem  man  nach  einer 
Transformation  {e)  der  Gruppe  eine  von  der  inversen  Transformation 
(f)  unendlich  wenig  verschiedene  Transformation  (*  -j"  *0  *i^'"  Gnipp« 
ausführt,  wodurch  sich  in  allgemeinerer  Weise  als  oben  die  in&uten- 
male  Transformation  ergiebt. 

S&tz  1;  Eine  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  paar- 
vmse  inversen  Transformationen  enthält  die  identische  und  sieher  av/A 
eine  infinitesimale  Transformation. 

Wir  werden  wie  frQher  zwei  infinitesimale  Transformationen: 


-a;,  +l^dt-\-- 


=.x, +  !.()(  +  ■ 


..x.'=fl:,  +  |,tf/+- 


=  i,  +  |.d(- 


=  :c,  +  6,<Ji  +  .. 


-  +  £.«<+• 


als  identisch  bezeichnen,  sobald  die  Incremente  \St,  ^^St,-  ■  -itSt 
der  Veriinderliehen  J,,  x^  ■  ■  ■  Xn  bei  der  zweiten  sich  nur  um  eines 
constanten  Factor  von  den  Incremonten  ^lät,  ^^St,  ■  ■  ■  ^^St  bei  äa 
ersten  unterscheiden.  iTie  Berechtigung  hierzu  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  dt  nur  eine  gegen  Null  con vergierende  Zahl  sein  soll,  alao 
mit  einer  Constanten  multipliciert  wieder  eine  solche  gegen  Null  con- 
vergierende  Grösse  sein  wird. 

Der  Leser  wird  eich  erinnern,  dass  wir  früher  immer  für  den 
Nachweis,  dass  eine  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation 
besitzt,  eine  längere  Betrachtang  anstellten  (§  5  des  2.  Kap.,  §  2  des 
11.  Kap.).  Was  den  Beweis  für  «  Veränderliche  anbetrifft,  so  wollen 
wir  uns  damit  begnügen,  zu  sagen,  dass  er  im  allgemeinen  Falle  gani 
ebenso  geführt  wird,  wie  in  den  Fällen  n  =  2,  3.  Demnach  geben 
wir  den  Satz  als  bewiesen  an: 

Satz  2:  Jede  eingliedrige  Grttppe  in  n  Veränderlichen  mit  paartceis 
inversen  Transformationen  enlMlt  eine  und  mir  eine  infinitesimale  Trans- 
formation. 
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Nunmehr  gehen  wir  einen  entgegengesetzten  Weg:  Wir  nehmen  comii.l 
b,  nicht  eine  Gruppe,  sondern  eine  iufinitedtmale  Transformation  sei  «u»  ■  im 
eg«ben : 

5)  x,'=x,+^,dt-]--,  3-;  =  3:,  +  |,d;  +  -,  -Ä.'  =  A +  £-*(  + - 
ir  werden  eine  eingliedrige  Gruppe  construieren ,  welche  eben  dies 
infinitesimale  Transformation  besitzt. 

Zu  dem  Zweck  integrieren  wir  das  simultane  System: 
b»\  dx,'  dx^'  ■'-• ' 


O 


=iit 


tn   und  t.    Ein  solches  Systei 


I  den  n  -f-  1  Veränderlichen  x,',  x^ 
itegrieren    heisst,    etwa    a:/,  a;/  ■  ■  ■  x„'    als    Functionen    von   /   be- 
immen,   sodass    sie  diese  n  tileichungen  (7)  identisch  erFülleu.     Wie 
lekannt,   lassen  sich  über  die  Änfangswerte,   welche  i/,  t^  •  ■  ■  x„'  für 
^  >E=  0  haben,  noch  Voraussetzungen  treffen.    Wir  wollen  die  Anfangs- 
bedingung vorschreiben,  dass  sich  x,',  x^'  ■  •  ■  x„'  für  f  ^  0  auf  die  als 
In tegrations CO n stauten   zu   betrachtenden   Grössen  x,,  x^  ■  ■  ■  Xn   redu- 
JÜeren.      Alsdann    ergeben    sich    gewisse    «   Integralgleichungen    von 
er  Form: 

x^'  -=  <1>,  (xjyX^-  ■  ■  x„,  t),     Xj'  =  <Sj(a;i,  a;^  ■  •  -  j:,,  ()  ■  ■  ■ 

X„'  =    *n(Xi,  X^  ■  ■   ■  Xn,  0- 

Diese  Gleichungen  stellen  nun  auch  eine  Transformation  der  Ver- 
Inderlichen  Xi,  x^  ■  ■  ■  x„  in  die  neuen  Veränderlichen  x^',  x^'  ■  ■  ■  x„' 
Da  sie  noch  t  enthalten,  so  haben  wir,  weil  wir  t  beliebig  als 
Jonstante  annehmen  können,  hiermit  c»'  Transformationen  erhalten. 
^=  0  giebt  insbesondere  die  identische  Xt  •^  Xt- 

Wir  behaupten,  daas  diese  oo'  Transformationen  (8)  eine  Gruppe 
nlden.  In  der  That  erkennt  man  dies  durch  näheres  Eingehen  auf 
Üe  Integration  des  simultanen  Systems  (7):  Zunächst  besitzt  (?)  n  —  1 
k>n  einander  unabhängige  und  von  t  freie  Integrale: 

Sl,(xi,  x^'  ■  ■  ■  x„'),    ■  •  •    il,i—i{x^,  x^'  ■  ■  ■  x„'}. 
9m  ein  letztes,  t  enthaltendes  Integral  zu  finden,  wird  man  vermöge: 

ßi(a:,'  -  -  ■  a;,')  =  Cj,    ■  -  ■     fi„_i(a;j'  •  -  ■  a:,')  ■=  c„_i 
etwa   Xi' ,  x^' •  -  ■  x„'   als   Functionen   von   a:/   und    den  Constanten   Cj, 
tf--  c„—i  darstellen  und  sie  danach  aus 

dx,^ 

li  {*,■  ■  ■ 

•liminiereo.  Dann  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x,'  und 
iha  Oonetanten  Cj,  Cä---c„-i  und  eine  Quadratur  giebt  ein  Integral 
Kon    der   Form   F(xj',  c^,  e^  ■  ■  ■  c^—i)  —  L     Wenn    man    hierin    wieder 


=.dt 
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CifC^-'-  Cn-^i  durch  Sl^fSl^»"  Sln—i  ersetzt;  so  erhält  man  das  gesuchte 
Integral  in  der  Form: 

W{xi\  a;,'  •  •  •  Xn)  —  t 

Da  sich  für  <  =  0  die  Variabein  x^y  x^'  -  -  -  Xn  auf  x, ,  rc,  •  •  •  j:„  redu- 
cieren  sollen,  so  sind  die  gesuchten  Functionen  (8)  die  Auflosungen 
der  n  Gleichungen: 


ß,  («,', «,'  •  • 

•  •  JJ»')  =  üti^iiXf  • 

■  •  Xn), 

•         •         «         • 

■  Xn)  =  ßgCa^i ,  Xf  ■ 

•            • 

(9) 

Sln-li^l)  a;/  •  •  •  Xn)  =  Sin- l{^i  9  ^i  "  '  Xn), 
W^(^/>  ^2    "  •  ^n)  —t  =  WiXj^,  X^'"  Xn) 

nach  x^jX^  •  •  *  a^n  • 

Dass  diese  Auflösungen  nun  eine  Gru^pipe  von  o6^  Transformationen 
darstellen,  erkennt  man  wie  in  dem  Falle  n  »»  2  (vgl.  §  4  des  2.  Kap.): 
Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameterv^erten 
i  und  t'  ist  äquivalent  der  Transformation  mit  dem  Parameterwert 
t  -{-  (.  Insbesondere  ist  also  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen 
{t)  und  (—  t)  äquivalent  der  sich  für  ^  «>  0  ergebenden  identischen, 
sie  sind  also  zu  einander  invers. 

Dass  die  Gruppe,  die  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 
(7)  ergiebt,  auch  die  vorgelegte  infinitesimale  Transformation  (6)  ent- 
hält, ist  ohne  weiteres  klar,  denn  die  Entwickelungen  von  x/,  x^  -"  x^ 
nach  Potenzen  von  t  fangen  nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  und,  da 
nach  (7): 

-57-  =  lk{x^^X^'  '  •  -Xn) 

ist,  mit  den  Gliedern  an: 

Xk  «=  Xk  +  lk{x^,  x^  —  '  Xn)t  +  •  •  •, 

geben  also  für  t=^  dt  eine  infinitesimale  Transformation,  welche  mit 
der  vorgelegten  in  den  Gliedern  erster  Ordnung,  auf  die  allein  es  hier 
ankommt,  übereinstimmt. 

Theorem  24:    Jede  infinitesimale  Transformation 

^L    =X^  +  ^y(Xi'"Xn)ät'\ ,    •  •  •  Xn    =  O?«  +  g«  (i»i  *  '  '  Xn)dt  +  •' 

gehört,  wenn  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen   Transformationen    an.    Die   endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  durch  Integration 
simultanen  Systems: 


Eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen.  293 

dx^'  __    __dXt =»;..==  ^^/  ___  j,A 

61  {^'i   ' '  '  ^n)  ~  & (a?i'  •  •  •  x^)  "^  5„(a;/  •  •  -  x^)  ~ 

mit  der  Anfangsbedingung,  dass  sich  x^',  x^'  -  -  -  Xn  für  t  =  0  auf 
Xi,  x^'  - '  Xn  reducieren  sollen,  in  der  Form: 

Äl(^l'  •  •  •  Xn)  =  ÄiC^i  •  •  •  Xn), 


Sln-l{0Ci    '  •  •  Xn)  ^  Sl,,-i(Xi  '"  Xn), 
W{Xi    •  •  •  Xa)  —  t  =  W{X^  •  •  •  X,^ 

oder,  nach  a:,'*  •  -  x^   aufgelöst  und  nach  t  entwickelt: 

Xk    =  Xk  +  ik  {X^  "  '  00n)t  -{ 

Hiernach  und  nach  Satz  2  ergiebt  sich  wie  in  den  Fällen 
,1  =  2,  3  das 

Theorem  25:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur 
eine  infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation gehört  umgekehrt  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transfor- 
mationen. 

1.  Beispiel:     Die  n  Gleichungen  Beitpieie. 

Xi  s=  aXij     X2  =  flwCj,      •  •  •      ^n'=  aXn 

stellen  offenbar  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.  Ihre  identische  Trans- 
formation  ergiebt  sich  fQr  a  =  l,  ihre  infinitesimale  für  a  =  1  +  ^^ 
in  der  Form: 

^1    =  ^1  +  ^1  *^      ^2'  =  ^2  -{-  X^dtj       •  •  •       Xn    =  Xn  -{-  XnSt, 

sodass  li  ^^  a?!,  •  •  •  Sn  ^":  Xn  ist  uud  das  simultane  System  hier  lautet: 

^5/  =  ^'  ^  . .  .  ==  lf!L  =  dt 

Xi  x^  x^ 

Es  giebt  integriert  unter  der  Bedingung,  dass  sich  a;/,  x^  -  "  Xn  für 
^  =  0  auf  x^,  X2 ' ' '  Xn  reducieren:  ^ 

Xi      "^— "    X*  V    a  Xa     ■**■   Sua  e^m  •    •    •  ^n     i-m—  Xn  V 

als  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe.  In  der  That  sind  dies  die 
obigen  Gleichungen  mit  dem  einzigen  Unterschiede  ^  dass  statt  des 
Parameters  a  der  Parameter  ^  =*  Ig  a  benutzt  ist. 

2,  Beispiel:     Die  n  Gleichungen 

^1'=  ^*I  +  (^^  —  ^'l)*^       "  •  •      Xn    "=  Xn  +  {2JX  —  Xn)dt 
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stellen  eine  infinitesimale  Transformation  dar.  Wir  suchen  die  end- 
lichen Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  £x 
soll  die  Summe  aller  x^jX^*  -  -  Xn  bedeuten.  Wir  haben  das  simultane 
System  zu  integrieren : 

dx ' 


£x  -^  Xj^ 


oder 

dxk  =  {Zx  —  Xk)dt    (t  =  1, 2  •  •  • »). 

Hiemach  ist^  wenn  alle  diese  n  Gleichungen  summiert  werden: 

dZx  =  (n  -  1)  Zx  •  dt 
oder: 

^'  =  (n  -  l)ät. 

Dies  giebt  integriert: 

Zx^c^^-^^'. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in: 

dxi!  »=  {£x  —  Xk)dt 
ein,  so  kommt: 

dXk^{c^'"-^^'—Xk)dt. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  für  Xk,  Sie  giebt  nach 
bekannter  Regel  integriert: 

Xk  =  — f-  yker'. 

Nun  haben  wir  die  Constanten  c,  yi,  y^  •  •  •  y«,  von  denen  übrigens  eine 
überzählig  ist,  so  zu  wählen,  dass  allgemein  Xk  sich  für  ^  »»  0  auf 
Xk  reduciert.     Wir  haben  also  die  Relationen: 

Z!x  «  ce^«-^)',     Zx  —  c,    ' 

«*  =  — ^ — f-  ne  ',  Xk  =  -  +  Yk. 

Mithin  liefert  die  Elimination  der  Gonstanten: 

X,  =  Zx  •    -^p-  +  \Xk  -  —j  er' 
oder  auch: 

x,'  =  ~  ((c"  -l)£x  +  nx,) 

(*  ==  1,  2  •  .  •  n). 

Man  überzeuge  sich  davon,  dass  diese  n  Gleichungen  wirklich  eine 
Gruppe  darstellen. 

3.  Beispiel:   Gesucht  werden  die  endlichen  Gleichungen  der  von 
der  infinitesimalen  Transformation 


Eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen.  295 

X^  =  i^i  4"  (Xi  —  X^dt ,     X^  =  a?2  4"  (^2  —  ^i)^^} 

^»'=^3  +  (^8  —  ^4)*^     x^'  =  x^  +  dt 
erzeugten   eingliedrigen  Gruppe   in    vier  Veränderlichen.     Hier  lautet 
das  zu  integrierende  simultane  System: 

dx/  =»  (Xi  —  x^)dt, 

dx^  =  {x^  —  x{)dt^ 

dx^  =  {x^  —  x^')dtf 

dx^=  dt 

Die  letzte  Gleichung  giebt  integriert: 

X^   ^^^  X^  "Y"  ^» 

Eingesetzt  in  die  drei  ersten  Gleichungen  giebt  sie: 

dxi  =»  {Xi  —  i»4  —  t;)dt, 

dx2  =  (x^'  —  ^4  —  ^)ätj 

dx^  ==  {x^  —  x^  —  {)dt. 

Hierin  spielt  der  Anfangs  wert  x^  die  Rolle  einer  Constanteu.    Es  sind 
dies  drei  lineare  Diflferentialgleichungen  von  der  Form: 

dx  ,  . 

~di  ^  ^  —  a;4  —  r, 

die  nach  bekannter  Methode  das  Integral  liefert: 

x'  =>  x^-}- 1  -\-  1  +  Const.  e^. 

Die  Constante  ist  so  zu  bestimmen,   dass  sich  x   für  t'=0  auf  x  re- 
duciert,  also  gleich  x  —  x^  —  1  zu  setzen.     Sonach  kommt: 

a/=.  0:4  4-^+1  + (^"^^4""  1)^ 
und  also  einzeln: 

^1'  =  ^4  +  ^  +    1   +  (^1    —  ^4  —  1)^> 

^2'  "^  ^4  4"  ^  4"   1   4"  (^2  —  ^4  —   ^)^} 

^s'  =  ^4  4-  <  4-   1   4-  (^3  —  ^4  —    ^)^> 
X^  — —  X^  "1"  t» 

Diese  Gleichungen  stellen,  wie  es  sein  muss,  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar.     Denn  setzt  man  noch  an: 

X," = <  +  t'  +  i  +  (X,'  -  x:  -  \Y, 
Xi  =  ^;  +  *'  + 1  +  (*,' — xi  -  i)c^, 

»s"  =  a;/  +  <'  +  1  +  {Xi  —  Xi  —  l)e^, 

X^    —  X^    ~|-  t 

und  eliminiert  hieraus  x^j  x^^  x^^  a?/,  so  kommt: 

x;'=^x^  +  (f  4-  r)  4-  1  4-  (Xi  —  a;^  —  1)6'+''  u.  8.  w. 
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§  2.      Symbol    einer    infinitesimalen    Transformation    und    Beulen- 
entwiokelnng  der  endlichen  Gleiohnngen  einer  eingliedrigen  Gruppe. 

Wir  Terzichten  auf  die  ausführliche  Auseinandersetzung,   welche 
wir  früher  bei  Einführung  des  Symbols   der  infinitesimalen  Transfor- 
mation gaben  (§  2  des   3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.),   an  dieser  Stelle, 
Symbol   indem  wir  einfach  auf  das  Frühere  verweisen.    Als  Symbol   Uf  der 

einer  iniiii.  «^  ' 

Tr'      infinitesimalen  Transformation: 

(*  s=  1,  2  .  .  •  ») 

benutzen  wir  das  durch  dt  dividierte  Increment,  welches  eine  beliebige 
Function  f(Xi,  x^- '  -  Xn)  bei  ihr  erfahrt: 

Ft ^  «1  ä:^  +  ^«  äs;  +  •••  +  «•  äiT/ 

Wir  setzen  also: 

In  unseren  in  §  1  betrachteten  drei  Beispielen  haben  wir  demnach  ' 
die  infinitesimalen  Transformationen  untersucht: 

cf     ,         8f    ,  ,  df 

*»  -^  +  ^  ä^  +  •  •  •  +  ^"  ä^ ' 

ferner: 

und  schliesslich: 

/  \  ^f    i    /  \  ^f    t    /  \  cf    ,     c f 

(^.   -^4)^    +   {X,   -  X,)   g^-    +   (^3    -   ^4)  a^   +  ä^- 

Indem  wir  auf  die  früheren  Bemerkungen  in  den  Fällen  n  =  2,3 
zurückdeuten,  heben  wir  nur  hervor,  dass  Uf  als  der  Differential- 
quotient einer  beliebigen  Function  fix^,  x^  -  *  Xn)  nach  t  für  ^  =  0 
aufgefasst  werden  kann,  wo  x^,  x^  -  -  -  Xn  die  durch  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  gegebenen  Functionen  von  t  bedeuten: 

Xk    =  <Pk{Xi,  X^'  '  '  Xny  t) 
(Ä:=l,  2-  •  .  n), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x^yX^-  -  -  Xn,  reducieren. 

Insbesondere  ergiebt  sich  auch,  da  Uxk  ^^  S*  ist: 

Einführung         Dic  Thatsachc,  dass  eine  Gruppe  durch  Einführung  neuer  VariaMn 
bein  in  die  Vermöge    zweier   cogredienter   Gleichungensysteme   wiederum    in   eine 
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Gruppe  übergeführt  wird,  haben  wir  in  den  Fällen  n  =  2, 3  geo- 
metrisch anschaulich  begründet.  Wir  wollen  hier  einen  analytischen 
Beweis  geben,  der  für  jedes  n  gilt.  Ist  irgend  eine  eingliedrige 
Gruppe  vorgelegt,  so  kann  dieselbe,  wie  wir  fanden,  auf  die  Form 

W{X,'  .  .  .  X^)  =  W{X,  '''X.)  +  t 

gebracht  werden.     Setzen  wir  nun 

so  erhalten  wir  offenbar  Gleichungen  von  der  Form 

TV(h  •  •  •  In)  =  W{i,  :"l.)  +  t 
welche  ihrerseits  eine  Gruppe  bilden.     Also  gilt  der 
Satz  3:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Grtippe 

vermöge  zweier  cogredienten  Gleichungensysteme: 

Ji  =  *i(a:i,  arg  •  •  •  a;„),     •  •  •    f^  =  9n{Xij  x^--  -x^), 

die  neuen  Veränderlichen  Ei,  fa  •  •  •  i\  tind  j/,  j:/  •  •  •  j«'  ein,  so  stellen 
die  hervorgehenden  Gleichungen: 

wiederum  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Genau   so   wie   in  dem  Fall   n  =  2    lässt   sich   femer   der  SatzEinfohrung 

neuer  Vuia- 

be  weisen :  ^«i»  *»  das 

Symbol  U/. 

Satz  4:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe 

Xl  «  ^>^{Xy^  "•  Xn,t),      •  •  .     Xn    =  fPni^i  '  "  Xn,  t) 

anstatt  x^jX^-  -  -  Xn  und  x^,  x^  -  -  -  Xn  durch  zivei  cogrediente  Gleichungen- 
Systeme  neue  Veränderliche  hy  h  ' ' '  In  ^^^  Ei'>  1%  '  "  In  cw?,  so  geht 
das  Symbol 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  direct  in  das  Symbol 
Uf  der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  er- 
giebt  sich  also: 

UV  natürlich  U^^ ,  f/f,  •  •  •  üin  in  den  neuen  Veränderlichen  hyh' ' '  In 
zu  schreiben  sind. 
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Hieran  schliessen  sich  unmittelbar  die  Sätze: 

Satz  6:    Durch  Einführung  neuer    Veränderlicher  kann  num  jede 
eingliedrige  Grruppe  in  jede  andere  eingliedrige  Crruppe  veruHmddn^ 
und: 

Satz  6:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  x^,  x^»  • '  Xn  Jcann  durch  pas- 
sende Wahl  neuer  Veränderlicher  jr^,  £«  **  •  S»  *^  ^  Gruppe  mü  der 
infinitesimalen  Transformation 

d.h.  in  die  Crruppe: 

verwandelt  u^erden. 
^toderi.^''         Die   dazu  nötigen  neuen  Veränderlichen  tuh' '  'i^  nennen  wir 
*'*3:  Gr.™  cavumische   Veränderliche  und   die   neue  Form   der  Gruppe   ihre   com- 

nische  Form. 

Was  nun  schliesslich  die  Reihenentwickelung  der  endlichen  Glei- 
dmngen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  anbetrifft,  so  dürfen  wir  uns  auch  hierbei  ganz 
kurz  fassen,  da  die  Begründung  nur  in  nebensächlichen  Dingen  von 
der  für  die  Fälle  n  ««  2,  3  gegebenen  abweicht  (§  3  des  3.  Kap.,  §  3 
des  11.  Kap.).     Wir  erhalten  das 

Theorem  26:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Reihen- 
enttvickelungen  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  ge- 
schrieben werden: 

<=  ^1  +  T  ^^1  +  Ä  ü(üx,)  H , 

^2'=  ^2  +  Y  ü'iPt  +  rr2  ^(^^2)  -I —  7 


Xn  =  Xn  +  Y   ^^«  +  1~2   ^i^'Xn)  -{ , 

und  jede  Function  f  von  a?/,  x^  -  - '  Xn   kann  dementsprechend  so 
entwickelt  werden: 

fip^iJ  <  •  •  •  Xn)  =  f{x^,  ^2  •  •  •  ^n)  +  Y   Uf{x^y  X^"'Xn)-\- 


BabncurTGD  und  InTariantea  e 


ingUed eigen  Gruppe. 


f 


Man  soll  durch  Reihenentwickelaog  die  endlichen  Glei- 
nngen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

,8r. 


nf=  fe  -  ij  g  +  (^i  -  ',)  gi^  +  fe  -  X,) 

erzeugt«!!  eingliedrigen  Gruppe  berechueu.     Hier  ist: 
I  i7(£ri,)  =  I,  -  I,  +  : ,      t/(I/x,)  =  0, 

\         inn(üxj)=x,  -x,  +  i, 


pemnach : 

i'— *i  + 1  (*i  —  ■'.)  +  (ii- 
aoalog  Xj   UB<I  x^'  und  überdies: 


Bammation  liefert; 


[Vgl.  3-  Beispiel  des 


''+^Avh  +  iX-ri  + 


..;;  =  i.  +  (. 

X,  +  t  +  l  +  <x,  -  X,  +  \)e: 
il.) 


8  3- 


Die  Bahnourren   und  Invarianten   einer  eingliedrigen  Gruppe. 
Lineare  partielle  DifTerentialgleiehnDg. 

Einige   Worte    Über    die    gcomelrisdic    Ballung    der    Traaslbrmatioaen 

Bsd  der  eingliedrigen  Gruppen  in  n  Veränderlichen  mögen  hier  Platz  finden, 

ir    setzen   dabei   voraus,    daea    dem  Leaer  der  Begriff  eines   Itautncs   von  " 

Dimensionen   hekannt  sei.      Jedem    Wertesystem  Sy,  x^  •  •  ■  x,    entspricht 

1  Punkt  dieses  Raumes  mit  de»  Coordinaten  j-j ,  a-,  •  •  ■  jt,  and  umgekehrt. 

Eine  Transformalion  der  Veränderlichen  _3;i,  x^---x^  in  neue  r,',  x^  ■■•x» 

vermöge 

ist   alsdann    eine   Überführung    aller   Punkte    des    Baumes    in   neue    Lagen, 
^so  eine  geometrische  Operation.    Inabesondere  bildet  eine  Schar  von  oo' 
.Formationen: 


r 

ÜB« 


,'==9,(l,,.r3--  -Xn 

le  emgUedrige  Gruppe,  wenn 
laich  eine  einzige  Operation  ; 
ftüiesimaie  Transformation  dei 


He  Aufeinanderfolge  zweier  dieser  Operationen 
US  der  Schar  ersetzt  werden  kann.     Die  in-  Ombu 
Gruppe:  B,  toi 


I 


*dx. 


+  •■■  +  «.; 


nrleiit  den  Coordinaten  der  Punkte  (je^,  x^  ■  ■ 
äx,  =  ^,äl,     da:,  =  |,<J(,     ■■ 
1.  h.  ^  ordnet  Jeilem  Punkte  (ir,,  a:,  ■  ■  ■  «,)  e 
\reilungsstrecke  : 


äx. 


)  die  Incremente 

gewisse  in/inUesimale  Fort- 
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mit  den  Frojectionen  Jjdf  •  •  •  5«^^  auf  die  n  Coordinatenaxen  gu. 

Der  geometrische  Beweis  für  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Satz  3  über  die  Einführung  neuer  Variabein  in  die  Ornppe  ist  ganz  analog 
den    früher    für    die  Fälle    n  =>  2,  3    gegebenen  Beweisen  (vgl.  §  1  des 

3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.):  Jede  Transformation  der  Gruppe  stellt  im 
Räume  von  n  Dimensionen  eine  Lagenändenmg  aller  Punkte  dar.  Die 
Transformationen  einer  Schar  bilden  eine  Gruppe,  wenn  die  Aufeinander- 
folge zweier  dieser  Lagenänderungen  wiederum  eine  Lagenftnderung  liefert, 
die  durch  irgend  eine  Transformation  der  Schar  bewirkt  werden  kann.  Die 
Einführung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  kann  nun  als  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  in  den  Raum  von  n  Dimensionen  anfgefasst 
werden,  die  jene  Lagenänderungeu  durchaus  unberührt  lässt,  also  auch  die 
Gruppeneigenschaft  nicht  vernichtet. 

Führt  man  auf  einen  Punkt  {x^  •  •  •  x„®)  oder  kurz  {pfi)  nach  einander 
alle  Transformationen  der  Gruppe  aus,  so  gelangt  er  dadurch  in  oo^  neue 
Lagen  (^i,  ä-j  •  •  •  a^n)  oder  (a?),  die  sich  aus  den  Gleichungen: 

•^1  =  9i(-ri^  •  •  •  -^«^  f),     "  '     ^n  =  (P^{^\^  '  ' '  x^\  t) 

Bahncurre.  ergeben.   Diese  cx>^  Lagen  bilden  eine  Cui-ve,  die  Bahncurve  des  PuMcs  (x^j. 

So  gehört  zu  jedem  Punkte  (jxP)  des  Raumes  eine  Bahncurve.  Ins- 
besondere erkennt  man  leicht,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz  7:  Ist  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  p^  ein  Punkt  auf  der  Bahn- 
curve van  Pq,  so  hat  p^  eben  diese  Curve  auch  zur  Bahncurve.  Eine  einz 
glicdrige  Gruppe  des  n-dimensionalen  Raumes  besitzt  also  cx>*~^  Bahncurven, 

Der  Beweis  ist  genau   so  wie  in  den  Fällen  n  =  2 ,  3.     (§  2    des 

4.  Kap.  und  §  2  des  12.  Kap.) 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gruppe  auf 
einen  Punkt  p  einer  BahncurVe  ausgeführt,  so  geht  er  in  einen  Punkt 
{p)Ta  auf  derselben  Bahncurve  über.  Dies  gilt  für  alle  Punkte  der  Bahn- 
curve und  für  alle  Transformationen  der  Gruppe,  daher: 

Satz  8:  Jede  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet  alle  Trans- 
formationen der  G^-uppe. 

Insbesondere  ist  auch  sofort  zu  beweisen: 

Satz  9 :  KenfU  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe^ 
so  kennt  man  auch  ihre  Bahncurven, 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  die  Bahncurven  zu  bestimmen,  wenn 
uur  die  infinitesimale  Transformation 

der  Gruppe  gegeben  ist,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  ein  Punkt  {x^,  x^"-  x») 
vermöge  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  einen  benacbbarteii 
Punkt  seiner  Bahncurve  tibergeführt  wird,  d.  h.  dass  x^yX^  -  -  •  Xn  auf  der 
Bahncurve  um  Incremente  dx^,  dx^  •  •  •  dxn  zunehmen,  die  proportional 
lu  S«  •  •  •  Sn  sind- 


Die  Babncurven  nod  iDTuianten  einer  eingliedrigen  Oruppe. 

Satz  10:  Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  ordnen  üiren 
Putiklen  gerade  die  Richtungen  eu,  Kelche  ihnen  vermöge  der  inßnUesimalen 
Transformation  der  Gruppe  eugehöreti. 

Die   Bahncurven    sind   also    die  00"^'    IntegralcL 
8jrst«mB: 


rl.C, 


dx^ 


i.t^.  ■ 


^J        S.(^i  ■ 


■^J 


6,(-r. 


^J 


Charakteristiken    der 


oder,     was    auf    daseelbe    binauakommt,    die    oo"' 
linearen  partiellen  Differentialgleichung; 


Allerdings  haben  wir  bieher  Qber  die  Interpretation  und  Integration 
derartiger  simultaner  Si/sleme  und  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  noch  nicht  gesprochen.  Wir  werden  diee 
hier  kurz  nachholen,  indem  wir  die  analytische  Theorie  dieser  Gleichungen 
als  bekannt  voraus  fetzen. 

Ein  simultanes  System:  si 


(10) 


61 1^, 


^)  ■ 


'l.(-^', 


^h)  " 


i.C^i 


•-) 


integrieren  heisst  bekanntlich,  etwa  x^-  -  •  Xn  als  Functionen  von  ^1  be- 
Btiramen,  sodass  sie  identisch  für  alle  Werte  von  Xy  die  Gleichungen  (10) 
betriedigen.  Diese  Functionen  enthalten  noch  ti  ^  1  willkürliche  Cou- 
stanten.  Deuten  wir  j:j  ,  ;r^  •  -  •  ;r,  als  Funktuoordiuaten  in  einem  Baume 
von  n  Dimensionen,  so  handelt  es  sich  alüo  darum ,  gewisse  Curven  in 
demselben  zu  finden,  uümlich  die,  deren  Kichtungscosinus  proportional 
liil»---»™  sind,  Geometiisch  erhalten  wir  diese  Inlegralcurven ,  indem  i 
wir  von  einem  Funkte  ausgehend  der  ihm  jeweils  durch  das  simultane 
Bjst«m  zugeordneten  Richtung  folgen.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner 
Lage  im  ßaume  geht  also  eine  Integralcurve  und  es  giebt  im  ganzen 
oo"~'  Integrale urven.  Bekanntlich  nennt  mau  eine  Function  «(t,  ■  ■  ■  3:„) 
ein  Integral  des  simultanen  Systems  (10),  wenn  jede  Mannigfaltigkeit  i 
u  ^  Const.  von  Integral  curven  erzeugt  wird,  wenn  also  jede  Integralcurve, 
die  durch  einen  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit  hindurchgeht,  ganz  in  der- 
selben enthalten  i^t.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  (Zj  '  '  '  j'n)  der  Mannigfaltigkeit  u  =^  Conat.  gehende  Integralcurve 
daselbst  eine  Tangentialrichtung  (^, ,  ^.j  •  ■  ■  $»)  besitzt,  welche  die  Mannig- 
faltigkeit w  =  Const,  berührt,  wenn  also  identisch 


(■k  +  t,, 


■  +  i.  i^  ■ 


ist.  n  —  1  von  einander  unabhängige  Integrale  u^  -  ■ '  u,_i  des  Sysleins 
(10)  genügen  zur  Bestimmung  aller  oo"''  Integral  curven,  die  durch  die 
Gleichungen 

«1  =  Const.,     Uj  =  Conat.,     k,— 1  =  Const. 

gegeben  werden.     Die  Gleichung 


802 


K&pibil  u,  §  s. 


a(«,  ■■•»._,) -0 

stellt  die  allgemeinste  ManDigfaltigkeit  dar,  welche  von  Integralcnrven 
erzeugt  wird.  Demnach  iBt  £2(u,  '  ■  '  u„_i)  die  allgemeiae  Form  eines 
Integrals  7on  (lO),  sobald  m,  ■  ■  ■  «,_i  irgend  welche  n  ~  1  von  einander 
unabhängige  Integrale  bedeuten. 


Betrachten  i 


i  die  lineare  partielle  Differentialgleicfaung: 


(11) 


Ufsl, 


-+■ 


■  +  ^-  ss:  ■ 


{.  Sie  besitzt,  wie  man  weiss,  n  — ^  1  von  einander  unabhängige  Lösungtn 
Uj,Mj  ■•'  Uii_i  und  jede  Lösung  f  derselben  iet  eine  Function  v<n 
«1,  Wj---M,_i  allein.  Nach  dem  Obigen  ist  jade  LSsuug  von  (ll)  ein 
Integral  von  (lO),  und  umgekehrt.  Natürlich  giebt  die  obige  Betrachtung 
keinen  strengen  Beweis,  sie  boll  nur  die^e  bekannte  Thatsache  geometrisch 
erläutern.  Die  oo"-'  Integmlcurven  des  simultanen  Systems  (10)  nennen 
wir   auch,    eine  Bezeichung   von    Monge   im  Fall  n  =^  3    auf   beliebigem  « 

"'  verallgemeinernd,  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  DiSerential- 
gleichung  {ll).     Jede  (w  —  l)-faoh  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 

"(■'..»,■  ■•'.)-«, 

welche  von  c»"~*  Cbai-akteristiken  erzeugt  wird,  nennen  wir  eine  Inlegral- 
mannigfaltigkeit  des  Systems  (lO).     Für  eine  solche  ist 

P«  !=  {,  ll;  +  ■  ■  •  +  I.  ^  -  0 

vermSge  to  =  0. 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir   zurück   zur  Betrachtung  einsr 
eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veränderlichen. 

••  Die  Frage,   wann  eine  Function  Sl{xi,x^  •••««)  tei  allen  Truii* 

formationen  der  von  der  iofinitesimalen  Transformation   üf  erzeagtea 

eingliedrigen  Gruppe 

invariant  bleibt,  also  eine  sogenannte  Invariante  ist,  erledigt  sich  sofort 
Soll 

Sl{x,'  ■  ■  •  x:)  •=  Sl(x,  -■■«.) 
sein  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  so  folgt  aus  Theorem  36 
des  §  2,  dass  für  jedes  t: 

«(«<  ■■■«.)  +  -[■  Ua{x, . . .  a;,)  +  ^  U{USl)  H =  il(x,  •  ■  •  j^) 

sein  muss,   woraus  als  notwendige,  aber,   wie  man  sofort  sieht,  auch 
hinreichende  Bedingung  folgt: 

USl{Xt  ■■■Xn)=0. 

Theorem  27:     Die   Invarianten    einer   eingliedrigen    Grupft 
üf  sind    die   Lüsungen    der    linearen  partiellen    Differential- 
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lung  üf=  0.  Jede  Invariante  ist  also  darstellbar  als 
tion  von  irgend  welchen  »  —  1  von  einander  unabhängigen 
'ianten. 

Geometrisch  gedeutet  stellt  die  Gleichung  Sl  =  Const.  eine  Schar  von 
I  —  l)-fach  ausgedehnten  Jilannigfaltigkeiten  dar,  Ist  .Q  eine  In- 
te, BO  bleibt  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  für  sich  bei  allen  Trans- 
ionen  der  Gruppe  Uf  invariant.  Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  wird 
t  von  oo"~*  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
ing  TJf*^  0,  d.  h.  von  co"'"*  Integralturven  des  simultanen  Systems 
»der  aleo  von  oo"— '   Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe    Uf. 

Vir  sagen  wie  früher,  eine  Gleichung 

te  eine  TrausfoniiatiDn ,  welche  die  Wertsysteme  (x,  ■  ■  ■  x^)  iu 
ertsysteme  (i,' •  -  ■  Xn)  fiberfilhrt,  wenn  die  Transformation  jedes 
jetem  (xi  ■  ■  ■  x„),  für  das  ß  ^  0  ist,  in  ein  solcbes  (x,' ■  ■  •  Xn) 
armiert,  für  welches  ebenfalls  Si{x{  ■  ■  ■  x„")  =  0  ist,  mit  andereu 
in;  Dia  Gleichung  Sl{x^  ■  ■  ■  a:„)  ^  0  ist  bei  der  betreffenden 
Formation  invariant,   wenn   die  Gleichung  diese  nach  sich  zieht: 

Si{Xi---x:)  =  0. 
ragen  wir  uns,  ob  und  welche  Gleichungen  il{xi  ■  ■  •  x„)  ^  0  es 
welche  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe   Uf  ge- 
1.     Da   bei    einer   beliebigen    Transformation    der    Gruppe   nach 
em  26  des  §  2 

■  ■  ■  x:)  =  si{x,  ■  ■  ■  Ä.)  +  I  t^ßC-ti  ■  •  ■ '^■ö  +  rk  ^iuü) -i — 

1  dies  also  gleich  Null  sein  soll,  sobald  ß(;iri  ■  ■  ■  x„)  =  0  ist,  und 
Für  jedes  t,  so  ergiebt  sich  als  eine  »otwendigc  Bedingung,  dass 
(■■■a;«)"=0  sein  muss  vermöge  ilix^  ■  ■  ■  x„)  ^^  0.  Auch  ist 
Lriterinm  hinreichend. 

'as  Verschwinden  von  Uil  vermöge  ß  =  0  kann  nämlich  auf 
lei  Weisen  eintreten.     Ea  ist  ja 


ÜSl  ^  S,  ' 


+  m  +  ---  +  i^ 


t  zunächst  denkbar,  dass  €,,  6,  ■  ■  •  |,  sämtlich  verschwinden 
ge  ji  331  0.  Älsdano  ist  jedes  Wertsyatem  (x,  ■-•x„),  welches 
leichung  A  ^  Ol  iflillMIU^MaUuJKTariaiit;  gleichseitig  bleibt 
^rr-_^  n  '-llMf^W^ntTT  ir^rr  £. ,  |,  .  -  .  g,.  ver- 
fem Falle  bleibt 
"   macht,   für  sich 
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allgemeinen  iu  neue  Wertayateme  (-f,' ■  ■  ■  J^,')  Übergeführt  Sind  ntiD 
^  '  -  ■  i2.  ein  System  Losungen  der  line&ren  partiellen  Differenti^- 
gleichong 

vfs  I,  i^  +  ...  +  {.  ^  _  0, 

BO  kann  bekanntlich  die  Gleichung  Sl  =  0,  die  ja  USl  ^  0  macht,  £< 
Form 

/J(ii,  -  - .  Ä,_,)  =  0 

erhalten.  Sie  bleibt  daher  invariant  bei  jeder  endlichen  TranäformatJon 
unserer  eiDgliedrigen  Gruppe,  die  ja  auf  die  Form 

reducibel  ist. 

Wir  erkenuen  hiermit,  dass  das  Verschwinden  des  AusdiDcks 
Uil  vermöge  i2  ^  0  nicht  allein  ein  notwendiges,  sondern  zugleich 
ein  biDreichendes  Kriterium  für  die  Invarianz  einer  Gleichung  i2  ^  0  ist. 

Theorem  28:  Es  gieht  zwei  Arten  von  Gleichungen 
ß(i:,  ■■■Xn)  =  0, 
uelche  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  JJf  in  den  n  Veränder- 
liehen  «,  -  ■  -  z,  invariaut  bleiben.  Entweder  bleiben  alle  Wert- 
systeme (x^-'-x^),  welche  ß  =  0  machen,  für  sich  invarianl 
oder  nicht.  In  beiden  Fällen  ergiebt  sieh  als  Invarianxkrile- 
rium,  dass   ÜH  =  0  sc««  muss  vermöge  JJ  ^  0. 

Geometrisch  gedeutet  haben  die^e  beiden  Möglichkeiten  folgenden 
Sinn:  52  ^  0  i^tellt  eine  (m  —  l)-facb  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  iu. 
Soll  dieselbe  bei  der  eingliedrigen  Giappe  Uf  invariant  bleiben,  so  musa 
diese  jeden  Punkt  (j",  ■  •  ■  x,)  dereelbeu  wieder  in  Punkte  derselben  Ub«r- 
fübren.  Da  aber  der  Punkt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  imm" 
nur  iu  Punkte  seiner  ISahncurvo  übergeiit,  so  folgt,  dass  die  invariail« 
Mannigfaltigkeit  Sl  ^=^  0  im  allgemeinen  von  Bahncurven  erzeugt  Min 
musB.  Nur,  wenn  kein  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  eine  Bahncurve  lut 
d.  b.  wenn  alle  Punkte  der  Manoigfalligkeit  für  eich  invariant  bleiben,  ist 
dem  nicht  so.  Es  ist  dies  der  Fall,  in  welchem  alle  Punkte  (j-^-'-x.) 
von  ß  ^  0  die  Coefficienten  |,  ■  -  ■  £,  eiuEela  gleich  Null  machen. 

Es  ist  naturgemäss,  zu  sagen,  dasa  die  Gleichung  H  ^  Q  bei  def 
infinitesimalen  Transformation  (//"invariant  bleibt,  sobald  die  Änderung, 
welche  Uf  ihrer  linken  Seite  erteilt,  USlät,  vermöge  der  Gleichui^ 
seihat  auch  Null  ist,  d.  h.  sobald  Uil  vermöge  Sl  =•  0  verschwindet. 
Unser  Kriterium  kann  daher  auch  so  ausgesprochen  werden; 

Satz  11:  Die  Gleichung  Sl{x^  - .  -a:,)  =  0  gestattet  alle  Transfomi- 
tionen  der  von  der  infinitcsiinalen  Transformation  Ufereetigten  eingliedrig» 


Deatnng  der  BeBehnng:  (UV)  = 
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Gnijtpe  in  den  n  Veränderlidien  x^-  •  ■  x^  dann  und  mir  dann,  wenn  sie 
die  infinitesimale  Transformation   TJf  der  Gmpiie  gestattet. 

Wir  sind  nunmehr  zu  Ende  mit  der  Aufzählung  und  dem  Be- 
weise der  wichtigeren  mit  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veränder- 
licbeo  verbundenen  Sätze  und  können  dazu  übergehen,  iu  ähnlicher 
Weise,  wie  dies  in  der  2.  Abteilung  für  den  Fall  w  =  2  geschah,  die 
Beziehungen  der  eingliedrigen  Gruppen  zu  Differentialgleichungen  her- 
Btistellen. 

Vorher  aber  wollen  wir  noch  eine  Bemerkimg  über  eine  gewisse 
Beziehung  zwischen  mcei  infinitesimalen  Transformationen  einschalten, 
die  wir  schon  froher  an  einer  Stelle  flüchtig  berührt  haben. 

§  4.     Oentang  der  Besiehnng:  {/7F)^0. 

Fährt  man  zwei  Transformationen,  S  und  T,  uaeh  einander  aus,  ^^^^^' 
BO   ist  es   im   allgemeinen   nicht  gleichgültig,  in   welcher  Reihenfolge  ^"'^^^ 
dies   geschieht;   ST  ist  im   allgemeinen   verschieden  von   TS.     Wenn  ii^jj'JJ'Jn^^ 
man  z.  B.  in   der  Ebene  zuerst  eine  Rotation   und   dann  eine  Trans- 
lation ausführt,   so  ist  das  Ergebnis  ein  ganz  anderes,  als  wenn  man 
zuerst  die  Translation  und  darauf  die  Rotation  ausgeübt  hätte. 

Die  Aufeinanderfolge  zweier  infinitesimaler  Transformationen  ist  ^^^i^\ 
.allerdings  gleichgültig,  da  wir  bei  diesen  nur  die  unendlich  kleinen ^^J.'J^j-__ 
Grössen  niedrigster  Ordnung  berücksichtigen:  Die  Fauction  /"wird  von  ^^^^Jj" 
'JT/"  in  /"+  üfät  verwandelt,  diese  weiterhin  von   Vf  in: 

j  f+ufit+nf+uftt)!, 

voder   also   in  f -\-  UfSt-\-  Vfät,   denn   das   mit  dtSr  behaftete  Glied 
List    zu  unterdrücken.     Vertauschen  wir   üf  und   Vf  mit  einander,   so 
ergiebt  sich  ebenderselbe  Wert. 
I|  Dem    ist   nicht   stets    so ,    wenn    zwei  endliche  Transformationen 

IS  ond  T  der  von  Üf  und  Vf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  nach 
«inander  ausgeführt  werden.  Die  erste  Transformation  S  verwandelt 
■wne  Fonction  /"  allgemein  in: 

die  zweite  T  dagegen  in: 

bj[vgl.  Theorem  26  des  §  2).    Um  also  die  Function  f"  zu  erhalten,  in 
iirelche  f  vermöge   der   Aufeinanderfolge   ST  übergebt,   haben   wir  T 
laaf  f  anszufOhren,  also  zu  bilden: 
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Aber  wegen  des  obigen  Wertes  von  f  ist  hierin  zu  setzen: 

f  =  f+Luf^^U(,üf)-^-', 

sodass  sich  ergiebt: 

Hierin  haben  wir  nur  die  Glieder  geschrieben  ^  welche  in  t  und  t 
vom  0.;  1.  und  2.  Grade  sind.  Lassen  wir  die  unbequemen  Klammern 
weg  und  ordnen  wir  die  Glieder  anders,  so  kommt  offenbar: 

r=f+\{tUf+xVf)  +  ~{t'rJüf+2txVüf+x^VVf)+- 

+  Y^{i?UÜUf+ZtHVUÜf+^tx^VVUf+%^VyVf)'\"- 

und  die  Gesetzmässigkeit  leuchtet  ein. 

Wenn  wir  aber  nun  umgekehrt  auf  f  zunächst  T  ausfähren;  so 
geht  f  über  in  f.  Wird  dann  erst  S  ausgeübt,  so  ergiebt  sich  eine 
Function  f,  die  offenbar  ganz  analog  wie  f  gebaut  ist,  nur  dass  V 
und   V  und  t  und  r  darin  zu  vertauschen  sind.     So  kommt: 

+  r 4  « {r^VVyf+  UHU VVf+  ZTfUUVf+  1^ÜUÜf)+-. 

Wir  fragen  uns  nun,  waun  /^'  und  f  für  alle  Parameterwerte  f, 

T,  d.  h.  für  alle  Transformatiouen  S,  T  der  beiden  Gruppen  TJfy  Vf 

einander    gleich    sind,    wie    auch    die  Function    f  gewählt    sein  mag. 

Zunächst  stimmen  die  erhaltenen  Werte  in  den  Gliedern  nullter  und 

erster   Ordnung   in  t,  r  überein.     Die    Differenz    der   Glieder   zweiter 

Ordnung  hat  den  Factor: 

Vüf—  UVf. 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  der  Klammerausdruck  (Vü),  den  wir 
in  §  3  des  10.  Kapitels  in  n  Veränderlichen  entwickelt  haben. 

Als  erste  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  äT=  TS  ist,  ergiebt 
sich  also: 
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yenn  umgekehrt  diese  Bediogung  erfüllt  ist,  so  ist  nun  auch  f"^f. 
)l  stimmea  dann  närolich  die  Glieder  Dullter,  erster  und  zweiter  Ord- 
^g  in  t,  r   überein.     Die  Differenz  des  Gliedes  dritter  Ordnung   ist 

1  '^(vuuf-  uuvo  +  '-fivruf-uvrr). 

U  ist  Null,  weil  wegen  {ÜV)  =  0  überkll  VU  durch  UV  ersetzt 
terden  kann.     Dasselbe  gilt  für   die  Differenzen  der  Glieder  höherer 

rnnug. 
Satz  12:    Die  endlichen  Transformationen  S,  T  zweier  von   üf  und 
ff  erzeugter  eingliedriger   Gruppen   sind   dann  und  nur  dann  mit  ctii- 
i(d«r  vertausdibar :  ST—'  TS,  wenn  der  Klammeravsdrvck 

(UT)  =  v{yn-Y{Uf)  =  (i 

Wie  schon  bemerkt,  ist  die  Reihenfolge  zweier  infinitesimaler 
Irnnsformationen  für  das  Ergebnis  stets  gleichgültig,  solange  man 
^  unendlich  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung  nicht  berücksichtigt. 
Wir  wollen  nun  insbesondere  aber  üf  und  Vf  vertauschbar  nennen,'^' 
imn  jede  endliche  Transformation  der  von  Uf  erzettgien  Gruppe  mit 
iier  der  von  Vf  erzeugten  in  der  ü^ihenfolge  vertauschbar  ist,  d.  h, 
^n  die  Beziehung  {UV)^0  besteht. 

i  Wenn  Vf^^  üf  wäre,  so  würden  S,  T  endliche  Transformationen 
prselben  eingliedrigen  Gruppe  sein.  Da  (UU)^^O  ist  für  jedes  Uf, 
p  folgt,  dass  eu-ei  Transformationen  ein  und  derselben  eingliedrigen 
ftufpe  stets  mit  einander  vertaufcfibar  sind.  Dies  Resultat  hätten  wir 
migens    auch    aus    Theorem  24    des   §   1    ohne    weiteres    entnehmen 


t.  Beispiel:  Sei 
t; 

-^li+'% 

(,UV)s 

-yä+'% 

yf-- 


.'i 


»5-h  +  »^., 


?/"  ist  eine  infinitesimale   Rotation,  fpf^f'fi^^ 

Tf  eine  infinitesimale  Ähnliehkeits- 
tansformation  vom  Anfangspunkt 
hs.  Es  ist  demnach  bei  der  Aul- 
JBianderfolge  einer  Rotation  um  den  ^-'' 

Wif&Dgspunkt    und    einer    Ähnlich-    (3^-"'"~'"  '"I  1 

«itstransformation     vom     Anfangs-  ^'"-  *" 

llUikt   aus   die   Reihenfolge  beider  gleichgültig.     In   der   That  'erhellt 
!  auch  sofort  geometrisch.     (Fig.  28.) 
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2.  Beispiel:  Wir  wollen  alle  eiDgliedrigen  Grnppen  in  zwei  Ver- 
änderlicbeu  x,  y  aufsuchen,  die  mit  den  Translationeu  längs  der  y-A» 
vertaaschbar  sind.     Hier  ist  das  bekannte 


w-l^, 

während 

yf^^'£+^f. 

gesucht  wird. 

Es  i 

t: 
|■7^^-^-  *!  »/ j.  äi  ^f 

Soll  dies  Null  sein  f^  jedes  f,  so  massen  £  ond  i]  frei  von  y  seio: 
Mit  der  eingliedrigen  Gruppe  von  Translationen  j-  sind  also  alle 
eingliedrigen  Gruppen 

vertauschbar.     Zu    diesen  Gruppen  gehört  unter  anderen   die  Gruppe 

äer  Translationen  a  J  -\-  h  -^      nach    einer    gewissen   Richtong   hin, 

femer   die  Gruppe  der  afGnen  Transformationen  X  ^-,   die   der  fn- 

iectiven  Transformationen  von  der  Form  x  ~  -^  x  -J-  u.  a. 
•'  ex   '       ey 

Wir  erinnern  daran,  dasa  die  Relation  {UV)^(i  in  zwei  Yer^ 
änderlicheu  schon  in  §  3  des  G.  Kapitels  (Satz  6)  aufgetreten  ist, 
und  bemerken,  dasa  sie  in  analoger  Weise  in  n  Veränderlichen  im 
nächsten  Kapitel  wieder  vorkommen  wird.  Wir  werden  alsdann  Ge- 
legenheit nehmen,  den  Zusammenhang  mit  der  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  gefundenen  geometrischen  Deutung  der  Relation  in  einer 
Anmerkung  aufzudecken. 
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Tjaeare  partielle  Differentialgleichungen  Äf^O,  welche  eingliedrigf 
(irnppeu  gestatten. 

Von  jetzt  ab  entwickeln  wir  eine  ähnliche  Theorie,  wie  im  7,  unä 
8.  Kapitel:  Wir  werden  eine  lineare  partielle  Differeutialgleichnng 
betrachten,  welche  alle  Transformationen  gewisser  eingliedriger  Gruppen 
gestattet,  und  die  daraus  sich  entwickelnden  Theorien  gelegentlieh 
auch  in  Zusammenhang  mit  den  sogen.  Jacobi'schen  Multiplicatoren 
der   Differentialgleichung  bringen,  —  alles   aber  unter   Voraussetiuiig 
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beliebig  vieler  Veränderlicher.  Doch  werden  wir  mehrere  Male  die 
Betrachtungen  für  den  Fall  dreier  Yariabeln  specialisieren^  um  sie 
möglichst  anschaulich  zu  machen. 

§  1.     Lineare  partielle  Differentialgleiohnngen,  welohe  endliche 

Transformationen  gestatten. 

Es  sei  vorgelegt  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

^   C  X^     ^       '  CX2  '  c  x^  ' 

wo  «1,  a^' ' '  ccn  -gegebene  Functionen  von  x^  x^-  - '  Xn  bedeuten  und 
die  linke  Seite^  da  sie  die  Form  eines  Symbols  einer  infinitesimalen 
Transformation  hat,  auch  durch  das  Zeichen  einer  solchen  ausgedrückt 
werden  kann.    Wir  wollen  sie  Af  nennen,  sodass  die  Gleichung  lautet: 

Wie  bekannt,  besitzt  sie  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen f=(Diy  (O2 '  ' '  con—i  und  jede  andere  ihrer  Lösungen  ist  eine 
Function  dieser.  Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  DiflFerential- 
gleichung  Af  =  0  durch  Angabe  n  —  1  von  einander  unabhängiger 
Lösungen  derselben  völlig,  nämlich  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor, 
der  sich  fortheben  lässt,  bestimmt  wird.  Denn  es  ist  ja  jedes  -4(d,  =  0 
und   also   können  wir  aus  den  n  —  1  Gleichungen: 


den  Schluss  ziehen,  dass  sich  a^,  «^  •  •  •  ««  zu  einander  verhalten  wie 
die  {n  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  der  Matrix: 


dx^       dx^ 

•  •  •  0 

dx^ 

dco^_^  da>^_^ 

^«n-1 

dxi       dx^ 

dx^ 

Sie   sind   demnach  durch  (o^,  «2 '  *  *  ^n— 1   bis   auf  einen  gemeinsamen 
Factor  völlig  bestimmt. 

Die  betrefiende  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  hat 
daher  die  Form 
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i   ^0)^ 
CXi 

dx^                dx^ 

1  dto^ 

diOf               .      dat^ 

dxi 

•     • 

dx^                dx^ 

•     • 

l^'^n-l           ^«»n-l 

CX^ 

dx^              dx^ 

cf 

df                  df      , 
= —       •  •  •    = — 

i  dx^        dx^ 


dx. 


0. 


Wir    wollen    auf    unsere    lineare    partielle    Differentialgleichung 
änderUcher  ^f  «=  Q  eine  Transformation  ausführen,  indem  wir  neue  Veränderliche 


Einführuug 
neuer  Ver- 


•C|    •     •A'c 


Xn    vermöge  der  n  Gleichungen: 

Xk  ■=  *Pk{Xi,  Xf'-'  X»)  (t  =  I,  x 

einführen.     Dadurch  geht  Af  über  in: 

df     ,     ,^.   cf 


«) 


df 


(vgl.  §  2  des  14.  Kap.).     Die  neue  Differentialgleichung  lautet  also: 
Äf^E  Ax^  ö-^  +  AxJ  §—,  +  •  •  •  +  -4rr„'  ^-A  =  0, 

worin  natürlich  Ax(  '=^  A^>^^  -  -  Ax^  =^  Atpn  durch  a:/,  o;/  •  •  •  x,'  aus- 
zudrücken sind.  Für  jede  Function  /'  besteht  demnach  vermöge  der 
n  Gleichungen  Xk  =  ^>k  die  Relation 

Af  =  ^r    . 

identisch.  Insbesondere  ist  also,  wenn  ci  eine  Lösung  von  Af=0 
ist,  mit  AiD'^Q  auch  -4'©  ^^  0,  sobald  gj  in  den  neuen  Veränder- 
lichen X   geschrieben  wird.     Daher: 

Satz  1:  Führt  man  in  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af  =  0  in  den  Veränderlichen  Xy'  - '  Xn  nette  Veränderliche  x^  -  -  Xn  ein, 
so  geht  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  Af  =  0  durch  Einführung 
der  neuen  Variabein  in  eine  Lösung  der  neuen  Differentialgleichung  über. 
Erhalten  dabei  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  cöi(a;)-*G}«_i(a;) 
von  Af=^  0  die  Formen  ^i(x)  •  •  •  u)n^i(x')j  so  erhält  Af  =^  0  in  (fen 
X   die  Form 


äj=2j± 


dxi  dx^  ^ x^^y  dx^ 


0. 


Wenn  nun  insbesondere  die  transformierte  Differentialgleichung 
A'f=0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  q  wieder  die  ursprüng- 
liche Form  hat,  wenn  also 
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Äf^,(,A')M;  + ■■■  +  -.(.'!)  U-^  H 

ist,   so  hat  Äf=0  offenbar  die  n —  1   von   eioander  unabbäcgigen  ^^| 

Lösungen  w,(;c')  ■  ■  ■  ti)„_i(x'),  die  aus  m^{x)  ■  ■  ■  ta,_i(x)  einfach  dadurch  ^^H 

hervorgehen,    daas    man    überall   x    statt   x   schreibt.     Da   nun    auch  ^^| 

äi{x')  ■  ■  •  m„—i (x)    n  —  1    von    einander   unabhängige    Lösungen    von  ^^| 

.-lY=0  sind,  so   müssen  diese   Functionen   von  jenen  sein,   d.  h.  es  ^^M 

bestehen  li  —  1  Identitäten  von  der  Form:  ^^M 

rä,(j;/-  -.r/}  =  ß,.(ro|(a:')---ra.-i(a;'))  ^| 

oder  also,  es  bestehen  vermöge  der  TraosformatioQ  xt  ^  tpti^:)  gewisse  ^^H 

M  —  1  Relationen  von  der  Form  ^^^| 

cai{x,  •  ■  ■  x^)  ^  £li(a^{z'~)  ■  ■  ■  a„—i{3-'))  ^^^M 

,  oder,  nach  den  a{x')  aufgelöst:  ^^^M 

i  (l)                      (Oi(xi  ■  ■  ■  x:)  =.  TTiC©,  (-f)  ■  -  ■  M.-i  (x))  ^^1 

Jede  Lösung  ta{x)  von  Äf=0   wird   dann   durch  die  Transformation  ^^H 

Xi   =  <pk(ß)  wieder  in  eine  Lösung   von  Af=^0  übergeführt,   nur  ist  ^^H 

überall  x'  statt  x  geschrieben.  ^^H 

Wenn  andererseits  n  —  1  solche  Relationen  (1)  bestehen,   so  hat  ^^H 

A'f=  0  die  Lösungen  (o,(x)  ■  •  ■  (a„_i(y),  d.  h.  A'f  muss  bis  auf  einen  ^^| 

unwesentlichen  Factor  p  die  Form  von  Af=  0  haben,  nur  dasa  Überall  ^^H 

x'  statt  X  geschrieben  ist.  ^^H 

Wir  können  also  sagen:  ^^H 

Satz  2:  Eine  linrare  partteUe  THfferentiahßeidiunij  Af=0  bewahrt  ^^| 

dann  und  tmr  dann  hei  Einfäiirung  neuer   Variabein  ihre  Form  bis  auf  ^^| 

einen  unwesentlichen  Factor,  wenn  diese  Transformation  jfide  Lösung  von  ^^| 

Af^O  wieder  in  eine  Lösung  von  ^/'=0  überf0trl.  ^^^ 

Hiernach  ist  es   gerechtfertigt,  zu  sagen;    die  Dilferentialgleichutiiil^'^^^ 
Af=0   gestattet    eine   vorgelegte   Transformation,   sobald   diese   Trans-    i^^ 
formation  ihre  Lösungen  unter  einander  vertauscht. 

Geometrisch  gedeutet  kommt  dies  darauf  hinana,  tlass  die  Transfor- 
mation Xi  =  T*{.<i  •  -  ■  J.)  im  Baume  fj-,  ■  ■  ■  r,)  die  Punkte  einer  jeden 
Chai-akteristik  <a,  ^  Cunät.,  -  ■  ■  (i>,_i  =  Cnnst.  von  Af=  0  wieder  in  die 
Punkt«  einer  ihrer  Charakteristiken  überftlhvt,  kürzer  gesagt,  die  Charak- 
teristiken nnter  einander  vertauscht. 

Beispiel:     Sei  i 

Föhren  wir  die  neuen  Veränderlichen 


A/=0 

I 
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Xy     ^=*  fl/g  j         X^    =   Xi  y         X^     =   X^ 

ein.  so  kommt: 


oder: 


rf==x'  ^f    \  x'^f      V'  +  g^^'  df 


Also  bewahrt  Af  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  seine 
Form.  (Insbesondere  ist  hier  p  «=»  1.)  Daher  führt  unsere  Trans- 
formation jede  Lösung  in  eine  ebensolche  über.  Dies  lässt  sich  yeri- 
ficieren:  Af=^0  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

^jfi        dx^  x^  dXf^ 


X\  X»  X\      "^      % 

und  dies  giebt  integriert  zunächst: 


'  *  =  Gonst. 

x^ 


Ausserdem  ist: 

Integriert: 

^i^  +  ^i  +  ^3*  =  Const. 

Deuten  wir  x^,  x^^  x^  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten^  so  stellt: 

-  *  =  Const. 

X, 

die  Ebenen  durch  die  o^s-Axe, 

Xi^  +  ^2"  +  ^3^  ■=  Const. 

die  Kugeln  um   den  Anfangspunkt  dar.     Ihre   00^  Schnittkreise  sind 
die  Charakteristiken  von  Af  «==  0.     Die    angewandte   Transformation: 

»^j   —        ^2>     »'-a  ^^  **'i>     "^a  """  •*'3 

aber  ist  eine  Rotation  um  die  a^g-Axe  mit  der  Amplitude  —,    Offenbar 

vertauscht  sie  die  Charakteristiken  unter   einander.     Die  allgemeinste 
Lösung  der  Differentialgleichung  Af=^0  lautet: 

Offenbar  wird  sie  von  der  Transformation  wieder  in  eine  Lösung 
verwandelt. 


Kiileiiuin  dtifiir,  dasa  -if^ 
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2.     Kriterium   dafür,  dasa   Af^-O   eine    eingliedrige  Gruppe    Uf 
gestattet. 
Ea  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af^O 
»rgelegt  und   ea  sei  Uf  die   infinitesimale  TrauBformation   einer  eia- 
liedrigen  Gruppe  iu  x,,a^---a:,.     Die   endlichen  Gleichungen    dieser 
nippe  lauten  (nach  Theorem  26,  §  2  des  14.  Kap.): 

!)  X,'  =  ^.  +  I  Ux,  +  i^  UUx.  +  -  - . 


Wir  werfen  die  Frage  auf,  tvatin  die  lineare  partielle  Differential- 
eichung  Af  =  0  alle  Transfonnationen  der  Eingliedrigen  Gnij^  Uf 
«iattet. 

Es  mögen  m^,  at,j-  ■  •  io„—i  n  —  1  von  einander  unabhängige  LÖ- 
ingen  der  Gleichuug  Af  ^  0  aeiu.  Nach  den  Eut Wickelungen  dos 
in'gen  Paragraphen  gestattet  ^^=0  die  allgemeine  Tranaformatiüu 
[)  der  Grnppe  Uf  dann  uud  nur  dann,  wenn  jedes  o,-,  geschrieben 
I  den  neuen  Veränderlichen  x^  •  •  ■  x^' ,  die  Form  hat: 

o,(:r,'-  ■  ■  x„')  =  Tf'j(Oi(a;,  •  ■  - 1,,),  ■  ■  ■  ia„—i{x^  ■  ■  ■  j.,,)] 

a  iässt  sich  aber  die  linke  Seite  nach  Theorem  26  entwickeln  nach  l, 
>dasB  kommt: 

a,(x^  ■■■x„)+  I  UB>i{x^  ■•■x,)-i =  W.^m^{x)  ■  -  -  o>,_,{x}). 

E  eine  solche  Relation  identisch   bestehen  soll  für  jedes  t,   so  folgt 
tßäcbst  als  notwendige  Bedingung,  daas  die  Utii  die  Form  haben: 

l)  UfOi  =  ß;(ro,  ■  ■  ■  ffl^i) 

((-i,*--ti-i), 
ies  Kriterium  ist  aber  auch  hinreichend,  denn  nun  ist  aueh 


n.  etisni 


vv.,=  ™,  =  2?^'  ""'^^'^i^,. 


^Banfalla  eine  Function  von  ra,  ■  ■  ■  0,^1  allein,  u.  s.  w. 
Satz  3 :   Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  gestattet 
le  Transformationen  der  eingliedrigen  Grvppe  Of  dann  und  nur  dann, 
mn  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  ej,  ••■  o.-i  der  Differen- 
alglei(^t^en  Relationen  erfüllen  von  der  Form: 


[/ta(^fl,(o 


-.) 
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Wie  im  Falle  zweier  Veränderlicher  (§  2  des  6.  Kap.)  liegt  offenbar 
auch  hier  in  n  Veränderlichen  die  Redeweise  nahe:  Die  Differential- 
gleichung Af=^  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf^  sobald 
U(o^  •••  ü(On—i  sämtlich  wieder  Lösungen^  also  Functionen  von  o^  •••  m^i 
sind.     Daher  können  wir  Satz  3  auch  so  aussprechen: 

Satz  4:  Die  Differentialgleichung  Af^^O  gestattet  die  eingliedrige 
Gruppe  JJfy  sobald  sie  ihre  infinitesimale  Transformation  Uf  sdbst  jnMssL 

Beispiele.  1,  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Af=  il  +  ^/  +  IL  =  0 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe: 

^'  —  ^1  ex,  "t"  ^^  ex,  "t"  ^-^  ex, ' 
denn  Af  besitzt  das  Lösungensystem: 

und  es  ist: 

U(Oi  ^  Xi  —  aTj  ==  ^i>     Uco^  ^  «>2* 

Auch  geometrisch  ist  dies  einzusehen,  denn  die  Charakteristiken  you 
Af=  0  sind,  wenn  x^,  x^j  x^  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bedeuten, 
alle  Geraden 

^1  —  H  *=  Const.,     x^  —  a:;,  =  Const., 

d.  h.  alle  Geraden  parallel  der  Geraden 

X^  ^=  X^  =  X-^, 

Die  von  den  Charakteristiken  erzeugten  Flächen  sind  also  Cylinder- 
flächen.  Offenbar  werden  dieselben  von  jeder  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  IJf,  nämlich  von  den  Ähnlichkeitstransformationen 
vom  Anfangspunkt  aus,  in  ebensolche  übergeführt. 

2.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

-/x/  :   Xa  TT —    Xt     r         .    =^    U 

'  *  öXy^  ^  ex^ 

gestattet  dieselbe  eingliedrige  Gruppe: 

'  ^  ox^    '      "  tx^    ^      •*  Cx^ 

Af=0  besitzt  nämlich  die  Lösungen: 

»1  =  ^i^  +  ^aS     «2  =^  ^3 
und  es  kommt: 

Ucoi  ^  2^1*  +  2iP2*  ^  2(0,,     Uco^  ^2  x^^m^. 
Interpretiert   man   die  Differentialgleichung    Af=0   geometrisch,   so 
findet  man,  dass  ihre  Charakteristiken   die  Kreise   sind,  deren  Mittel- 

i 
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nkte  auf  der  Xj-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu  dieser  Axe  senk- 
ihi  sind.    Jede  ähnliche  Vergrösserung  vom  Anfangspunkt  aus  führt 
len  derartigen  Kreis  in  einen  ebensolchen  über. 
3.  Beispiel:     Sei 

Af^x  —A-x  -^4-^4.-^  =  0 
'  ^  dx^  ^^    ^  dx^    "^  dx^    "^  dx^ 

i  Differentialgleichung.  Sie  gestattet  alle  Transformationen  der  Gruppe: 

nn  das  zu  Af  =  0  gehörige  simultane  System  : 

dXi dx^ dx^        dx^ 

X^  X,  1  1 

fert  die  Lösungen: 

öl  =  ^ ,     Og  =  a;g  —  0:4,     CO3  =  lg  Xi  —  0:3 

d  es  ist: 

C/cöi  =  0,     üm^  =  0,     J7os  =  1. 

Der  Satz  3  kann  praktisch  nur  dann  anirewendet  werden,  wenn  Kriterium 

•  ^  .  d»ftt',  das« 

i   System   Lösungen    von  Af^=0   schon  bekannt  ist     Es  ist  nun  ^/=o  die 

•^  ®  '  Gruppe  Oy 

cht,  ein  Kriterium  von  solcher  Form  m  geben,  dass  es  anwendbar  ist,  gestattet. 
ch  wenn  man  keine  Lösung  der  vorgelegten  linearen  partiellen  Differen- 
Igleichung  Jcennt.     Wir  erinnern  an  das  analoge  Verfahren  im  Falle 
=  2  (§  2  des   6.  Kap.).     Wir  bilden  wie  damals  den  Elammeraus- 
Lick  (ÜA).     Derselbe  hat,  da 

n  n 


1  *  1  * 

,  die  Form  (vgl.  §  3  des  10.  Kap.): 

(UA)  =  U{Af)  -A{Uf)  =  ^k  (Ua,  -  A^,)  ^ 


1  * 


Gesetzt  nun,  Af^^O  gestatte  die  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  es 
!en  oj,  •  •  On—i  ein  System  von  (n  —  1)  von  einander  unabhängigen 
•sangen  von  Af  =  0,  Nach  Satz  3  ist  dann  jedes  U(Oi  wieder  eine 
•sung,  also  A{U(Oi)  ^0.  Wenn  wir  in  unsere  vorstehende  Formel 
E  c3i  setzen,  so  kommt  daher,  indem  auch  AtOi^O  ist: 

0  =  ^(i[7«,-^6.)|j 


1  '* 


(,  =  1,  2-  .  .  n— 1), 

h.  Wj    ••  (On—i  sind  auch  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  f 
r  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 
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n. 

die  sieb  kürzer  auch  so  sehreibt: 

{Uf,  Af)  =  0. 

Nach  einer  zu  Anfang  des  §  1  gemachten  Bemerkung  kann  sich  mithin 
{TIA)  nur  um  einen  Factor  von  Af  unterscheiden ,  es  ist  daher  för 
jedes  f\ 

(4)  {UÄ)  ~  p(x.  .  •  •  x,)Af- 

Wenn  nun  umgekehrt  zwischen  Uf  und  Äf  eine  solche  Beziehung 
(4)  für  jedes  /*  identisch  besteht,  so  gestattet  auch  -4/'=0  die  in- 
finitesimale  Transformation    IJf.      Denn    dann   giebt   (4),    ausfOhrUch 

geschrieben: 

U{Af)-A{Uf)  =  QAf, 

für  f^  (Di,  da  ÄGfi^O  ist: 

Ä{U(Di)^0, 

d.  h.   Ucoi  ist  mit  (Oi  eine  Lösung  von  Äf  «=  0. 

Theorem  29:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  dann  und  nur  dann,  wenn  eine  Relation  von  der  Form: 

h\Af)  -  A(Uf)  =  q{x,  ■  ■ .  x,)Af 
oder,  kürzer  geschrieben,  von  der  Form: 

identisch  besteht  für  alle   Werte  von  f. 

Veriücieren  wir  dies  bei  unseren  drei  obigen  Beispielen. 
Beispiele  1,  Beispiel: 

Af-^.SJ  +i^/-  +  5-<^  =  0, 

Hier  ist,  wie  die  Ausrechnung  sofort  zeigt: 

{VA)~-  Af, 
also  9  ^  —  1. 

2,  Beispiel: 


^f-"  '^'  cw,  +  ^^  ^x,  +  -^'3  hx. 


Es  kommt  hier: 
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3.  Beispiel: 

'  *  OX^      *         *  OX^ 

igenscheinlich  kommt  hier  ebenfalls: 

iUÄ)  =  Q. 

In    den    beiden    letzten  Beispielen  ist   (IJA)^0,     Daraus  folgt,  ^®'^^^ 
3s  in  diesen  Beispielen  auch  umgekehrt  die  lineare  partielle  Differen- 
Igleichung    Uf=0   die    eingliedrige    Gruppe   Af  gestattet.     (Man 
rgleiche  §  3,  6.  Kapitel.)    Prüfen  wir  dies: 

2,  Beispiel:     Hier  lautet  die  neue  Differentialgleichung: 

'  *  dx^    '      ^  dx^    '      ^  ox^ 

d  die  infinitesimale  Transformation: 

j^_       df  df 

^  =  0  hat  die  Lösungen : 


d  es  ist: 


A(o,^x^^  +  x^^^  =  \  +  (o^\ 


ä  1    CO, 

Jjl  (Qo,  zzzz  Xo  —      r:  —  , 


x^         coj 


h.    Uf  =  0    gestattet    in  der  That  Af.     Geometrisch   gedeutet   im 
lume  (x^,  X2,  Xq)  hat  Uf=0  die  Geraden  durch  den  Anfangspunkt 

Charakteristiken.    Af  ist  eine  infinitesimale  Rotation  um  die  rTg-Axe. 
e  führt  natürlich  jede  dieser  Geraden  in  eine  ebensolche  über. 
3.  Beispiel:     Die  neue  Differentialgleichung 

Uf=x,P^+x,P^  =  0 
'  ^  öx^^    '      *  cx^ 

t  in  Xyj  x.^y  x^y  Xj^  die  drei  Lösungen: 


X, 


e  soll 


^\  -■=  -z:  1     G'a  =^  ^3  ^     0^3  =  ^4 


Af=         ^f  A.  Sf     ,      9f     ,      9f 


der  Gruppe    XJf, 
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gestatten.     In  der  Tbat  ist  hier: 

AB>^  _^-  0,     Aa^  -1-  1 ,     j4(0j  :h  1. 

Der  soeben  an  zwei  Beispielen  betrachtete  Specialfall  (UA)=(i 
kann,  wenn  der  Symmetrie  halber  statt  Af  das  Zeichen  Vf  benuttt 
wird,  so  in  einem  Satze  ausgesprochen  werden: 

Satz  5:  Ist  der  Klammeransdrvck  (UV)  iderUiach  JVwU,  to  gi- 
stattet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Uf-=0  die  eingliedrigt 
Gnippe  Vf  d)ensouofil ,  als  die  lineare  partielle  Differentialgleidimj 
Vf=-=0  die  eingliedrige  Gruppe  Uf. 

0-  Die  Relatioa  ((7F)  ^  0  bedeutet,  wie  wir  wissen  (Satz  12,  g  4  d« 

[I.  14.  Kap.),   dass  jede   endliche  Transformation  S  der  eingliedrigen   Gruppe 

Uf  mit   jeder   endlichen   Ti-anaformation    T   der  eingliedrigen    Grappe    Vf 

Tortanacbbar  ist.     Die  Charakteristiken  von    Vf=0   sind    die  Bahncurren 

'    Charakteristiken    von    Vf  ^  0    die    Bahncnrven    der 

Gruppe  Vf.  Betrachten  wir  nun  eine  der  ersteren 

Charakteristiben    t,    (Fig.    29).      Es    sei   p    ein 

Punkt    derselben.      Führen    wir    auf    ihn    «ine 

Transformation  S  der  Gruppe    Uf  ans,   so  gebt 

er  in    einen  anderen  Punkt  (p,)  =»  (p)  S  auf  t| 

Ulier.     Wird  alsdann  eine  Transformation  T  der 

Gruppe     Vf  ausgeführt,    so    geht    p,    in    «nen 

Punkt    (p,')  '=  (p,)  T   der  durch   p,    gehenden 

Charakteristik  V  von    r/"=  0  Über,    Wecheeln 

wir   die  Reihenfolge   ST  in  TS,    ao  wird  p  lu- 

nächst  in  einen  Pankt  (;>')  ^  (p)  T  der  durch  p 

gebenden    Charakterislak    ft,    von    (//"=  0    und 

dann  vermöge  S,  weil  ST  ^  TS  ist,  notwendig 

I  nach  j),'   gelaageii.      Es    muss    also  p^'   auch    auf    der   durch  p    gehenden 

Charakteristik  t,'  von    r/'=0  liegen. 

Hiemacb  ist  klar,  dass  jede  endliche  Transformation  T  der  Grappe  Yf 
die  ffanjse  Charakteristik  *,  in  die  Charakteristik  }^^'  von  l'f^O  Ober- 
fOhrt,  d.  h.  dass    Uf=0  die  Gruppe    V'/"  gestattet  iimi  umgekehrt. 

Damit  haben  wir  eine  anschauliche  Begründung  unseres  Satzes  G  ge- 


g  3.     Af=(i  geetattfl  mehrsre  inflniteeimale  TraneformatioiMiL 
Jetzt   nehmen   wir   an,   die   lineare   partielle  Differentialgleichung 
I  Af^O  gestatte  zwei  infinitesimale  Transformationen   ü/"  und   Vf, 
Nach  Theorem  29  des  vorigen  Paragraphen  ist  dann  etwa: 
{UA)  =  eAf,    (VA)^aAf. 
[  Hieraus  können  wir  nun  einen  merkwürdigen  Schluss  ziehen.    Wir  haben 
I  in  g  4  des  10.  Kapitels   die   sogenannte  Jacobi'sehe   Identität  kennen 
b  gelernt,  und  diese  wollen  wir  jetzt  anwenden.    Danach  ist  nämlich: 


'  Af^a  gestatte  mehrere  infiniteBitDale  TraoeforraaUonen. 

(.(VV)A)  +  {(rÄ)ü)  +  ({AV)Y)^(i, 
I  noch  Obigem: 

^{Vr)A^  +  {„A,  ü)  +  (-  fA,  V)  s  0. 
da  e  nnd  q  von  f  frei  Bind: 

(_aA,  U)=-       <5{AU)  -  Va-  Äf, 
{-  qA,  V)  =    -  pM  V)  +  Tp  .  Af 


-  öp  A/' —  Ua  -  Af, 
f<,Af+VeAr, 


ler  also; 

(€A,  U)  =  - 

C-  eA,  V)  = 

idass  die  Identität  entsteht: 

{{UV)A)=.  üaAf—  Vff-Af 

r={lJo—    VQ)Af. 

ieriu  ist   11 6  —  I'p  eine  Function  r  von  a'i  ■  ■  ■  .'r„.  sodass  koiiinit: 

7F)   ist  ebenso   wie   Vf  und   Vf  eine  infinitesimale  Transformation,  x 
Dsere  Belation  sagt  alao  nach  Tbeorem  29  aus,  dass  die  DifFerential- '; 
eichung  Af^^Q  auch  die  infinitesimale  Transformation  {W)  gestattet, 
Tbeorem  30;     Gestaltet    die    lineare   parlielte   Differential- 
'■eichung  Af=0  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Lf  und  Vf,  30  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transfor- 
hHon  (PF). 
Wir  haben   also  ein  Mittel,  um   aus   zwei   infinitesimalen  Trans-  ^ 
atioaen   Uf,   Vf  der  Gleichung  Af=  0  eine  neue  (JJV)  derselben  ,1 
ue   Schwierigkeit  abzuleiten.     Es  darf  nicht  überraschen,  dass  dies  " 
terhaupt   möglich   ist,    denn   kennt  man   z.  B.   zwei   endliche   Trans- 
rmationeu  S,  T,   welche  Af  =  0  gestattet,  so  lüsst  diese  Gleichung 
icb  ihre  Aufeinanderfolge  Sr,  ferner  Ä'7",  TS,  T-^  ST u.&.m. -im,  also 
De  ganze  Anzahl  neuer  Transformationen.    Jede  infiniteeimale  Trans- 
tmation   Uf,   Vf  definiert  aber  oc'   endliehe  Transformationen.     Ana 
esen  endlichen  lassen  sich  neue  zusammensetzen,  die  nicht  notwendig 
in  üf  oder  K/"  erzeugt  werden,  unter  anderen  nach  unserem  Theorem 
ich  alle,  die  der  eingliedrigen  Gruppe  (UV)  angehören. 

Doch  liefert  das  in  Theorem  30  gegebene  Verfahren  nicht  nol- 
endig  stets  wirklich  neue  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung 
f^O.  Man  bedenke  nämlich,  dasa  nach  Theorem  29  des  §  2  die 
leichung  Af^  0  mit  Vf,  Vf  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
B  der  Form 
aUf-\-bVf+  lAf 


I 


I 
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gestattet^  wenn  a,  b  Constanten,  A  eine  beliebige  Function  von  x^—Zn 
bedeuten;   denn  es  ist 

(aUf+bVf+  XAf,  Af)  =  (ap  +  h6  —  Äl)Af 

und  aQ  -\'h6  —  Ak  eine  Function  von  ar^  •  •  •  x».     Wenn  wir  also  den 
Klammerausdruck  {UV)  bilden  und  finden,  dass  er  die  Form 

aUf+hVf+  XAf       («,6  =  coi«t.) 

hat,  so  werden  wir  die  infinitesimale  Transformation  (JJV)  gar  nicht 
als  eine  neue  betrachten. 

Wenn  nun  aber  (JJV)  nicht  diese  Form  hat,  so  benutzen  wir 
(JJV)  als  neue  infinitesimale  Transformation  IT/"  der  Gleichung -4./*=  0 
und  können  nach  Theorem  30  durch  Bildung  der  Klammerausdröcke 
{VW),  {VW)  eventuell  zu  neuen  infinitesimalen  Transformationen 
gelangen,  welche  nicht  die  Form 

aUf+hVf+  cWf+  XAf  (a,6,c  =  Con,t.) 

haben,  u.  s.  w. 
Bttiipiei.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

'  CX^     '     CX^     '     CX^ 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

denn  es  ist,  wie  die  Ausrechnung  lehrt: 

{UA)^-^Af,    {VA)  =  —  2x,Af. 
Wir  bilden  nun 

Wf={ÜV)^x*l^^+  X,'  l{-^  +  {x,x, -^  x,x,  -  x^x^)  11^- 

Diese  infinitesimale  Transformation   ist   neu.     Dass  Af^=^  0  dieselbe, 
wie  es  sein  muss,  gestattet,  ergiebt  sich  aus: 

{WA)=-'2x^Af. 

Wir  können  nun  {UW)  und  {VW)  bilden.    (17 TT)  giebt  nichts  neues, 

denn  es  ist: 

{UW)^  Wf. 

Aber  es  kommt,  da  offenbar 


Vf=Wf+{x,~x,)l^ 


und  (Tl'Tr)  =  0  ist: 


Af  ^=  0  gestatte  mehrere  infinitesimale  Transformationen.  321 


Xf^  {VW)  ~  ({x,  -  a;,)  g,  Wf) 


Auch  diese  infinitesimale  Transformation  Xf  lässt  -4/*  =  0  invariant, 

denn  es  ist: 

(XÄ)  =  0, 

u.  s.  w.  Es  wird  zweckmässig  sein,  statt  der  beiden  umständlichen 
Transformationen  Vf  und  Wf  die  einfache  Wf  —  Vf  und  TT/*  zu  be- 
nutzen. Unsere  Gleichung  gestattet  also  die  folgenden  infinitesimalen 
Transformationen : 

UJi=Wf^Vf)={x,-x,)^^, 

UJ{=Wf)  =X,^j^^+X,^j^^  +  {X,X,  +  X^X^  —  ^2^z)j^^y 

UJ(^  Xf)  =  (x,  —  x^)  (x,  —  ^3)  ^  -  (^1—^3)  {^2  —  ^3)  ^ 
u.  s.  w. 

Man  kann  also  mit  Hülfe  des  Theorems  30  aus  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gleichung  Äf «»  0  unter  Umständen 
weitere  ableiten.    Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  so  r  infinitesimale  »*  ^^'  Trf. 

'  von  A/  =  0. 

Transformationen 

U,f,     UJ,     ■■■     Urf 
gefunden,  sodass 

{U,Ä)  =  X,Af,    {U,A)  =  k,Af,    .-.     (UrÄ)^krÄf 
ist. 

Zwischen  diesen  infinitesimalen  Transformationen  werden  nun 
möglicherweise  Relationen  bestehen.  Zunächst  nehmen  wir  als  selbst- 
verständlich an,  dass  keine  der  Transformationen  selbst  die  Form 
oAf  hat,   denn  dann  wäre  sie  eine  triviale  Transformation  der  Glei-'^^^^^  »"'• 

'  '  Trf.  Ton 

chung  Af^=0,    da  diese  jede  infinitesimale  Transformation   gAf  ge-    ^Z^« 
stattet.     Es  wird  danach  zwischen  Af  und   Uif  keine  Relation 

kAf+  iiUJ=0 

bestehen,  in  der  A,  ft  Functionen  der  x^'  -  '  Xn  bedeuten.  Unter  den 
infinitesimalen  Transformationen  üg/"  •  •  •  Urf  wird  vielleicht  keine, 
eventuell  aber  auch  wenigstens  eine,  sagen  wir  U^f,  existieren,  die 
keine  Relation 

liie,  DifTcrontialgleicbungou.  21 
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erföllt.     Alsdann  ist  unter  U^f 
banden,  die  keine  Relation 


Urf  vielleicht  auch  eine,    J7^,  vor- 


XAf-\-iL,VJ+fi^V^f+t^U,f^O 

erfüllt,  u.  s.  w.,  kurz  wir  werden  annehmen  dürfen:  Unter  U^f-  -  •  Urf 
seien  q  infinitesimale  Transformationen  Uif  •  •  •  U^f  yorhanden,  welche 
keine  Relation  von  der  Form 

in  der  A^;  f4  *  *  -  f^^  Functionen  der  ^|  -  •  •  x»  oder  Oonstanten  bedeotai^ 
erfüllen.  Dagegen  drücke  sich  jede  der  übrigen  U^if*  -  •  Urf  durch 
Äf  und   Ulf '  •  •  Ufjf  aus: 


(5) 


U^f=  w^i  UJ+  u,^,U,f+  . . .  +  u,^U,f+  v,Af 

(.•=l,2...r~e). 


Xnf   eyentnell 


wo  die  Ua,  m.2  •  •  •  Wj^,  v,-  gewisse  Functionen  von  x^  -  • 
auch  nur  GonstanteU;  sind.  Diese  Relationen  lassen  sich  natürlich 
immer  aufstellen:  Man  entscheidet  durch  Determinantenbildung,  wie 
viele  der  Transformationen  Uif'--  Urf  keine  derartige  Relation  er- 
füllen.    Ist  nämlich  allgemein: 


^^f=^  ^1  ai;  +  ^«  ä^  +  •  •  •  +  ^»  a^ 


und 


^^=«i|^  +  ««Ä  + 


so  untersucht  man  die  Unterdeterminanten  der  Matrix: 


a 


1 
11 


a< 


«n 


fel2         •  •  •       fein 
«21         wM        •  •  •       «2» 


In      S 


r2 


brn 


Angenommen,  es  verschwinden  alle  mehr  als  {q  +  l)-gliedrigen  Unter- 
determinanten, dagegen  nicht  alle  (q  -|~  l)-gliedrigen,  so  besteht  zwischen 
den  zu  ihr  gehörigen  (>  +  1  Ausdrücken  aus  der  Zahl  der  Af,  U^f'-  Urf 
keine  Relation  und  die  übrigen  drücken  sich  durch  diese  aus.  Würden 
jene  (^  -|-  1  Ausdrücke  nicht  auch  Äf  in  sich  enthalten,  so  drückte  sich 
Af  durch  diese  aus.  Vermöge  der  betreffenden  Relation  liesse  sieh 
dann  einer  der  q  -{-  l  Ausdrücke  durch  die  übrigen  und  Af  und  somit 
auch  jeder  Ausdruck  Uf  durch  jene  q  übrigen  und  Af  darstellen. 
Demnach    können  wir   immer    erreichen,   dass   zwischen  Af  und 


Af- 


iuliiiilesinialu  Trausf 


etwa  Ulf--  Ugf  keine  Relation   besteht,   während  die  U^^f  ■ 

ein  algebraisch  zu  berechnenden  Formen  (5)  haben: 
;5)  f7^/'=«„P,/-+  u„V,(+  ■■■  +  v,„V,f+  „Af 
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Wir  werden  nun  zeigen,  dass  die  m,i  ■  ■  - «,;, ,   wenn  aie  nicht  nur^^' 

Constanten  sind,  Lüstaigen  unserer  Gleichung  Äf^O  sein  müssen.        ' 

Da   nämlich   U^f  -  ■  •  Urf  sämtlich   von  ^^=0  gestattet  werden,*''" 

ät  jeder  Ausdruck    Ufa,   sobald    m    eine    Lösung   vou   Af:=0   ist,  « 

ibenfalls  eine  Lösung  (Satz  '6,  §  2).    Seien  nun  co,  ■  ■  ■  o«-i  ein  Syetem 

lösungen  der  Gleichung  Äf  ^  0,  so  iat  jede  Löauug  von  Af  ^  0  eine 

Tunction  derselben,  alao  auch  jedes  Ujmi,  e 

Wir  setzen  in  (5)  f  gleich  i<}i,~(d,  •  ■  ■  ( 

Ata^  ^  Am^  ^  ■  •  • 


üt: 


[  U^to, 
I  f^M*^ 


^  ttf  1 U^  Uf  +  u,-g  UjCOj  -f 


Dann 

komm 

•  ■  +  ». 

CT,«. 

■■  +  «.,P,», 

t,  J« 


16) 

l  D"p+(Oj,-i^  Un  D",ra„-i  +  Uli  U^(On-i  H [-  «((•  f't'Oii-t- 

Sa  fliad  dies  n  —  1  lineare  Gleichungen  fQr  die  Grössen  u,,,  U{g---u,-^. 
Alle  Coefficienten ,  sowie  die  linken  Seiten  sind  Functionen  der  Lö- 
sungen to^  ■■•  a„_i.   Sicherlich  sind  nicht  alle  p-reihigen  Determinanten 


d«r  Matrix  dies 

er  GleicliuDgeu; 

1   U,o,       I/,BI,      . 

.      U, 

£/,»,      ll.c,     . 

.      V, 

I  f7iO„_i  U^a^,...      U^to,-,  I 
gleich  Null,  denn  sonst  gäbe  es  q  Functionen  ^i,i^i-  ■  ■  /i^,,  sodass: 

-li^i^i      H-'t^f^^ra,      +■..  +  X^U^m^      =0, 


wäre,  d.  h.  sodass  die  lineare  partielle  Difierentialgleichang: 

i^uj -\- i^uj -\ \-i,,u^f=o 

dieselben  Lösungen   ra^  •  -  •  ra»— i   wie  Af^O   hätte,    ihre   linke   Seite 

also  (vgl.  §  1)  von  Afiiar  um  einen  Factor  unterscheiden  könnte, 

•Äfg^eu  die  Voraussetzung  eine  Relation  zwischen  Af  uad  U,f-Ugf 

ide.     Da  also   sicherlich  eine   p-reiliige  Determinante  der  Matrix 

von  (6)  nicht  identisch   Null   ist,  so   lassen  sich  die  Gleichungen  (6), 
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deren  Zahl  n  —  1  hiernach  sicher  auch  ^  q  ist^  nach  Un,  Uit  -  •  •  tc,^  anf- 
losen.  Da  alle  Coefficienten  und  die  linken  Seiten  aber  Fonctioiiei 
von  G)^'  -  G7»_i  sind,  so  folgt:  Auch  Uny  u^s  *  •  *  u«^  sind  Fnnctioneii  dar 
Losungen  o^  •  •  •  On— i;  d.  h.  sie  sind  ebenfalls  Lösungen  der  Gleicho^ 
Af=0. 

Theorem  31:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Äf'^O  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transfer- 
mationen  Uif  U^f-  <  •  Urf  und  bestehen  fwischen  diesen  und  Äf 
einige  lineare  Relationen,  so  kann  man  immer  diese  Relationen 
aufstellen  und  danach  durch  Auflösung  derselben  gewisse  Uf, 
etwa  U^if  '  •  •  Urfy  durch  die  übrigen  Uif  -  "  U^f  und  Af  aus- 
drücken: 

U,^f=  un UJ  +  t*;, U,f+'"  +  uo,  U,f  +  ViAf 

(I  =  1,  2  ...  r  —  0, 

wahrend  zwischen  U^f'-Ufff  und  Af  keine  lineare  Relation 
besteht.  Alsdann  sind  die  Coefficienten  Un,  ii,s  *  *  *  t^^y  wenn  sie 
sich  nicht  auf  Constanten  reducieren,  Lösungen  der  Gleichung 
Af=0. 

Wir  wollen  noch  einen  etwas  anderen  Beweis  hierfQr  erbringen. 
Aus  den  Relationen 

(5)  U^f=UitUJ+  Ui,U^f+  . . .  +  Ui^U^f+  ViAf 

(•  =  1,  8  .  .  .  r  —  (0 

folgt,  wenn  wir  den  Klammerausdruck  (U^,-^)  bilden: 

(U^iA)  =  un{ü,A)  +  Ui,{U,A)  +  '"  +  Ui^(U^A)  - 

—  Aun  '  Ulf  —  Auii-  U^f —  ...  —  Aui^  •  U^f —  Avi  -  Af. 

Af=0  gestattet  nach  Voraussetzung  U^f"'  Urf,  d.  h.  es  ist: 

{U^A)  =  X,Af,    {U,A)  =  l,Af    '^{UrÄ)  =  XrAf 

Demnach  kommt: 

k^iAf^E3  {uiik^  +  Uiik^  H h  ti.pA^,)  •  Af  — 

-—  Aun  •  U^f  —  Aui2 '  Uif  —    • Auif,'  U^f —  Avi^  Af 

oder  geordnet: 

{k^i  —  Uiik^  —  Uiik^  — Ui^kf,  +  Av,)  •  Af-^ 

+  Aun  •  UJ+  Aui2'UJ+ h  Auo.  •  U^f^  0. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Relation  zwischen  Af  und  U^fy  U^f  -  "  Uofj 
deren  Coefficienten  gewisse  Functionen  der  Veränderlichen  Xi^x^-Xn 
sind.  Nach  Voraussetzung  existiert  aber  keine  lineare  Relation  zwischen 
Af  und  Uify  Uif'  '  •  U^f    Die  gefundene  Gleichung  kann  also  nur  so 
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bestehen,  dass  ihre  Coefficienten  einzeln  Null  sind.  Demnach  ist  der 
Coefficient  von  Af,  der  uns  übrigens  nicht  weiter  interessiert,  gleich 
Null  und  ausserdem: 

ÄUii  ^  0 ,     ÄUii  ^0,     •  •  •     Auig  ^  0. 

Diese  Gleichungen  aber  sagen  nichts  anderes  aus,  als:  Ua,  tt,a  •  •  •  n,-^ 
sind,  wenn  sie  keine  Gonstanten  werden,  Losungen  der  Gleichung 
Äf  =  0,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Beispiel:     Wir  fanden  in  dem  Beispiel  zu  Theorem  30,   dass  die  Beispiel. 
Gleichung 

Af'-_^  -^-  4-  -^  4-  -^  =  0 
die  infinitesimalen  Transformationen  gestattet: 

UJ  =  {x,  —  a:^)  (ir,  —  x^)  -^  — (^1  ~^3)(^2  -3:3)^. 

Offenbar  besteht  zwischen  Äf,  U^f  und  TJ^f  keine  lineare  Relation, 
denn  es  ist  ihre  Determinante: 


E=0. 


Wohl  aber  lassen  sich  ü^f  und  U^f  durch  -4/*,  ü^/*  und  ü^f  aus- 
drücken. (Hier  ist  also  n  =  3,  r  =  4,  (>  =  2.)  Um  dies  methodisch 
zu  machen,  werden  wir  aus 


1 

1 

1 

^1 

^2 

•^8 

0 

^2           X^ 

0 

o; 


dxi        dXf        d  X. 

-^A-x  -^4-rr  ^-^Uf 
1   aa^i  ^  ^2  aar,  ^  ^3  aar«  —  ^i' ' 

ilie  Grössen  -7^,  -tt^,  -tt-^  berechnen.    Es  kommt: 

cxi^  r  a:, '  a  ajg 

|^= — -^^^^/•+     -—  t/,/- ^—  UJ, 

.£/:  =  __! Tj  f 

.    3a;j  «,  —  o-j     *" 

4-'!  ,-  ^  -  Af  -  -    ^--ÜJ+  -. '^/^  ^  ,  U^f. 

C  X^  iCj  X^  Xy         X^  \Xy        X^)  \X^        X^) 
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Setzen  wir  diese  Werte  in  U^f  und  TJ^f  ein,  so  kommt: 

ü,f=x,x,Af+  {x,-x,)  UJ+  ^5^=^  U,f, 

UJ=  -  x,ix,  -  X,)  Äf+  (x,  -  X,)  UJ+  («.-«.)(^^-H=»-»*.)  uj^ 

Nach  unserem  Theorem  31    müssen   also  hierin  die  CoefiGcienten  Ton 
Ulf  und   U^f  Losungen  von 


Af=  -^  4-  -^  +  i/.  =  0 
'         d  Xi    *^  d  Xf    *^  dXi 


(«1  —  x;)* 


sein.     In  der  That  sind  x^  —  x^,  x^  —  x^  Losungen  und  ^  '  "^    und 


(Xi  —  x^)  (x^  +  a-,  —  2x3) 


Xm    ^~*    jCq 


X^  ^3 


als  Functionen  derselben  ebenfalls  Lösungen. 


Wie  schon  im  Laufe  des  ersten  Beweises  unseres  Theorems  31 
bemerkt  wurde,  ist  die  Zahl  Q  ^n  —  1.  Dies  ist  aber  auch  so  klar: 
Zmschen  Af  und  n  belühigen  Ausdrücken  U^fj  U^f-  •  •  Unf  besMit  stets 
eine  Relation: 

(7)  iiiUJ+^U,f+  • . .  +  ft.  Unf=(iAf, 

denn  ist: 


1 

Ujf=  yi  ^. 


dx,^ 

IL 

dxj 


so  liefert  die  Relation ,  indem  sie  in  n  Gleichungen  zerfallt,  weil  sie 
für  jedes  f  bestehen  soll,  zur  Bestimmung  von  f^n  f^  -  -  -  f^n  und  fi  das 
Gleichungensystem : 

(7')  f*iSi*  +  l^iUk  H h  /A«S«i  =  /*«* 

(*  =  1, 2  •  •  • «). 

Ist  zunächst  die  Determinante 


Sil     §21     •  •  •     §'»1 
■  §12     622     •  •  •     Si  2 

bin      *otn      •  •  •       hnn 


-0, 


so  lassen  sich  ^^  •  •  •  ft;,  aus  (7')  berechnen  in  der  Form 

und  zwar  sind  dann  die  ^^(^i  -  -  -  x„)  ganz  bestimmte  Functionen  von 
Xn.     Diese  Werte  erfüllen  die  Gleichung  (7)  identisch.    Ist  nun 


X 


zweitens  die  Determinante  Null,  so  nehmen  wir  /i  e^  0  an  und  können 
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|t,  -  ■  -  ^,  solche  Werte  erteilen,  dass  (T)  erfüllt  wird.    In  diesem  Falle 
"besteht  schon  zwischen   üif-  ■  •  ü„f  allein  eine  Relation: 

i,,ü,r+f,n,f+---  +  i,.v.f=o. 

Jedenfalls  muss  also  zwischen  «  -|-  1  Symbolen  in  n  Veränder- 
lichen stets  eine  lineare  Relation  bestehen,  und  daher  ist  in  unseren 
obigen  Entwickelungen  sicher  p  ^  n  —  1. 

§  4.     GeometriBCho   Ableitung   des   Ergebnieses,    seine    Umkehrung 
und  Verwertung. 

Unser  Theorem  31  kann  auch  auf  anschaulichem  Wege  gedeutet 
werden,  wenn  man  von  der  geometrischen  Interpretation  der  Veränder- 
lichen Gebrauch  macht.  Wir  wollen  dies  für  den  Fall  ii  =  3  durch- 
fQhren.     Es  bedarf  dazu  jedoch  einiger  Vorbemerkungen. 

Wir  betrachten  einen  Punkt  (x,  y,  e)  des  Raumes  (indem  wir 
Xi,  x^,  «3  jetzt  grösserer  Übersichtlichkeit  der  kommenden  Formeln 
halber  mit  x,  y,  z  bezeichnen).  Wir  wollen  ihm  drei  inliiiitesimale 
Fortechreitungsstrecken  6,^3,  S^s,  Ö^s  zuordnen,  deren  Projeetionen  auf 
die  ic-Axe  d^^x,  d^x,  d^x  seien  u.  s,  w. 

Diese  drei  Strecken  liegen  nach  einem  bekannten  Satze  der  ana- 
lytischen Geometrie  dann  und  nur  dann  in  einer  Ebene,  wenn 
I  *o*     *o»     ^ü^  i 

a,a:    d,y    tf,s  '  =  0 
.  d^x     S^y     S^z 


ist. 


Drt'i  infinitesimale  Transformationen 

df 


Afi 


:  +  ^  ^  +  y 


fe|J  +  %|^  +  s,^ 


+  1. 


f^f 


IL 


ordnen  dem  Punkte  (x,  y,  g)  drei  infinitesimale  FortschreituDgastrec^eu 
ÖqS,  J,s,  d^s  zu,  und  zwar  sind  die  Projeetionen  der  ersten  d^s  auf 
die  x-Axe: 

adt,     ßöt,     ydt 
u.  a.  w.     Die  drei   Fortschreitungsstrecken   liegen  also   dann   und   nur 
dann  fßr  jeden  Punkt  (x,  y,  e)  in  einer  Ebene,  wenn  die  Determinante 
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ist.  OSFeiibar  lassen  sich  auch  ttann  und  nur  dann,  wenn  tli 
leriuiuante  identisch  versclinindet,  drei  Functionen  fi,  ^i,  ft^ 
if,  js  angeben,  sodass 

I  ist.     Also: 

^,!ll'«  ^^^^  *■     ■^*'^'    'ftfinitesimale    Transformationen   Af,    L\f,   Ü,f  im 

nt^'ta""^"""'*  (^'  J/'  '^)   "»"''»P»  fmem  pHtiA/e  allgemeiner  Lage  dann  und  mt 

B^>ifrV   ''*'""   Fortachreitungsstrei3xi\    in   einer  Ebene   eu,   tvenn   mffist^Ktt 

irgend  eine  lineare  Relation 

besteht,     ft,  (*,,  n^   bedeuten  hierbei  drei  nicht  verschwindende  Functionn 
I  der   Veränderlichen. 

taidu  ^*    ^'^ß^   ^'"^  lineare    partielle    Differentialgleichung   Af  =  <i  in 

J'^' '^drei  Veränderlichen  x,  y,  s  vor,     Sie  besitzt  oo'  Curven  des  RaumeK 

C"*'     («,  y,  z)  als  Charakteristiken.    Dieselben  werden  durch  zwei  Gleichungen 

<p{i\  y,  £)  =  Const.,    4'(j',  y,  s)  =  Const, 

definiert.     Af  kann   als   eine   infinitesimale   Transformation   aufgefasat 

werden.    Als  solche  ordnet  sie  dem  Punkt  p  allgemeiner  Lage  {x,  y,  $) 

eine  infinitesimale  Fortachreitungsstrecke  d^s  längs  der  durch  p  gehenden 

Charakteristik  h^  zu.     Af  ^  0   gestatte   zwei   infinitesimale  Transfer 

mationen   Uj'  und   V^f.     Wir   wollen   zunächst   annehmen,  es  besteh« 

keine  Relation  zwischen  ihnen  und  Af,   d.  b.  nach  Satz  6  sollen  P,/ 

I  und   U^f  dem  Punkte  p  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  S^s  und 

d,s  zuordnen,    welche   nicht  zusammen    mit  S^s  eine   Ebene,  sondern 

eine  wirkliche  raumlichi;  £cke  büstimmen. 

Jede    beliebige   Fortschreitungsstrecke   ds    lasst    sich    dann    nach 
dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  in  Coraponenten  Ifings  S^ 
S^s  zerlegen,  sich  also  darstellen  in  der  Form: 
I  (8)  ds  =  t'doS  + »,Ä,s  + t(,a,s, 

wo  V,  »^,  Uj  Functionen  des  Ortes  (s,  y,  £)  sein  können. 

Af  etU^Wt  p  eine  F'ortsch reitung  d^s  längs  h^  mit  den  Componenten 
d„x,  ögp,  d^z  nach   den   drei   Axeii.     Die  Charakteristik  k^,  wird  etw» 
durch-  die  Gleichungen 
i  9(x,  (/.  Ä)  =  a,     ^lx,y.£)  =  b 

f  dargestellt.     Es  ist  dann: 

U»d„i'  +  »l>'(y)ä„y  +  Ji/(e)ö„2  =  0. 
tlle   Puukte  p   von  ka   in    die  Punkte    einer   beuachb) 


J,*, 
t^l 


t9j 
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(10) 


Charakteristik  Jcj^  über.  Sind  S^x^  d^x,  S^x  die  Projectionen  von  8^s 
auf  die  Axen^  so  muss  also  mit 

auch 

fp(x  +  S^Xj  y  +  8^y,  z  +  8^z)  =  Const.  =  a  +  8^a 

sein.     Ahnliches  gilt  für  ^  =»  &  und  wir  haben  also: 

Da  endlich  27^/'  alle  Punkte  p  von  Är^j  in  die  Punkte  einer  anderen  be- 
nachbarten Charakteristik  Tc^  überführt  vermöge  der  Fortschreitung 
S^s  mit  den  Projectionen  S^x^  S^y,  S^z,  so  ist  analog: 

q>{x)S^x  +  q)\y)8^y  +  y'W^s^  =  *2«7 

,tl/{x)8^x  +  !/''(y)*2!/  +  V^'W*«^  =  *26. 

^ia^  d^b  und  8^a,  S^h  müssen  unveränderlich  längs  der  ganzen  Curve 

Aq  sein.     Da  nach  dem  Obigen  die  Determinante 

*o^     *oy     *o^ 

dio;    8^y     8^z    =|=0 

ist,  so  folgt  aus  (9),  (10)  und  (11),  dass  auch  die  Determinante 

S^a    ä^b 


(11) 


d^x 


(12) 
ist. 


^2^       ^2^ 


e|eO 


Wir  wollen  annehmen,  Äf=0  gestatte  auch  die  infinitesimale 
Transformation  Uf.  Diese  erteilt  dann  den  Punkten  p  von  Icq  solche 
Fortschreitungen  ds  mit  den  Projectionen  öx,  dy,  8z,  dass  Ic^  in 
eine  andere  benachbarte  Charakteristik  h 

q>:=^a  +  8a,    ^  =  6  +  d6 

übergeht.     Wie  gesagt,  8s  lässt  sich  zerlegen  in 


(8) 

und  es  ist  also: 

(13) 


Es  kommt  also 


=  vSqS  +  iti8iS  +  ^2*2^ 


8x  =  v8qX  +  Ui8^X  +  Wj*2^; 
iy  =  V*oy  +  ^JlV  +  ^8*2!/; 

d^er  =  v8qZ  +  Wi^iir  +  {«2^2^- 


8q)  E^  (p{x){v8qX  +  WidjX  +  t42^2^)  + 

+  ¥{y)iy^oy  +  «1*1^  +  »^'«y)  + 

+  q>{z){ySQZ  +  «^tf^xr  +  ii^S^z)  —  *a, 
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d.  h.  nach  (9),  (10)  und  (11): 

u^dj^a  +  u^d^a  =  da. 

8^  =  db  giebt  analog: 

Uj^dih  +  a^d^b  =  db. 

Wegen  (12)  sind  diese  beiden  Gleichungen  nach  u^  und  u^  auflösbar 
und  es  ergiebt  sich,  da  8a,  8^a^  ä^a  und  db,  d^b,  d^b  längs  der  ganzen 
Charakteristik  Icq  unveränderlich  sind^  dass  auch  U|  und  u^  längs  t, 
constant  sind. 

Die  Fortschreitung  ds  führt  also  dann  und  nur  dann  jede  Cha- 
rakteristik Jcq  in  eine  benachbarte  über,  wenn  u^  und  u^  längs  k^ 
unveränderlich,  d.  h.  entweder  überhaupt  unveränderlich  oder  aber 
Functionen  von  tp,  ^  allein  sind. 

Ist  nun 

^f-^^Ü  +  ^Ty  +  ^ll' 
so  ist  auch 

dx  =  idt,     dy  =  ridt,     dz  =  %dt 

Ferner  ist 

d^x  =  adt,     d^x  =  l^dt,     d^x  =  l^dt 

u.  s.  w.     Daher  kommt  nach  (13): 

Also  ergiebt  sich,  wenn  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  5~>  ^>  ä" 

multipliciert  und  danach  addiert  werden: 

UfE^vAf+u,UJ+ti,ü,f, 

wo  Wi,  Mg  Functionen  der  Lösungen  g),  ^  von  Af=^0  sind. 

Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  unser  Theorem  31  för  den  Fall 

H  =  3,    Q  =  2, 

eom.  Ab-  Wir  wollen  noch  kurz  die  andere  Möglichkeit  besprechen,  dass 

«o'ema^si^^  — 5  0  zwci  infinitesimale  Transformationen  üif,  f/g/"  gestattet,  deren 
?  =  i     Fortschreitungsstrecken    d^s,  d^s   mit   der   Fortschreitungsstrecke  d^s 

längs  k^  eine  Ebene  bestimmen.     In  diesem  Falle  ist  d^s  zerlegbar  in 

zwei  Componenten  längs  d^s  und  d^^s,  also  etwa: 

(14)  ^2^  "=  ^*0^  +  ^*l^' 

oder: 

#2^  r~  vdf^x  +  udiX 
u.  s.  w.  oder  auch: 

I2  '--^  va  +  «Si 
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u.  s.  w.,  d.  h.  endlich: 

UJ-vAf+uüJ. 
Ferner  ist  uach  {9J,  (10)  und  (UJ  wegen  (14): 
djfl  ■=  udya,     d^h  =  ud^b, 
ä.  h.   u   ist   constant   längs  l;,,    sbo   eine  Lösung   von   Af^O  oder 
Oberhaupt  eine   Constante.     Damit   wäre  unser  Theorem  31   aucU  für 
H  =  3,  p  ^  1   bewiesen. 

Die  hier  entwickelten  mehr  geometrlEchen  Beweise  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  eines  beliebigen  »  Übertragen.  Wir  haben  sie 
auafuhrlich  entwickell,  um  ihre  Übertragung  auf  den  allgemeinen  Fall 
eines  n-dimensionalen  Raumes  dem  Leser  zu  erleichtern  und  die  Bchlilsso 
in  wünschenswerter  Strenge  zu  zieheu, 

Wir   wenden   uns  jetzt  wieder  den  analytischen  Entwickelitugeii^'" 
zu  und  zwar  filr  beliebiges  n.     Ea  ist  sehr  leicht,  die  ümkehrung  des'^'" 
Theorems  31   des   vorigen  Paragraphen  zu  beweisen.     Wir  behaupten 
nämlich,  daas,  wenn  Äf^O  die  infinitesimalen  Transformationen  ü^f, 
üif  ■  ■  ■  üp/"  gestattet,  alsdann  auch  die  infinitesimale  Transformation: 

Vf=«,Tl,f+«,V,f+---  +  «,V,f+  «Af 

die    Gleichung   Äf^^^O    invariant    lässt,    sobald    *'i,  "- ■  ■  ■  »p   irgend 

welche  Functionen   der   Lösungen   vou  Af=0   sind,   wülirend  v  eine 

ganz  beliebige  Function  der  Veränderlichen  x^  •  ■  ■  £„  bezeichnen  darf, 

Nach  Theorem  29  des  §  2  ist  ja: 

(UiÄ)=X,A(;  ■-■  {U.jA)=X^Af 
und  also  kommt: 

{UA)  =  (ti,A,  +  u,?.,  +  ■  ■  ■  +  n,J.,)Af- 

—  Aii^-U^r ÄH^  ■  ü/~  Av  ■  Af. 

Da  aber  v^,  h^-  •■  iig  Functionen  der  Lösuugen,  also  selbst  Lösimgeu 
oder  Constanten  sein  sollen,  so  ist  Aui^O,  ■  ■  Au^^O,  und  es 
bleibt: 

{ÜA)  =  («,A,  +  n,A,  H h  »-A-  —  Av) .  Af^  l  ■  Af, 

d.  h.  nach  Theorem  29  gestattet  Af'=0  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Uf. 

Satz  7:  Gestattet  die  lineare  partielle  Diff'erentialgleicfiung  Af=-0 
die  infinitesimalen  Transformationen  U,f--  U^f,  so  gestattet  sie  auch 
jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

Üf^H,UJ+    ■  ■  +  u,U,f+  vAf, 
sobald  nur  ii^  •  •  ■  u^,  Lösungen  von  Af  =  0  oder  auch  Constanten  sind, 
während  v  eine  beliebig  getvahlte  Function  der   Veränderlichen  bvdculei. 


A,  SS  *,  &- 


"■  Nach  den  Ent Wickelungen  dps  vorigon  uud  dieses  Paragraplm 
werden  wir  aus  der  Kenntnis  einiger  infinitesimaler  Transformatioiieo 
Uff  der  DilferentialgleichiiDg  Af^O  und  einiger  Lösungen  a,  der- 
selben folgenden  Nutzen  ziehen  können: 

Erstens:  Jedes  (UjU,)  ist  wieder  eine  infinitesimale  Transforuatioi) 
von  Af=0.     (Theorem  30.) 

Zweitens:  Jedes  Vja,  ist  eine  Lösung  »on  J/'=0.  (Satt  3 
des  §  2.) 

Drittens:  Jede  Relation  zwischen  den  üjf  und  Af  giebt,  io 
passender  Weise  aufgelöst,  als  CoefBcienten  I^ösungen  von  ^/"=0. 
(Theorem  3L) 

Indem  man  in  dieser  Weise  möglichst  viele  infinitesimale  Trani 
tbrmationen  und  Lösungen  von  Af=0  zu  bestimmen  sucht,  findet 
man  schliesslich  —  da  diese  Frocesse  ein  Ende  haben  mtläsen 
eine  gewisse  Anzahl  von  Li^sungen  »,,  <o,  ■  ■  ■  oi,  der  Gleichung  Af=0 
uud  eine  gewisse  Anzahl  von  infinitesimalen  Trans foraiationen  i\f, 
Uff-'-  ürf  der  Gleichung  von  der  Eigenschaft,  dass  jedes  t^Oj  eine 
Function  von  uii  ■  ■  ■  w,  allein  ist,  ferner  jede  Klammeroperation  {UjV^ 
nur  eine  infinitesimale  Transformation  liefert,  die  nichts  wesentlich 
neues  giebt,  d,  h.  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

{VX.)  -  i<.(o,  - .  ■  «,)  cr./-+  .  - .  +  ,v(m,  ■  - .  u,,)  U.r+  vAf, 
und   drittens   die  Relationen,  welche  die  i//"  durch  Af  und  solche   Of 
ausdrücken,    zwischen    denen   keine   lineare   Relation   mit  Af  besteht, 
als  Coelficienten   der  letzteren   Uf  nur   Functionen  von   ca,  •  -  -  ci,  be- 
sitzen. 

Sind  IJ,f-  ■  -  U^,f  diejenigen  der  Vf,  welche  mit  Af  keine  lineare 
Relation  erfüllen,  so  können  wir  die  übrigen  gefundenen  i'f  ganz 
bei  Seite  lassen,  denn  luia  V,f-  ■  ■  Ui,f  setzt  sich  nach  Satz  7  ein  be- 
kanntes üf,  welches  Af  ^  0  gestattet,  in  viel  allgemeinerer  Weise 
zusammen  in  der  Form: 

fl,  U,  •  •  ■  a,)  l\f-\- ■■■-[-  Sl,[(o^  ■•■«,)  U^f  +  v{x,  ■  .  ■  z^)Af. 
Wir  werden  also  nur  die  infinitesimalen  Transformationen  Uif-  •  •  Uff 
und  die  Lösungen  w^  ■  ■  -  «,  berücksichtigen. 

Satz  8:  Kennt  man  einige  infinitesimale  Transformationen  und  einige 
LimtKjen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichnng  Af^O,  so  Jenim 
man  immer  durch  ausführbare  Operationen  crreichm,  dass  man  eine 
Amahl  infinitesitnaler  Transformationen 

und  eine  Amsakl  von  einander  unabhängiger  Losungen  m,  ■  •  •  to^  der  Glei- 
t— 0  kennt  von  der  Art,  dass  erstens  Bwischett  ü,/"--*  Uff 


I 


0. 


Die  Multiplica Loren  einer  Gleicbung  Af  ^  0  333 

Äf  keine  lineare  Belation  besieht,  zweitens  jedes  ^,a),  eine  Function 
von  ra,  ■  ■  ■  (B,  allein  und  drittens  jeder  Klammerausdruck  {üjUi)  von  der 
Form  ist: 

«,(<!,. ...  o,)  ;;,/■+---  +  u^{a,,  -  ■  -  oj,)  u^f  +  v{x,  ■  ■  ■  x„)Af: 

Wir  brechen  hiermit  die  Untersuchung  des  Integrationsprobleiiis 
einer  Gleichung  Af=0,  welche  bekannte  infinitesimale  Transforma- 
tionen gestattet,  ab,  um  diese  Betrachtung  an  einer  späteren  Stelle 
zu  verwerten. 

§  5.  Die  MnltipUcatoien  einer  Gleichung  Af'=^V. 
Wir  wollen  jetüt  noch  auf  den  Zusammenhang  eingehen,  welcher 
zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gleichung  j4/'^  0 
und  den  Jacobi'schen  MuUipIicatoren  derselben  besteht.  Dabei  be- 
merken wir  vorweg,  dasa  die  Ent Wickelungen  dieses  Paragraphen  in 
der  Folge  nicht  benutzt  werden,  also  eine  blosse  Einschaltung  bilden. 

Vorgelegt  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

in  )j   Veränderlichen  a:,,  x^  ■  •  ■  x„.     Es  seien 


n  —  1  von  einander  unabhSngige  Lösungen  derselben,  durch  welche, 
wie  wir  wissen  (vgl.  §  1),  die  Gleichung  Af'-^O  volktäudig  be- 
stimmt wird. 

Multiplicator  M  des  simultanen  Systems  "u!?™ 


oder  der  äquivalenten  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

heiast  jede  Fnnction  M  von  x^,  x^  ■  •  ■  x^,  für  die  MAf  die  Functional- 
determinante  der  beliebigen  Function  f  und  irgend  welcher  n  —  1  von 
einander  unabhängiger  Lösungen  to,  • .  •  «n—i  der  Gleichung  Af'  = 
hinsichtlich  x,,x^-  ■  ■  x,  ist 

Wir  wollen  die  gebräuchliche  abkürzende  Bezeichnung 


Äf—a^- 


für  die 


F  u  n  ctiou  at  d  ete  r  m  i  naute 
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df 

'dXi 

cx^ 

•  •  • 

df 

dx^ 

^0», 

dio. 

^©1 

dx, 

dx^ 

•  •  • 

d  X 

•  •  •  . 

dx. 

•  •  • 
dx^ 

•  ■  • 

•  •  ■ 

•     •     • 

1      <   1    < 

1  •           r^      r» 

•  1  •           1 

1   •  1 

(15) 


\X^   X2     X^'  •  '  Xn       / 


benutzen.     Alsdann  laatet  die  Definitionsgleichung  des  Mulüplicators: 

ff   Ol    O2 

Hierin  bedeuten,  wie  bemerkt,  (Dj  •  •  •  (On^i  irgend  ein  System  Lo- 
sungen der  Gleichung  Af  =  0.  Benutzen  wir  an  Stelle  derselben  ein 
anderes,  etwa  q^,  ö,  •  •  •  ö„_i,  so  erhalten  wir  einen  im  allgemeinen 
anderen  Multiplicator  M,  für  den 

X4    Xo  •  '  -  X, 


(16) 


MAf 


\Xi 


a 


■) 


itf 


Quotient  jg^^     j)j^g  jj^j  j^g  Verhältnis  -«-  eine  Lösung  von  -4/'=0  oder  nur 


zweier 
Multipli- 


M 


catoren.  eine  Goustaute  ist,  lässt  sich  leicht  zeigen: 

Da   in    der    Definitionsgleichung   (15)   des   Multiplicators  M  die 

df 


Function    f  arbiträr   sein  soll,    so   müssen   die  Coefficienten   von  3 

rechts  und  links  übereinstimmen.    Links  ist  dies  der  Coefficient  Mat, 
rechts  eine  ünterdeterminante.     Danach  ergiebt  sich,  dass 

Jbf  «1 ,  Jfcf  «2  •  •  •  Mun 

die  (n  —  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


CO, 


ex, 


(O 


dx^ 


d(Oi 
ex 


n 


dx. 


OD 


n—1 

dx^ 


(O 


n—l 


«      •     « 


dx. 


sind.     Es  ist  also: 


(17) 


1      /«i  ©2  .  .  .  (On-l\ 1      /©i  CDj  .  .  .  CJ«-i\ 

l      \  Xa    Xo   •   «   •       Xji      /  S      \  Xo    X^  .   •   •  ■     X^      / 

1  -  /0|  O2  .  .  .  CO„_i\ 


Analog  ergeben  sich  solche  Ausdrücke  aus  (16)  für  M,    Demnach  ist, 
wenn  wir  die  letzten  Ausdrücke  benutzen: 
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C.  M  \a:,  a-,  ■  ■  ■  a!,_,/ 

}  ^     ^  /""l     "l     '    '    '    *!»— A    ' 

dem  wir  vorauasetzeu,  dass  ra^  ■  ■  ■  (d,_i  etwa  hiDsic^iUich  x,  ■  ■  -i,-! 
}□  einander  unabhängig  sind,  was  dann  auch  für  rä,  '  •  -  b„_]  gilt. 
4  -  ■  -  m„_i  sind  gewisse  von  einander  unabhängige  Functionen  der 
SsuDgen  o)i---o),_i,  und  nach  einem  bekannten  Satze  über  dio 
onctionaldeterminante  ist  also: 

(rä,  öj  . . .  tö«_i\  _    /o,  oji . . .  ffl,— 1\     /ra,  ra» . . .  (D„_i', 
X^   Xi  .  .  .  X,—\'         \(0,  tDg  .  .  .  ü)„—i/     \  J'i  3^  .  . .   a-,     /  ' 
•dass  sich  (IS)  reduciert  auf  _ 

M_  ^  /ä>i  ä^  ■  ■  ■  «„-A  H 

'Jtf  -  U,  «,  .  .  .  oj„_,/'  ■  ^ 

ie  rechte  Seite  bierin  iat  aber,  da  w,  ...  cj„_i  Functionen  von  ra,  ...ra,—] 
nd,  ebenfalls  eine  Function  von  a^ ...  ra.— i,  d.  h,  eine  Lösung  von 
f=0  oder  eine  Conatante.  Indem  man  ö^  ...  (ä„_i  in  zweckmässiger 
^eise  als  Functionen  von  o,  ...ii)„_i  wählt,  kann  man  offenbar  erreichen, 
las  -j^  jede  beliebige  Losung  von  Af=0  darstellt. 

Der  Multiplicator  steht  nun  —  und  deshalb  kommen  wir  auf  ihn^' 
I  sprechen  —  in  seftr  enger  Beziehung  sti  den  itiftnitesinialcn  Trans-"'* 
rmationen   üf,  welche  Af  ^  0  gestattet.  ""' 

Eb  mögen  U,l',  U^f  . . .  Vn—if  n  —  1  infinitesimale  Transformu- 
onen  der  Gleichung  Äf  ^  0  sein,  und  zwar  soll  zwischen  ihnen  und 
f  keine  lineare  Helation  bestehen.     Es  sei  allgemein: 

(J=  l,i-.    .1-1). 
?ir  beweisen  in  einer  späteren  Note  (vgl.  Satz  10  dieses  Paragraphen), 
WS  es  stets  n  —  1   derartige  in6nitesimale  Transformationen  der  Glei- 
lung  Af=  0  giebt.    Hier  wollen  wir  diesen  übrigens  sehr  einfachen 
eweia  der  bessern  Übersicht  halber  übergehen. 

Wir  behaupten   nun,   dass  der  reciproke  Wert  der  Determinante 


W^S„|^  +  6,.8^  +  ---  +  l,. 


n  Multiplicator  der  Gleichung  Af^Q  i 
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Zunächst  ist  diese  Determinante  nach  den  getroffenen  Vonns- 
setzungen  sicher  nicht  identisch  Null.  Wir  multiplicieren  sie  mit  der 
Determinante 


dxy 

1     ^^' 

dx^ 
dx^ 

.  •  • 

dx^ 

•  •  • 
dx^ 

i 

0 

0 

1 

i  nach  der  bekannten 

Productregel  offenbar 

1           * 

Ä(02 

•  • 

.      At 

»,.-1 

ff» 

DiCöi 

C/l»2 

• 

■       ü. 

öf-l 

im 

U^fOi 

t/gOJ^ 

•   • 

.      U, 

»«— 1 

i2n 

iln-l(0 

1        Un—lfO. 

i  •  • 

.       Un- 

lO»— 1 

bn— 1,» 

Da  aber  o,  . .  .  a)«_i  Losungen  sind,  so  ist  ÄcHi^Oy  ...  AtOn^i  ^  0. 
Die  erste  Horizontalreihe  enthält  also  lauter  Nullen  bis  auf  das  letzte 
Glied  an  und  es  kommt: 


a 


U2  C9n-i 


n 


f/n-lCDi        Un^lfO^ 


Un-1 0 


H—1 


Weil  yl/*=0  die  infinitesimalen  Transformationen  U^f...  Un—if  ge- 
stattet, so  ist  nach  Satz  3  des  §  2  die  vorstehende  Determinante  eine 
Function  Sl  der  Losungen  co^  . . .  (On—i,  sodass  sich  ergeben  hat: 


«, 


In 


21 


«2 

gl. 
b22 


§/•— 1,1    bn— 1,2 


a. 


g 


In 


I      ^Cö^ 


dx^ 


dx^ 


'o. 


bA — 1 ,  n 


dxi        dx^ 


'o 


1    I 


W-1 

dxi 

0 


f(0 


jn—l 
C  Xi^ 

0 


Cco 

bx 


\ 


(7  0), 


=r=a,,Ä(aji...ö,^_i). 


1 


Die  zweite  Determinante  hierin  ist  die  Functionaldeterminante  von 
(öj  . .  .  con— 1  nach  a^j  . . .  a:„— 1  und  darf,  wie  wir  schon  einmal  bemerkten, 
verschieden  von  Null  vorausgesetzt  werden  (sodass  auch  c„  ^  0  ist). 
Demnach  haben  wir: 


Die  MalÜplicatören  einer  Qleicbong  Af  = 


ie  linke  Seite  aber  ist  nach  (17)  ein  Multiplicator  von  Äf^Q,  Aw 
ehte  Seite  alao  auch.  Da  nun  ein  Multiplicator  mit  einer  Lösung, 
le  A(q,  ■  ■  ■  w,— i),  multipliciert  wieder  einen  Multiplicator  giebt,  so 
t  in  der  That  bewiesen: 

Theorem  32:      Gestattet   die   lineare  partielle  Differential- 
eichung: 


Af  = 


a/" 


"jt  #^  H 1-  «» 


=  0 


—  1  infinitesimale  Transformationen: 

(j-.l.S..-,-ll, 

piche  Busammen  mit  Af  keine  lineare  Relation 
^^/■+  ft  f^/  +  ■  •  ■  +  ft.-.  U„-.f=  0 
'fällen,  in  der  die  [i  Functionen  von  x,  ■  •■  -t,,  oder  Constantet 
nd,  so  ist 


\ 

f  6^,,,  !„,,>...  I.-.. 

n  Multiplicator  der  Gleichung  Af^O. 

Dieses  Theorem  ist  die  directe  Verallgemeinerung  des  Theorems  8 
i  1  des  6,  Kap.)  für  beliebig  viele  Veränderliche,  denn  unser  Jacobi'scher 
iiltiplicator  reduciert  sich  ffir  n  =  3  auf  den  Euler'schen  Multiplicator. 

Unser  Theorem  giebt  auch  eine  schöne  anschauliche  Deutung  des     n 
lultiplieators,  ähnlich  der  fQr  n  =  2  in  §  1  des  9.  Kapitels  gegebenen .D"'uti 
Hr  wollen  dies  för  n  =  3  zeigen,  und  wir  bemerken  dabei,  dass  sich    .„i 
lese  Deutung  auch   auf  beliebiges  n  unter   Benutzung  des  Begriffes 
taes  n-dimensionalen  Raumes  ausdehnen  lässt 

Es  seien  also  x,  y,  s  die  drei  Veränderlichen  und 

oe   lineare   partielle   Differentialgleichung,   welche  die  beiden  infini- 
Inmalen  Transformationen 

Li«,  DKrenntlilglrleliDiigiiD,  SS 
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p,/-^ 

..fi+t. 

J 

o,f^ 

'.l^  +  t. 

57 

^ 

a  vorauageseUt 

wird,  dan 

sie 

mit  vi/*  keine  li 

Relation  eiugelieii,  sodass  also  die  Determinante 
X     Y    Z\ 

1.     &  |-^hO 

%    U  I 

ist.  Nach  unserem  Theorem  ist  der  reciproke  Wert  dieser  Deter- 
minante ein  Multipiicator  von  Af=0.  Sie  hat  nun  auch  eine  geo- 
metrische Bedeutung:  Ujf  und  f/,/'  nUmlich  erteilen  dem  Punkte 
p^(x,  y,  t)  inSnitesioiale  Fortschreitungsstreckeu  ä,s,  d^s  mit  den 
Projectionen 

liSt,     t],et,     t,äl, 

auf  die  Äsen.  Auch  Af,  ale  infinitesimale  Transformation  aufgefasst, 
erteilt  dem  Punkte  p^  eine  FortBchreitungsatrecke  S„s  mit  den  Pro- 
jectionen 

XÖt,     YÖt,     Z3t. 

Diese  drei  Furtschrei  tun  gen  d„s,  d^s,  d,s  bilden  nach  §  4  eine  räuni- 
liche  Ecke  und  bestimmen  daher  ein  Parallelepiped ,  dessen  Inhalt 
nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie  eben  jene  obige  Deter- 
minante ist,  allerdings  noch  multipliciert  mit  Öt\  Der  Multipiicator 
ist  demnach,  bis  auf  dP,  gleich  dem  reciproken  Werte  des  Inhaltes 
jenes  Parallelepipede. 

Diese  geometrische  Deutuug  wollen  wir  nun  gändich  von  der 
Annahme  infinitesimaler  Transformationen  befreien.  Zunächst  denkeu 
wir  uns  die  Charakteristik  A^^  des  Punktes  p^  gezogen.  d,s  führt  p^ 
in  einen  benachbarten  Punkt  pj,  d^s  in  einen  benachbarten  p.  Aber. 
Auch  die  durch  p,  und  p^  gehenden  Charakteristiken  A',  und  A',  denkäi 
wir  UDS  gezogen.  Die  vierte  Ecke  des  von  Pi,  p^,  p^  bestimmten 
Parallelogramms  sei  p^  und  die  hindurchgehende  Charakterisik  k^.  Da 
J(,s  Tangente  an  k„  ist,  so  ist  unser  Parallelepiped  zwischen  jene  vier 
Charakteristiken  Jc^,  l\,  i»,  k^  eingelagert  (Fig.  30).  Wenn  wir  llbw- 
haupt  alle  Charakteristiken  ziehen,  welche  von  den  Seiten  des  ¥*• 
rallelogramms  PnPiP-sPi  ausgehen,  so  erhalten  wir  eine  unendlich  dQim 
von  Charakteristiken  erzeugte  Köhrenfiäche.  Wir  bemerken  nun,  dass 
wir  statt  dieser  Röhrenfiäche,  deren  Querschnitt  ein  Parallelogramni 
ist,  jede  andere  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich  dünne  Röb 
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fläche  benutzen  können,  um  einen  MuUi|iIicator  auf  geometrisciicm 
Wege  zu  erhalten.  Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  in  der  Ebene  dea 
Parallogramma  paPyPzPi  ß'n^  beliebige  unendlich  kleine  durch  Po 
gehende  geschlossene  Curve  c  an  und  ziehen  alle  Charakteristiken, 
welche  durch  die  Punkte  von  c  hindurchgehen.  Sie  bestimmen  eine 
Höhrenfläche,  deren  Querschnitt  in  der  Ebene  p^p^p^p^  die  Fläche 
der  Curve  c  ist.  Nehmen  wir  auf  i^  au  Stelle  von  p^  einen  anderen 
Punkt  i\  an,  so  haben  wir  daselbst  auch  den  Punkten  p^,  p,,  p^  ana- 


loge Punkte  j», ,  Pa,  Pa,  indem  p^  von  ü^f  nach  p,  geführt  wird  u.  s.  w., 
□cd  es  liegt  p,  auf  &,,  p^  auf  1:^,  pg  auf  k^.  Die  Ebene  des  Parallelo- 
gramms  PoPiPaPa  schneidet  die  neue  Röhrenfläche  in  einer  Curve  c 
(Fig.  31).  Es  ist  aus  der  anatjtischen  Geometrie  bekannt  oder  kann 
auch  aus  den  Eutwickelungen  des  §  4  entnommen  werden,  dass  sich 
der  Inhalt  des  Parallelogramms  PaPxP^ih  '^^  ^^^  ^^^  Curve  t"  bis  auf 
unendlich  kleine  Grossen  genau  so  verhalt  wie  der  des  Parallelogramms 
Po  Pi  Pi  Pa   ^""1  Inhalt  der  Curve  c. 

Wenn  mau  also  nicht  das  Parallelogramm  PuPiPjPj,  sondern  eine 
beliebige  unendlich  kleine  Fläche  e  in  der  Ebene  desselben,  oder,  was 
an  der  Sache  nichts  ändert,  überliaupt  irgend  eine  beliebig  kleine 
Fläche  c  au  der  Stelle  p^  zur  Grundfläche  des  Raumelementes  wählt, 
steht  dus  neue  Ranmelemcut  zum  ursprünglichen  Paralielepiped 
(mit  derselben  Kante  Ö„s)  hinsichtlich  seines  Inhaltes  in  einem  Ver- 
hältnis, das  längs  der  ganzen  Charakteristik  constant,  demnach  eine 
Function  der  Lösungen  von  Af^O  ist.  Der  reciproke  Wert  dea 
Itilialtea  des  neuen  Kaumelementes  ist  folglich  gleich  dem  früheren 
Multiplicator,  multipliciert  mit  einer  Function  der  Lösungen  von  Af='0. 
Bekanntlich  ist  aber  jeder  Multiplicator,  multipliciert  mit  einer  Function 
der   Lösungen   von   Af=0,  wieder   ein   Multiplicator    der   Gleichung, 


K&pitel  Iß,  §  r.. 

und  so  erhält  man  andererseits  anx  einem  Multiplicator  alle  MDltipt 
catoren  von  A(  =  0.     Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  9:     Zerlaß  man  den  Raum  (_x,  y,  t)  vermöge  der  ■x>*  Charak- 
teristiken der  Gleichung 


-z^-n 


in  irgend  tceldte}-  Weise  tn  uaendlick  viele  unendlicli  dünne  von  CAarttl- 
terisUkat  umschlossene  Mhrenftächen  und  achneidet  matt  an  der  SidU 
{x,  y,  e)  atis  der  betreffenden  HÜhrenlläfhe.  ein  lianmelemeMt 
von  der  auf  den  Cfiarakleristiken  gemessenen  Dinge 

yW-\-  3"  +  yj  dt , 

'  deren  Projectianen  auf  die  Axen  gleich  XSt,  Ydt,  ZU 
sind,  iteraus,  so  ist  der  reciproke  Wert  des  Inhaltes  diaa 
Saumdementes  bis  auf  die  unendlich  klemf:  Grösse  St*  en 
Multiplicator  der  Gleichung  Af  =  0,  und  umgekehrt  finJH 
man  auf  diese  Weise  jeden  Multiplicator  der  GUidumg 
""  "  Af=0.  (Fig.  32.) 

J.  Bei^nel:  Wir  entnehmen  ein  Beispiel  hierzu  iler  Eioematik. 
Angenommen,  der  Haum  aei  »od  einer  inrompressibelen  Flüssigkeit  er- 
fallt  und  eH  seien: 


X 


=  dt 


die  DifTerentialgleichungen  für  die  Bewegung  des  FlDssigkeitstheilchen« 
(x,  y,  m)  in  der  Zeit  (.  Wir  wollen  voraussetzen,  die  Strömung  sei 
stationär,  d.  li.  die  Geschwindigkeitacomponenten  X,  Y,  Z  seien  Dur 
Functionen  des  Ortes,  frei  also  von  der  Zeit  t.  Dann  bilden  die 
Gleichungen 


dx 

X  ' 

für  sich  ein  aimultanes  System  mit  der  3 
Differentialgleichung 


y. 


igehörigen  linearen  partidlss 


Af=xy--\-  r "^ -i- Z P^ '=  0. 

Dm  einen  Multiplicator  derselben  zu  finden,  betrachten  wir  irgend 
einen  unendlich  kleinen  an  der  Stelle  {x,  y,  r)  befindlichen  Quer- 
schnitt  r  der  Flüssigkeit.  Durch  denselben  gehen  Strom ungsl inten 
(Charakteristiken  der  Gleichung -4/"^  0)  hindurch,  die  einen  Flflasig- 
keitsfaden  bilden.  Da  die  Flüssigkeit  incompressibel  sein  soll,  so 
muss  die  Flüssigkeitamenge ,  die  in  der  Zeit  dt  durch  r  hindnrc 
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längs  dieses  Fadens  constimt  i^oin.  Sie  ist  aber  gleich  dcoi  loiialt 
des  Querschnittes,  multiplicierl  mit,  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit 
dt,  also  multipliciert  mit: 


"'1/(^3'+ (gF+ C^)' -"'t^^H^TTT?--. 

titiil  daher  der  Rauminhalt  eines  nach  Satz  9  zu  construi  er  enden  Raunt- 
elementes  mit  dem  Querschnitt  c.  Mithin  besitzt  nach  unserem  Satze 
die  tjleichiiDg  Af^O  nur  solche  Multiplicatoren,  welche  längs  jeder 
Charakteristik  constant  sind,  insbesondere  also  den  Multi)ilicator  I. 
Wenn  sie  umgekehrt  den  Multiplicator  1  hat,  so  ist  jeder  audere 
Multiplicator,  da  er  ans  diesem  durch  Multiplication  mit  einer  Lösung 
»on  Äf^O  hervorgeht,  längs  jeder  Charakteristik  constant  und  die 
Bewegung  die  gewünschte.  Damit  also  unsere  Gleichungen  eine  sta- 
tionäre Strömung  einer  incompressibelen  Flüssigkeit  darstellen,  ist 
notwendig  und  hinreichend ,  dass  sie  den  Multiplicator  1  besitzen. 
Weil  die  Multiplicatoren  auch  definiert  werden  können  als  die  Lo- 
sungen M  der  partiellen  Differentialgleichung 
^MX  ,  8MY  ,  8 MX  _ 
dJ!    "^    dy    "^    dz    ~     ' 

Bo  ergiebt  sich  schliesslich  als  notwendige  und  bioreicbende  Bedingung: 

»r  ■>■  ^j,  +  0*"*^' 
die  io  der  Kinematik  iu  anderer  Weise  abgeleitet  wird. 
ä.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 


<-=T^ 


er 


v?f. 


^r^'^H+ry-^  +  z 

definiere  die  oo'  Curven,  welche  eine  Schar  von  oo'  Ebenen  senkrecht 
dnrcbscbueiden.  Es  ist  sehr  leicht,  einen  Jacobi'schen  Multiplicator 
dieser  Gleichung  anzugeben.  Wählt  man  nämlich  ifen  in  unseren 
obigen  allgemeineu  Ent Wickelungen  mit  c  bezeichneten  Querschnitt 
irgend  wie  auf  einer  jener  oo'  Ebenen  E,  so  ist  der  entsprechende 
Querschnitt  c  auf  der  unendlich  benachbarten  Ebene  H'  der  Ebenen- 
schar  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  von  vierter  Ordnung  gleich  c, 
c  selbst  von  zweiter  Ordnung  und  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Ebenen  E  und  E'  von  1  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  unterschieden  ist.  Daraus  folgt,  dass  der 
Querschnitt  constant  ist  längs  der  ganzen  RöhrenÜäche.  Mithin  ist 
nach  Satz  9  die  Grösse  l  :  YX^  -^  ¥*  -\-  Z^  selbst  ein  Multiplicator 
der  vorgelegten  Gleichung. 


Kapitel  16,  g  b. 
.  Scispiel:    Mau  kann  »ich  fragen,  unter  welcher  BediDganf 


Charakter islikea  der  GleichaDg 


Af^xl^^+ry-^  +  zl^ 


rK- 


■  0 


BO  beschaffen  sind,  daBs  eine  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich 
dünne  Röhrenfläche  überall  einen  Querschnitt  von  derselben  Grö^ 
hat,  der  Querschnitt  dabei  senkrecht  zu  den  Charakteristiken  gedacht 
Nach  Satz  9  hat  die  Gleichung  Äf^^  0  in  einem  aolchen  Fall»  den 
Mnltiplicator  1:  yx^ -\-  Y^-\-Z^.  Wenn  sie  umgekehrt  diesen  Mul- 
tiplicator  hat,  so  sind  die  Rührentlächeu  überall  gleich  stark.  Not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  ist  demnach,  dasa 

\:yX^-\-  i"  +  ^' 
Multiplicator  sei,  d.  h.  dass 


X 


sei.     Beispiel  2  ist  t 


2y  V.Y'+  Y'  -f  Z' 
i  Specialfall  hiervOD, 


+  -> 


Z 


Der  Zusammeohang  zwischen  den  Multip Heatoren  und  infinitesiioalea 
Transformationen  der  Gleichung  Af=0  geätattet ,  in  einfacher  Wai« 
einen  wichtigen  Satz  aus  der  MuUiplicatortheorie  abzuleiten.  Wir  schick«! 
ztinächst  folgenden  Satz  voraus: 

Satz  10:  Eine  lineare  paritellc  Differentialgleichung  Aft^OrnnVa 
ciiiilcrHclien  gestattet  sicher  w  —  1  infinitesimale  Transformationen  Uif---  U^-if- 
iedehe  aisammen  mit  Af  keine  lineare  Ttelation 

fi  J/-+ K,  r^,/' +  ■  ■  ■  +  f-i  ^-./'=  0 
crßlien. 

Zum  Ueweis  dieses  schon  frUher  erwähnten  und  benutzten  Satzes  ««In 
D)|  ■  ■  ■  ci)„_i  ein  System  voa  n  —  1  von  einander  imabh&ngigen  LQsuDgm 
der  Gleichung  Al  =  Ci.  Sind  sie  etwa  hinsichtlich  a:,  ■  ■  ■  j-,_i  von  tut- 
ander  unabhängig,  so  können  wir  sie  al^  neue  Veriinderllcbe 
mit  x^  benutzvi: 

(19)  E,  =  Bm     ■    ■     E^i  =  «,^i,     J,  ^J-.. 

Die  GleichuDg  Af  ^  Ü  geht  dadurch  über  in 

Nur   für  diese  braucht  der  Satz  10  bewiesen  zu  werden,    denii   die 
formation  (19)  führt  jede  iufinitesiniale  Ti-antformation  Uf^   welche  AfM 
invariant  lässt,  in  eine  solche  \Xf  üher,  die  91/'^  0  invariant   ISsst 
gestattet  offenbar  St/"^0  die  infinitesimalen  Transformationen 

und  xwiechen  diesen  und  %f  besteht  in  lier  Tliat  jieine  lineare  Rahl 


"  '!.- 
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Es  liege  nunmehr  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

=  0 


^^-«.a^  + 


vor.  Wie  wir  nach  Satz  10  wissen,  gestattet  sie  gewisse  n  —  1  infini- 
tesimale Transformationen: 

(i  =  l,2...n-l), 

welche  mit  Äf  keine  lineare  Relation  erfüllen. 

Wenn  wir  nun  an  Stelle  von  Xi*  • '  Xn  irgend  welche  neue  Veränderliche 

(20)  El  =  /i(^i  •••»»)>     •••     fo=A(«i---a?.) 

benatzen,  so  geht  Aftss^O  in  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
0/*=  0,  geschrieben  in  Si  *  *  *  En^  über.  Die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf*  • '  Un—if  gehen  gleichzeitig  in  gewisse  in  ^^^  •  •  •  ^n  geschriebene 
infinitesimale  Transformationen  U,/*- •  •  U»— i/*  ttber,  welche  81/'=  0  in- 
variant lassen  und  mit  9/*  keine  lineare  Relation  erfüllen.     Sei: 


«/• 


Es  ist  bekanntlich 


also: 


-i-Ai  -^ 


«t  =  -^£1 


+  «. 


dx. 


und  analog 


also  identisch' 


Of, 


Off 


cc, 


§11    I 


12 


§in 


In— 1,1    In— 1,2   •  •  •    I«  — 1,» 


«l  «2 


■      •      » 


a 


In        Ir2 


•  *       •  • 


u 


In 


In— 1,1   In— 1,2   •  •  •   In— 1,1 


^h         ^h 


^«1 


dx^ 

dx^ 

dx^ 

Sa?, 

,    .          _ 1 

•  •  • 

•    •    •          • 

■    •          *    •    • 

^a-j      OX^ 


dx. 
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vermöge  der  Gleichungen  (20).  Nach  Theorem  32  ist  die  linksstehende 
Determinante  der  reciproke  Wert  eines  Multiplicators  äR  von  Hf  «=  0  und 
die  erste  rechtsstehende  der  reciproke  Wert  eines  solchen  M  yon  Äf^^^O^ 
während  die  letzte  Determinante  die  Functionaldeterminante  Yon  ii'  "1^ 
hbsichtlich  x^*  • '  Xn  ist     Daher  kommt : 

(21)  3R.  ^ 


\^liX^''X  / 


Der  allgemeinste  Multiplicator  von  Äf=0  ist  gleich  üf,  multiplioiert  mit 

irgend   einer  Lösung  von  Af^^O,     Da  vermöge  (20)  jede   LOsong  von 

-4/*=0  in  eine  solche  von  81/*=  0  übergeht,   so  gilt  die  Formel   (21) 

für  irgend  einen  Multiplicator  M  von  Af^^O^  and  so  ist  der  Jacobi'sche 

Satz  auf  einem  neuen  Wege  bewiesen: 

MnitipUoa.  Satz  11:     Ist  M  ein  MuUipliccUor  der  linearen  parUeüen    DifferenäcUr 

Eäxtmannggleichung  Af=  0  in  den    Veränderlicken  x^,  x^'  -  -  Xn^  und  fährt  man  in 

neuer  ykt.  j^^^^  q    f^^rmöge  einer  Transformation   an  Steüe  von  a5j  •  •  •  a;,   neue   Yer- 

änderliche   h  '  '  '  in  ein^   so   besitzt   die   hervorgehende  DifferentiodgUkhmg 

Ä/*=»  0  den  Multiplicator: 

M 


\Xi,X^  '  '     x^J 

wenn  dieser  Ausdruck  in  Ji  •  •  •  J»  geschrieben  wird. 

Eine  schöne  Anwendung  lässt  sich  von  diesem  Satze,  der  übrigens 
vermöge  der  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators  nahezu  selbstver- 
ständlich erscheint,  dann  machen,  wenn  man  annimmt,  eine  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  x^-  -  -  Xn 

besitze  einen  bekannten  Multiplicator  M  und  gestatte  eine  bekannte  infini- 
tesimale Transformation 

sodass  nach  Theorem  29  des  §  2 

(22)  {UA)  =  X'Af 

ist. 

Die  infinitesimale  Transformation   Uf  oder: 

(23)  h=^l  +  ll^^,       •••       ln=Xn  +  linit 

führt  die  Gleichung  -4/*==  0  in  eine  Gleichung  81/*=  0  über,  die  wir  zu- 
nächst berechnen  müssen.     Es  ist 

Nun  aber  ist 
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Ä]Ck  =  Axk  +  Ä^dt  =  a*  +  Ä^k^t 

Hier  sind  rechts  die  neuen  Veränderlichen  £  einzuführen.    (23)  giebi,  nach 
Xi'  '  '  Xn  aufgelöst : 

wobei  in  $1  •  •  •  Ia  überall  £  statt  rr  geschrieben  gedacht  wird.    Demnach  wird 

also: 

^?*  =  cck(i)  +  (Ä^k  -  Uak)  ÖL 

Hierbei  wird  rechts  überall  x  durch  je  ersetzt  gedacht.     Mithin  ist 

n 

oder  nach  (22): 

Der  Index  £  soll  natürlich  andeuten,  dass    überall  das  Zeichen  x  durch  £ 
ersetzt  werden  soll.     Die  neue  Differentialgleichung  lautet  folglich 

(1  +  Xdt)Äf=0, 

wenn   jetzt    die    neuen   Veränderlichen    Ji  •  •  •  f »   wieder  mit  iCj  •  •  •  rr»   be- 
zeichnet werden.     Femer  geht  M  über  in 

M  —  UMdt 

und    die   Functionaldeterminante    der    jß   hinsichtlich    der  x  lautet  bis   auf 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 


■  +  g|+Ü+-+fe)"- 


\dxi        dx^  *    dx^ 

Nach  Satz  11  besitzt  mithin  die  Gleichung 

den  Mnltiplicator 

3f  -  UMdt 


d.  h.  die  Gleichung  Af^^O  selbst  den  Mmltiplicator 

M  —  UM  dt 


H, 


Hierin  sind  natürlich  nur  die  Glieder  nullter  und  erster  Ordnung  in  dt 
von  Belang.  Wir  können  daher  diesen  Mnltiplicator  von  Af  <»  0  auch 
so  schreiben: 

M-  (i7jtf  +  jtf(|J  +  ...  +  |i^)  +  m}d«. 

Andererseits  besitzt  Af  =>  0  schon  den  Mnltiplicator  M  selbst   und 
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der  QuotieDt    zweier    Malliplicaloreu    eiue    Lösung  oder 
H     (Vgl.  Seite  334,  335.)     Daher  ist 


|t/(ig«)  +  |J  +  - 


iJOeii')  +  lt  +  ---  + 


eine  Lösung  von  Af^O  oder  aber  eine  Conatante. 
*"''^         Satz  12:»)  Zsl  M  an  HMIpliailor  und 

eine  infiniieshmile  Trtinsformalion  der  linearm  partiellen  DifferfintialgleiäxMS 
Af=^0,  sodass 

(UÄ)  s  J  .!/■ 


P(lgJK)  +  ; 


^+•■•  +  1^  +  ' 


[  eine  Lösutig  der  Glekbtwff  Af^O  oder  aber  eint  ConsiatUe. 


Die  Kenntnis  eines  MuUiplicators  aad  einer  infiniteeinialen  Traiufbr- 
maüon  der  Gleicbung  Af^O  l'Uhrt  also  unter  Umständen  zu  einer  Lösung 
dieaer  Gleichiiug.  Dass  dem  so  sein  muaa,  ergiebt  sich  kürzer  aus  der 
geometrischen  Interpretation.  Beschrilnken  wir  uns  aof  den  Fall  m  ■=  3, 
so  ist  nach  Satz  9  der  Multiplicator  M  der  reciproke  Wert  des  lubaltos 
eines  gewissen  zwischen  Charakteristiken  liegenden  Raumelementes ,  bis 
auf  eise  Grösse  6fi,  Die  bekiionte  infinitesimale  Transformation  Uf  von 
fAf^  0  fuhrt  diese  Charakteristiken  wieder  in  Charakteristiken,  das  Raum- 
I  alement  also  wieder  in  ein  solches  über  und  führt  somit  zu  einem  eventuell 
neuen  Multiplicator  von  Af^=0.  Der  Quoüent  beider  Multiplicatoren  aber 
giebt  eine  LOsung  oder  eine  Constante.  Der  hier  angedeutete  geometrische 
Beweis  ist  oben  in  analytischer  Form  ausgeführt. 

Hierbei  wollen  wir  noch  horvorhehen,  dasa  die  Verwertung  der  geo- 
metrischen Deutung  des  Mnltiplicators  ohne  grosse  Mühe  auch  zu  dem 
sogen.  Principe  des  lelelen  MuUiplkalors  und  den  Übrigen  damit  znaanunen- 
hüDgenden  MultiplicatorsHtzen  führt. 

Beispiel:    Dnser  Satx  12    soll   durch    ein   einfaches  Beispiel    illnHtrij 
werden.     Gegeben  sei  die  Differentialgleichung : 


?f 


.(r.,'-\-T 


itri^^^ 


Dieselbe 
M  muBs 


besitzt  einen  leicht  zu  findenden  Multiplicator. 
ja  die  Gleichung  erfüllen: 


*}  Lie,   Allgemeine    Theorie   der  partiellen   DiffBrentialgleicbungen    errta 
'Ordnung.    8.  Abhandlung,  Math.  Annalen,  Bd.  11  (1877),  Sati  16,  8,  608. 


Die  MultiplicatoreD  e 


oder  ausgerechnet;: 

Hiernach  giebt  es  einen  von  Kj  freien  Multiplieator,  der  die  Gleichung 


erfüllt,  denn  dieser  Gleichung  wird  durch 


genUgt. 

Ferner  gestattet  Af  ■=  0   die 


infinitesimale  Rotation 


da  {UÄ)  ^  0  ist.     Daher  ist  auch  nach  Satz  12: 


3a:,  dx,  "f   3«:, 


ein   Integral  von  Af=0.     Es  ist  dies   eine   Function   von     '   allein,  und 
in  der  That  ist  ^  ^  =  0. 


Kapitel    16. 

OewtflLiiliclie  DifTereufial^Iciehaii^en  zweiter  Orduuug  in  j;  y, 
welche  eine  eingliedrige  Qrnppe  gestatteu. 

Im  6.  bis  8.  Kapitel  haben  wir  gewöhnliche  Difltrentialgleichungen 
erster  OrdDung  in  x,  y  betrachtet,  welche  eiue  eingliedrige  Gruppe  iu 
den  Veränderlichen  x,  y  gestatten.  Später,  im  13.  Kapitel,  habeii 
wir  die  betreffenden  Theorien  in  neuer  Weise  dargestellt,  indem  wir 
die  Fnukttransformationen  durch  Hinzafdgung  der  Traaeformationen 
des  Differentialquotienten  t/'  erweiterten. 

In  entsprechender  Weise  werden  wir  im  gegenwärtigen  Kapitel 
die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  Bweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche 
Transformationen  in  diesen  Veränderlichen  gestatten,  dadurch  behan- 
deln, dass  tvir  diese  Transformationen  gweimal  erweitern,  d.  h.  die  Trans- 
formationen hinzunehmen,  welche  y  und  der  zweite  Differeutialquotient 
y"  erfahren.  Dadurch  werden  die  sich  darbietenden  Probleme  auf 
schon  erledigte  Probleme  ziirückgofahrt. 


u% 
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Eine  gewöbuliche  Differentiatgleicbuiig  zweiter  UrdnuDg  in  x,  y 
definiert  ^  Curven  der  Ebene  (,c,  y).  Es  wird  sich  daher  »um  bee- 
seren  VerBtändnis  empfehlen,  zunächst  Schareu  von  oc*  Curven  der 
Ebene  zu  betrachten,  welche  eine  Punkttranaforniatiun  gestatten. 

§  1.    Soharen  von  ^»*  Curven  der  Ebene  and  DifferentialgleiQboDgeD 
Bweiter  Ordnung,  welche  eine  Punkttransformation  gestatten. 
*  Eine  Scbar    Ton  cxj'   Curven    der   Ebene   (a:,  y)   wird   durch  eine 

^'Gleichung  in  z,  y  dargestellt,  welche  zicci  Parameter  a,  b  enthält: 
a{x,y,a,h)'=-i). 
Natürlich  müssen  beide  Parameter  wesentlich  sein,  d.h.  es  mass  dd- 
möglich  sein,  io{x,  y,  a,  b)  auf  eine  Form  ü(2,  «/,  i.{a,b))  ku  bringen, 
denn  sonst  würde  unsere  Gleichung  in  Wirklichkeit  nur  einen  Para- 
meter A  enthatten,  also  nur  oo'  Curven  darstellen. 
Liegt  nun  überdies  eine  Punkttransfnrmation 

^i  =  v(-f-y),   yi  =  'i'(-c,y) 

vor,  so  ist  es  denkbar,  dass  diese  jede  Curve  der  Schar  wieder  in  eine 
Curve  derselben  überführt ,  mit  anderen  Worten ,  ilass  die  Schar  dk 
vorgeUgte  Transformation  gestaliei. 

Einige  Beispiele  werden  dies  erläutern. 
•■  1.  Beispiel:    Die  Scbar  der  oo*  tieraden  der  Ebene  gestattet  eine 

beliebige  Rotation  der  Ebene  um  den  Anfangspunkt.  Einmal  ist  dies 
geometrisch  klar,  denn  die  Rotation  Tdbrt  jede  Gerade  wieder  in  eine 
Gerade  über.  Es  lässt  sich  aber  auch  analytisch  nachweisen:  Die 
Schar  der  co'  Geraden  wird  dargestellt  durch 

y  —  ax  —  6^0, 
die  vorgelegte  Rotation  durch: 

«,  ■=  a;  cos  tt  —  y  sin  «,     y^  ^  x  biu  a  -i-  y  c 
Stellen  wir  zwischen  x,  y  die  Beziehung 

y  —  ax  —  6  =  0 
her,  80  besteht  auch  zwischen  jt,  und  y^    eine  lineare  Gleichung, 
kommt  ja  zunächst  wegen  y  •=  ax  -\-  b: 

Xi  =  j:(cos  a  —  a  sin  a)  —  fr  sin  n, 
Hl  =  »(sin  a  +  n  cos  a)  +  i  cos  a, 
oder  also  nach  Elimination  von  x: 

j;,  (sin  «  +  "  '^os  u)  —  t/,(cosa  —  nsin  r)  =  —  6  sin  «(sin  a  -\-acoatt\ 
—  b  coH  «(cos  tt  —  a  sin  «)  ==  — 


d 


Scharen  v.  cx)*  Curven  n.  Diffglgn.  2.  Ö.,  welche  e.  PuDkttrf.  gestatten.      349 

d.  h.  vermöge  unserer  Rotation  geht  die  Gerade 

y  —  ax  —  b  =  0 
in  die  Gerade 

sin  a  4-  a  cos  a                          ^  /\ 

y ! /p =  0 

^^         cos  a  —  a  Bin  a    *         cos  a  —  a  sin  er 
über. 

J2,  Beispiel:    Die  Schar  aller  cx>^  Kreise  mit  gleichem  Radius  1: 

(x-ay  +  (y-b)*^l 

gestattet  auch  eine  beliebige  Rotation.  Dies  ist  augenscheinlich ,  da 
die  Rotation  jeden  Kreis  mit  dem  Radius  1  in  einen  gleichgrossen 
Kreis  überführt.  Es  lässt  sich  andererseits  auch  wie  im  ersten  Bei- 
spiel analytisch  verificieren. 

3.  Beispiel:    Die  Schar  der  cx)*  Ellipsen  und  Hyperbeln 

-4-^  =  1 

deren  Axen  auf  den  Coordinatenaxen  liegen ,  gestatten  die  affine  Trans- 
formation: 

denn  diese  führt  den  Kegelschnitt 

-  +  ^  =  1 
in  den  Kegelschnitt 

^l  i     Vi i 

über,  der  auch  der  Schar  angehört. 


Man  kann   fragen,    tcie  man  analytisch  entscheidet,  ob  eine  Schar  von    Auaij- 
CX)*  Curven^  die  in  der  Form  vorliegt:  urfum. 

o}(x,y,  a,h)  =  0, 
eine  Transformation 

gestattet.  Man  wird  zu  dem  Zwecke  wie  in  unseren  Beispielen  diese  Trans- 
formation auf  eine  Curve  der  Schar: 

m(x,y^a,h)  =  0, 

für  die  a,  h  bestimmte,  aber  allgemeine  Zahlen  werte  haben,  ausführen, 
also  aus  der  letzten  Gleichung  x,  y  vermöge  der  Transformation  eliminieren. 
Dadurch  geht  eine  neue  in  x^^  y^  geschriebene  Carve  hervor,  die  auch  der 
Schar  angehören  soll,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

haben  muss,  wo  a^,  h^  gewisse  Zahlen  werte  bedeuten.  Diese  Zahlen  aj,  h^ 
müssen  gewisse  Functionen  von  a,  2^  allein  sein,  etwa: 
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Aj  =  A{a,  b\     fcj  =  B(a,  h). 

unsere  Curve  (a,  b)  wird  alsdann  in  die  Corve  (0^,  b^  der  Schar  Aber- 
geführt. 

Wir  können  dies  offenbar  auch  so  aussprechen:     Die  Transformatioo 
von  X,  y,  a,  b  in  Xi,  y^,  a^,  \: 

Xi  =  q>{x,  y),     yy  =  i\f{x,  y),     a^  =  A{a,  b),     b^  =  B(a,  b) 

muss  die  Gleichung 

fo{x,y,  a,  6)  =  0 

invariant  lassen,  d.  h.  sie  in 

w(«i»yi'  «1»  ^1)  =  0 
überführen.     Daher: 

Eine  Schar  von  00*  Curven 

m(x,y,  a,  fc)  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformaiian 

«1  —  9(^,  y)*   yi  —  *(^.  y)i 

wenn  es  möglich  ist,  ewei  Functionen  A{a,  6)   und  B(a,  b),  die  x^  y  mchi 
enthalten,  derart  anzugeben,  dass  die  Gleichung 

(o(x,  y,  a,  b)  —  0, 

nufgefasst  als  Gleichung  zwischen  vier  Veränderlichen  x,  y^  a,  b,  die  TVoti^- 
farmation 

gestattet, 
Beispiel.  Betrachten  wir  das  zuerst  benutzte  Beispiel:    Die  Schar  der  00^  Geraden 

(o^y  —  ax  —  b  =^  0 
der  Ebene  gestattet  die  Rotation: 

Xi  =  X  cos  et  —  y  sin  er,     y^  =  o;  sin  a  +  y  cos  a, 
denn  die  Transformation  von  x,  y,  a,  b  in  x^,  y^^  a^,  b^: 

x^  '=  X  cos  a  —  y  sin  a,     y^  =  ar  sin  a  +  y  cos  a. 

Bin  oc  4-  a  cos  a       .  b 

a,  ■=» — — ,     h,  — 


cos  a  —  a  Bin  oc '        *         cos  a  —  a  sin  a 


führt  die  Gleichung  y  —  ax  —  h  =  0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor 
über  in  y^  —  a^x^  —  h^  =^  0.     In  der  That  wird: 

,                         ,                       sin  a  +  a  cos  «  /  .      n 

Vi  —  ^1^1  —  '^1  =  a;  sm  a  +  y  cos  a ' : —  ix  cos  a  —  y  sin  a)  — 

{y  —  ax  —  b). 


cos  a  —  a  sin  oc         cos  er  —  a  sm  a 

Eine  Schar  von  00*  Curven  der  Ebene 

a)(a:,y,  0,6)  «0 


1 
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kann  auch  durcli  ibre  DiflferRiitialgleichung  definiert  werden.  Eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y  hat  ja  oc*  Inte- 
gralcurven,  und  umgekehrt  lässt  sich  jede  Schar  (o{x,y,a,i)^0  als 
die  Schar  der  lutegraleurven  einer  solchen  Differeotialgletchung  auf- 
faeaen. 

Wenn  wir  nämlich  die  drei  Gleichungen  bilden:  , 

(1)  »(i,!,,«,i)-o,  ;;°,-o,  g  =  i), 

indem  wir  bei  der  Differentiation  die  Grösse  y  als  Function  von  x 
auffassen,  und  hieraus  a  und  b  Eliminieren,  so  geht  die  Differential- 
gleichung 

"""  =0 

hervor,  deren  Integralcurven  durch  die  Schar  0  =  0  dargest€ilt  werden. 
Wir  wollen  nun  vermöge  einer  Punkttran sformatiou 
«i  =  9'(^-.v),    y,  =t{x,y) 
neue   Veränderliche   in    die   Gleichung   der    Curvenschar   a  ^0   ein- 
fuhren.    Sie  gehe  dadurch  Über  in 

D»,  (a:, ,  y, ,  o,  &)  =  0. 
Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  und  j;: 

deren  Integralcurven  diese  Schar  gieht,  wird  erhalten  durch  Eliminalion 
Ton  a,  h  aus  den  drei  Gleichungen 

(!■)  «>.fe,s„„,!.)_0,     fj_0,     ^.  =  0, 

in  denen  bei  der  Differentiation  die  Grosse  y,  als  F'unctiou  von  :r, 
aufzufassen  ist. 

Andererseits  können  wir  auch  direct  in  (1)  die  neuen  Veränder-  RinfuhniDB 
liehen  x„y,  einführen.  Dadurch  geht  das  GleichuogenBjBtem  (1)  über  in : '""*'""'^" 

\     j        i\  II -■'11    j    /  '      dx,    lix  '      dT,'\äx/    '    dx,  dx' 

Die  Elimination  von  a  und  h  aus  dem  Gleichungensyatenie  (I")  liefert 

dann  diejenige  Differentialgieichung  zweiter  Ordnung 

in  welche  die  Gleichung  iä  =  0  durch  die  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen Xg,  y,  übergeht.  Aber  offenbar  deckt  sieh  das  Gleichungeu- 
Bjatem  (1')  mit  dem  Gleich ungensjatem  (1"),  und  daraus  folgt; 
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Satz  1:  Nimmt  eine  DifferenUalgleichufig  zweiter  Ordmung  twisAen 
X,  y:  £l(Xy  y,  f/,  j/")  =  0  vermöge  einer  Transformation 

x^  =  q>(x,y\    yi  =  t(x,y) 

in  den  neuen  Veränderlichen  x^,  y^  die  Form  Sl^{x^y  j/i,  y/>  Vi')  ^^ 
an,  so  führt  diese  Transformation  die  Schar  der  Integralcurven  t;o»  J2»0 
in  die  der  Integralcurven  von  51^  =  0  über. 

Hieraus  folgt  als  Zusatz: 

Satz  2:  Eine  Differentialgleichung  Ä(a:,  y,  y,  y')  «=  0,  deren  Inte^ 
gralcurven  durch  die  Gleichung  (Xi{x,  y,  a^b)  =  0  dargestellt  werden^  him 
hei  Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  der  Transformation 

^1  =  9^(«,  y\   Vi  =  ^{^i  y) 

dann  und  nur  dann  wieder  in  der  Form  Sl{x^y  y^,  y/,  y^")  =  0  ge- 
schrieben werden,  wenn  die  Schar  der  Integralcurven  m  *^0  die  Tnms- 
formaiiofi  gestattet. 

Wir  werden  also  auch  dann  die  Redeweise  gebrauchen  können^ 
dass  die  Differentialgleichung  £1  =  0  die  Transformation  x^  =  fp{x,  y), 
yi  =  tOx:,  y)  gestatte, 
Beiipiei.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

y"  =  0 

hat  die  Integralcurven: 

y  ==  ax  +  6, 

d.  h.  die  Geraden  der  Ebene.    Diese  Geraden  werden  bei  der  Rotation 

rCi  =  a:  cos  a  —  y  sin  a,     yj  =  rc  sin  a  +  y  ^^s  a 
unter  einander  vertauscht^  wie   wir  schon  in  früheren  Beispielen  her- 
vorhoben.    Es  ist  hier: 

/  dy^  dx  '  9\n  a  -\-  dy  '  cos  a         sin  a  +  V  cos  a 

^^  dar,         dx  •  cos  a  —  dy  -  8in  a         cos  a  —  y  sin  a ' 

also 

sin  cc  -\-  y  cos  a 

»,  dt/i'  cos  a  —  1/'  sin  a 

^*  da?!  dx  •  cos  a  —  dy  •  sin  a 

1  (cosa  —  i/'8ina)-dy'co8a4-(8in«  +y'cosa)dy'-Bina 

(cosa  —  y'sina)*  da;coscr  — dy-sina 

^^ 1 dy ^^  yi    _    _. 

(cosa  —  y'siü«)*     d.rcoscf  —  dy -sina         (cosa  —  y'sina)' 

Die  aus  y"=  0  hervorgehende  Differentialgleichung  unterscheidet  sich 
also  von  y,"=  0  in  der  That  nur  um  einen  unerheblichen  Factor. 

Bei  unserer  Transformation 

(2)  ^1  =  9 (^^  y) ;   yx  =  ^ (^',  y) 

ist: 
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.j'  —  ^  —  ^  —  ^'(^)  +  y>'iy)  :=  ^f^  .,  ,/\ 

und  also: 

^^\x)  +  y>-(y) 

//  ^  dy/  ^     9  (g)  +  y  <p'(y)  __  di{x,  y,  y)  ^ 
^^  dx^  dx^  dtp 

Rechnet  man  dies  ans,  so  erhält  man,  indem  man  -^  =^y"  setzt, 
y"  dargestellt  als  Function  von  rr,  y,  j/',  y",  sagen  wir  etwa  so: 

Vi    ="9'(a:,y,y,y  ). 
Um  nun  die  Differentialgleichung  zu  erhalten,  in  welche  die  vorgelegte 

Ä(^,  y;  y ,  y)  =  o 

durch  EinführuDg  der  neuen  Veränderlichen  x^^  y^  vermöge  (2)  über- 
geht, haben  wir  aus  der  vorgelegten  a?,  y,  y',  y"  vermöge  der  vier 
Gleichungen 

(3)     x^^^>{x,y\    yi  =  ^(a;,y),    yi=%{x,y,i/\    yi'  =  ^{x,y,y\y') 

zu  eliminieren,  mit  anderen  Worten:   Wir  haben  auf  die  Gleichung 

Si{x,  y,  y',  y")  =  0 

in  den  vier  Veränderlichen  x,  y,  y\  y'  die  Transformation  (3),  welche 
diese  vier  Veränderliche  x,  y,  y,  y"  in  x^,  y^,  y/,  y^"  überfuhrt,  aus- 
zuüben. Wenn  dann  die  hervorgehende  Gleichung  zwischen  x^,  y^,  y/;  y/' 
sich  deckt  mit 

so  gestattet  die  Dt/feren^iaZgleichung 

^(^7  y,  y,  y")  =  o 

die  JV«nX;^ansformation  (2). 

In  §  1  des  13.  Kapitels  haben   wir  schon  die  Transformation  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  \/i 

^i  =  9(^;y),   yi  =  *(a^;y)»   yi=%{^,y,y), 

wo 

^  ^  ^' W  +_y  ^y) 
^  —  <p'W  +  y>'(y) 

ist;  betrachtet.  Wir  bezeichneten  sie  damals  als  die  Transformation 
der  Linienelemente  (rc,  y,  y)  der  Ebene  oder  als  die  Erweiterung  der 
Punkttransformation  (2).  Schärfer  wollen  wir  sie  jetzt  als  die  ein- 
malige oder  erste  Erweiterung  der  Punkttremsformation  (2)  bezeichnen 
und  dementsprechend  die  Transformation  (3)  der  vier  Veränderlichen  zweite 
^9  y>  y';  y"  ^^^  zweimalige  oder  zweite  Eru?eiterung  der  Punkttrans-^T' Pktt^.^ 
formation  (2)  nennen. 

Lie,  Differentialgleiohungon.  23 
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Wie  es  damals  vom  ^eometriacben  Standpunkt  als  selbstverständ- 
licli,  aber  vom  analytischen  Standpunkt  nicht  so  sehr  als  selbstver- 
ständlich erschien,  dasä  der  Wert  von  y/  nur  x,  p,  y  enthält,  eo 
können  wir  auch  hier  die  Thatsache  hervorheben,  dass  in  (3)  der 
Wert  von  y^'  nur  von  x,  y,  y',  y",  nicht  aber  von  höheren  Differential- 
quotienten  abhängt.  Wenn  also  in  der  Ebene  euei  Curven  sich  m 
einem  Punkte  (x,  y)  oscuUrren,  d.  h.  daselbst  auch  dasselbe  y  und  f 
besitzen,  so  werden  sich  auch  die  vermöge  einer  Funkttransformation  (3) 
transformierten  Curven  in  dem  entsprechenden  Punkte  (x, ,  y,)  ascuherm, 
denn  sie  haben  daseihat  wegen  (3)  gleiches  y,    und  y". 

Das  Ergebnis  dieses  Paragraphen  können  wir  nunmehr  so  aas- 
sprechen: 

Satz  3:  Die  Differenti<ügleickung  eweitcr  Ordnung  ewiscften  x,  y: 

H^,  y,  y,  y")  =  o 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Punkttransformation 

Zt'=tp(x,y),    y^  =  ll>(x,y), 
wenn  sie,  mifgefasst  als  Gleichung  .ewischen  dm  vier  Veränderlichen  x,  y, 
y't  y"  <^'^  Eweimalige  Erticiterung  dieser  Funkttransformation: 

y"^tl--^H^>y^y''y")  fl 


"Wir  gingen  oben  davon  aus,  dass  die  Punkttransformation  x,  ^<p{x,9), 
y,  ■=  ^(x,  y)  die  Integrale iirven  der  DifferentialglelcbuDg  nntereinander 
vertausobe,  also  von  einer  gcomelrisvhen  Vorstellung.  Führen  wir  irgend 
welche  neue  Veränderliche  ein,  so  kennen  wir  dies  aXs  Zugrundelegung 
eines  neuen  Coordinatensystenis  auffassiin,  bei  der  alle  geometrischen  Be- 
ziehangen  ungeKndert  bleiben  (wie  in  §  1  des  3.  Kapitels).  Auf  diece 
Weise  erhellt  unmittelbar  dev 

Satz  4;  Gestattet  fwif  vorgelcifte  Diffcrenti^leiciiung  zweiter  Ordtiung 
\  *"  X,  y: 

dit  Funkttransformation 

2i  ='p(^<y),    yi  =  «c(a-.y), 

und  fäiirt  man  in  dir.  Gleiehung  soudc  in  die  'J\raasformation  irgntd  welche 
neue  Veränderliche  £,  q  ein,  so  gestattet  auch  die  neue  DifferentiaU/leidiung 
tu  E,  tf  die  neue  Transformation  der  Punkte  (j,  t)). 

§  2.     Zweimal  erweiterte  eingliedrige  Qrappe. 

Die  Frage  nach  einem  Kriterium  dafür,  dass  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y  alle  Transformationen  einer 


eingliedrigen  Gruppe  gestatte,  verlangt  zunächst,  wie  aus  den  lünt- 
' i ekel un gen  des  vorigen  Paragraphen  hervorgeht,  eine  SetraeAtung 
laiUr  Transfortitalioneit,  tfeklie  durch  eweimalige  Erweiterung  aus  den 
S'f'OHsformationen  einer  eini/Uetlrigen  Gruppe  in  x,  y  hervorgehen.  Diese 
Untersachnng  ist  der  in  §  2  und  3  des  13.  Kapitels  gegebenen  sehr 
Uinlich. 

Es    sei  eine   eingliedrige  Gruppe   von   Punkttranaformationen   der 
Ebene  (x,  jf)  in  ihren  endlichen  Gleichungen  vorgelegt: 
(4)  x,  =  ip(x,y,a),    y^  =  i>{x,y,a). 

Wir  erweitern  die  utlgemeine  Transformation  T„  derselben,  indem  wir 
die  Transformation  berücksichtigen,  welche  y  erfährt  Die  dadurch 
hervorgehenden  Gleichnngen: 
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(5)       x^=>plx,y,a),     y,  ^  ■^{x,y,a).     i//  = 


-t{x,y,y,a) 


stellen,  wie  in  §  2  des  13.  Kapitels  bewiesen  warde,  wieder  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  und  zwar  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Tranaforma- 
tioiien  der  Linienelemente  x,  y,  y  dar.  Wenn  also  die  Reihenfolge 
der  beiden  Transformationen  T^  und  Tn,  der  Gruppe  (4)  die  Trans- 
formationen 2^1«, d|)  derselben  liefert,  so  iat  auch  die  Reihenfolge  der 
beiden  Transformationen  Tä  und  To,'  der  Gruppe  (5),  die  den  Para- 
entiSprechen ,  äquivalent  der  Transformation 
die  zum  Parameterwert  k{a,a^)  gehört,  d.  h. 


meter werten    a    und    a^ 

Jj'lfl.-,)   der  Gruppe  (5), 

die  Gleichungen: 

.(5)  X,  =  ip(x,  y,  a). 

und 

<5')     x^^tp{x„yy,a,), 

liefern,  wenn  aus  ihnen 


-^i.^,y,o). 


=  z{*.  J/.  y> «) 


=  ^{x, ,  yi,  «i),     y,'=  z(a-,,  j/,,  1/,',  a,) 
y, ,  y,'  eliminiert  werden: 
ip")  x^  =  ip{x,y,i.{a,a^),  y^  =  '^(x,y,l(a,a^)),   y^'=x{x,y,y',X(a,a,)). 
Erweitern  wir  nun  die  gegebene  Gruppe  (4)  zweimal,  indem  wir 
auch   die   Transformationen   von  y"   berücksichtigen,   so   ergeben  sich 
oo*  Transformationen  in  x,  y,  ^,  y": 
<6)  x^  =  <p{x,y,a),    y,  =  ^bfa:,  y,  o),     y{=  l{x,y,y,a), 


Vi 


-il^ 


ff{x,  y,  y,  y",  a). 


1  Wir  behaupten,  daas  auch  diese  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden. 
I  Zum  Nachweis  führen  wir  nach  der  Transformation  Ta",  die  zum 

■  Parameter wert  a  gehört,  die  zum  Wert  a,  derselben  gehörige  T^"  der 
I  Schar  (6)  aus,  setzen  also: 
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und  eliminieren  nun  o^i,  y^,  y^\  y^'  ans  (6)  und  (6').  Dabei  erhalteD 
x^y  y^y  y^  die  Formen  (5").  Zu  beweisen  bleibt  also  nur  noch,  dass 
y,"  die  Form  erhält: 

y«"=  H^^  y,  y ,  y";  ^(«,  «i))- 

Dies  ist  offenbar^  denn  es  ist  nach  (5')  und  (5''): 

y«'=  z(«n  Vi,  y/;  «i)  =  z(^i  y,  y ,  ^(a>  «i)) 

und 

X^  =  9(^1;  yi,  öl)  =  ^i^y  y;  ^(ö>  «i)); 

also 

y^    ~     d9(a:.,y,.a,)     ~     cJ^C^:,  y,  I(a,  a,))    -^l^>  y.  y,  y  ;  ^C«,«i)) 

vermöge  unserer  Transformationen  (6)  und  (6'). 
Mit 

oder 

(7)  {  TaTa^  ^=  Tl(a^a,) 

ist  demnach  auch 

Theorem  33:    Erweitert  man  eine  eingliedrige  Gruppe  mit 
paarweis  inversen  Transformationen 

a^i  — 9(^,y,ö);   yi  =  *(a^,y;ö) 

durch   Mitherücksichtigung    der   Transformationen    des    ersten 

und  zweiten  Differentialquotienten  y  =  7^,  y"  =  -r^,  so  bilden 

(IX  ax 

die  erweiterten  Transformationen 

^i  =  9(^»y,«);   yi  =  *(^,y,ö),   y/  =  z(^,y,y>ö), 

y/'  =  -Ö-Ca:,  y,  y ,  y",  a) 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen, Gieht  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen 
der  ursprünglichen  Gruppe^  welche  den  Parameterwerten  a,  a, 
entsprechen,  eine  Transformation  mit  dem  Parameterwert  l{a,ai)f 
so  gilt  dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der 
zweimal  erweiterten  Gruppe, 

Was  hier  von  den  inversen  Transformationen  gesagt  ist,  liegt  in 
den  Formeln  (7). 
Zweite  er-  Hiemach  ist  klar,  was  unter  der  zweiten  erweiterten  Gruppe  einer 

Grupg»  von  Punkttransformationen  der  Ebene  zu  verstehen  ist 
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Natürlich  enthält  die  neue  Gruppe  die  identische  Transformation 

die  durch  Erweiterung  der  identischen  Transformation 

^1  =  ^;    Vi^y 
der    ursprünglichen   Gruppe   entsteht,    und   eine   infinitesimale   Trans-j^^^^^'^l^j 
formation.    Diese  wollen  wir  bestimmen.  «rwOruppo. 

Wir  wissen ;  dass  die  erste  erweiterte  Gruppe  die  infinitesimale 
Transformation 

besitzt,    welche    durch    Erweiterung    aus    der    infinitesimalen    Trans- 
formation 

j.  df.       df 

^  dx'^'^  dy 
hervorgeht,  indem 


^  —  äi  "*■  W        di)y        dy^ 


„2 

idy  dx)  ^  dy 
ist.  (Vgl.  §  3  des  13.  Kap.)  Die  einmal  erweiterte  Gruppe  besitzt 
demnach  endliche  Transformationen,  deren  Reihenentwickelungen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe,  der  für  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation liefert,  die  Form  haben: 

^i  =  a?4-5^H ,   yi  =  y  +  i?^H ,   y/=y'+V^H ; 

wo    71    obige  Bedeutung   hat.     Indem    wir   diese   endlichen    Transfor- 
mationen noch  einmal  er  weitem  wollen,  haben  wir  zu  berechnen: 

"  =  ^        dy  +dri  't-\ ^  '^  dx     "^ 

*i         da:.   ^  dx  -f  d4  .  t  -t-  .  .  .  "™   ,    ,   d{  ,   , 

Hierin    sind   unter    -~-,  ^  Differentiationen    zu    verstehen,    während 

ax     (kX 

deren  y  als  Function  von  x  betrachtet,  also  j^  «=  y,  -j-  =  y'  gesetzt 
wird.     Anstatt  durch  die  Reihe 

zu   dividieren,    können    wir   mit   einer   gewissen   Potenzreihe   nach   t 
multiplicieren,  die  so  anfängt: 

Somit  kommt: 
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Nunmehr  wollen  wir  zur  infinitesimalen  Transformation  übergehen, 
also  t  unendlich  klein  annehmen^  etwa  gleich  ät  Dann  ergiebt  sieb, 
dass  sich  y'  ändert  um  das  Increment: 

Infolgedessen  lautet  die  infinitesimale  Transformation  der  zweimal 
erweiterten  Gruppe: 


(8) 


ü"f=i%  +  n^4.  +  vi(^-hn 


dy   '     •   oy 
wo  1}'  und  ri"  die  Bedeutungen  haben: 


df 


(9) 


t  dri  , 


dx  ' 


__dr[  „  dl 

^  dx         y    dx ' 


II 


oder  ausführlich  geschrieben: 

V  =  ^\  «L  /^  _  ^\  •/_  ?i  ./i 

und 


(10) 


ff drf    ,    drjf    ,   ,    drf     i,         // /^J    i    54    A 


da; 


ay 


ay' 


dx'   '    V^aj^y       dx^)^       dxdy^      ' 
I    i^n      54       «54    A  "      (oi   ,  a4    A   '/ 

I   /5^       0^4       «54    A   " 

Man  wird  zur  praktischen  Berechnung  diese  ausführlichen  Formeln 
nicht  benutzen,  sondern  nur  die  Formeln  (9),  und  namentlich  wird 
man  ri  und  ij"  successive  und  nicht  rf'  unabhängig  von  ri  aus- 
rechnen. 

Zu  beachten  ist,  dass  ly"  in  y"  liYiear  ist,  während  doch  ri  in  y 
quadratisch  ist.  Diese  Thatsache  ist  an  einer  späteren  Stelle  von 
Bedeutung.     (Vgl.  S.  375.) 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  5 :  Ist 


die  infinitesimak  Transformation  einer  eingliedrigen  Gruppe  vonjPufüd 


i 
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transformationen  der  Ebene  (x,  y),  so  wird  die  zweite  erweiterte  Gruppe 
dieser  Gruppe  erzeugt  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

^   '  —^dx^^  dy^^   dy^^    dy" ' 
wo 

^  dx        ^    dx' 

"  =  ^^  "  ^6 

^  dx        ^    dx 

ist.    Hierbei  ist  eu  beachten,  dass  bei  der  Berechnung  von  ri  und  r('  nach 
diesen   Formeln  während  der  Differentiationen  nach  x  die  Veränderliche 

y  als  Function  von  x  m  betrachten,  also  -^  =  y ,   -^  =  t^  =  y"  ^w 

setzen  ist 

Da  hiernach   aus  der  Kenntnis  allein  der  infinitesimalen  Trans- j,^^jj^ 
formation    Uf  der   ursprünglichen   Gruppe    die  von  iT'f  sich  ergiebt,  ^-  ^'  '^^• 
so    werden   wir   IT'f  direct  die  zweite  Erweiterung  der  infinitesimalen 
Transformation  Uf  nennen. 

Wir   können    die    Formel   für   rf'   auch    wie   früher   in   §  3   des  xtfelt^ 
13.  Kapitels  die  für  rf  auf  kürzerem,  aber  weniger  elementaren  Wege  j^f  ^^rf 
durch  Benutzung  eines  Satzes  der  Variationsrechnung  ableiten.    Indem 
wir  auf  die  betreffenden  Bemerkungen  an  jener  früheren  Stelle  zurück- 
verweisen, geben  wir  hier  nur  die  Formeln  dazu  an.     Es  ist  das  In- 

crement  är{'  =  ri' St  von  y'  zu  berechnen.     Wegen  y''=  ;p-   kommt: 


dx 


v,dy  ,       ddy        ,  ,    ddx 

d-^        dx  -  -^  —  dy  •  -^-7- 
9y  dx  dt  ^      dt 


dt  dt  dx^ 

oder,   wenn  die  Reihenfolge  der  Operationen  ä  und  d  geändert  wird: 

d^  _  ^_;^^drj7  ^^  -^17 

dt  dx* 

Nun  ist  8i/  =^  ri8t,  8x  =  iSt^  demnach  kommt: 

"  :=  ^  =  ^  —  *r  ^i 
"^   — dt     —  dx        ^    dx' 

also  in  der  That  die  zweite  Formel  (9). 

1,  Beispiel:    Die  infinitesimale  Translation  Beiipicie. 

Uf=^ 
^'  —  dy 

soll  zweimal  erweitert  werden.     Hier  ist: 

1  =  0,    ,,  =  1, 
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also: 

^        dx       ^  dx 
und 

u"  ==  ^        y"  ^^  —  0 
^         dx        ^    dx 

Somit  ist  TT'f^  Uf.    In  der  That,  Uf  erzeugt  die  eingliedrige  Grappe 

von  Translationen: 

^1  —  ^,    yi  =  »  +  ^ 
und  hier  ist: 

y^         dx^        dx       ^' 


<2^         (2a? 


; 


'/        - ." 


d.  fa.  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  lautet: 

^i^^j  yi  =  y  +  ^   yi=y;  yr  =  y 

und  hat  offenbar  die  infinitesimale  Transformation 

ü"f=^^=Uf. 
2.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Rotation 

soll  zweimal  erweitert  werden.     Da  hier 

ist,  so  kommt: 

/         dfi  I  d\  -    ,      /o 

Es  wird  also: ' 

Um   auch   dies  zu   verificieren,  erinnern  wir  an  das  Beispiel  des  §  1, 
in  welchem  wir  die  zweimalige  Erweiterung  der  von 

erzeugten  Gruppe  von  Rotationen: 

x^=  X  cos  t  —  y  sin  ^,    yj  =»  x  sin  ^  +  y  cos  t 

schon  ausgeführt  haben  (wenn  auch  ohne  die  Rechnung  so  aufzufassen). 

Danach  ist  bei  unserer  Gruppe: 

,  sin  i  +  y'  cos  t 

^^         cos  t  —  y'  sin  i ' 


?/" 


Vi   = 


(cos  t  —  y*  sin  t)* 
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Um  zur  infinitesimalen  Transformation  zu  gelangen,  haben  wir  t  un- 
endlich klein,  gleich  öt,  anzunehmen.     Es  ist  aber: 

cos  dt  —  f/  siaät'^l  —  ydt, 
d.  h. 

— JT-^^-^-Ti  —  1  +  y  *^ 

C08  dt  —  y  8in  ot  '    ^ 

bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  höherer  Ordnung,  und  somit  kommt: 

Vi  -  (St  +  y)  (1  +  y'*0  =  y'  +  (i  +  y'»)*«, 
Vi" = y"(i  +  y  *0'  =  y"(i  +  3y'*0  =  y"  +  syy'd«, 

sodass  die  Incremente  von  y'  und  y"  in  der  That  die  Werte  haben: 

dy  =  ffit  =  (1  +  y'»)«<, 

die  sich  oben  direct  ergaben. 

3.  Beispiel:    Bei  der  infinitesimalen  Ahnlichkeitstransformation 


ist: 
also: 


sodass 


ff äff  „d^  /, 

y  =d^-y  di=-y' 


^  f=Tx-^yd-y-y  w 

wird.     Uf  erzengt  die  eingliedrige  Gruppe: 

bei  der: 

dyi         e^  '  dy 


Vi 


d^i         e*  '  dx 


und 

„       dy^  dy'  .      „ 

J'' -5^-7:1^  =  ^ •* 

ist.   Die  endlichen  Gleichungen  der  zweimal  erweiterten  Gruppe  sind  also: 

x^=x&,   y^  =  y^j   y/  =  y,    y/' =  *"«"'• 

t  =  8t   giebt   in   der  That   die   oben   erhaltene   infinitesimale  Trans- 
formation 

^  f^Tx  +  yTy-y  w 
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§  3.     Kriterinm  dafür,  dass  eine  DifTerentialgleiohiuig  sweiter 
Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet. 

Nach  Satz  3  des  §  1  gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  rr,  y: 

die  Pnnkttransformation 

sobald  die  Gleichung  £1  =  0,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den 
vier  Veränderlichen  x,  y,  y,  y\  die  zweite  erweiterte  Transformation 
von  X,  y,  y',  y"  in  x^,  y,,  y/,  y/'  zulässt. 
Die  Differentialgleichung 

Ä(^,  y,  y ,  y")  =  o 

gestattet  demnach  alle  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene, 
sobald  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  Veränderlichen 
X,  y,  y y  y\  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  zulasst^  deren  infinitesimale 
Transformation  U"f  wir  im  vorigen  Paragraphen  berechnet  haben. 
Nach  Theorem  28,  §  3  des  14.  Kapitels,  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  TT'Sl  vermöge  Ä  ==  0  ebenfalls  verschwinde.  Also 
hat  sich  ergeben: 
inTfl*»!-  Theorem  34:     Die    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 

in  Xj  y: 

gestattet    alle   Transformationen   der  von   der   infinitesimalen 
Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dann  und  nur  dann,  wenn  der 
Ausdruck 

^  ^^^d^  +  'i-d^  +  i  w^''  w 

vermöge  £1  =  0  ebenfalls  verschwindet     Hierin  bedeuten  r[  uni 
rf'  die  Ausdrücke,  welche  nach  den  Formeln 

/ dri  ,  d^  "  =  ^JL  /' ^ 

^  ='di~'^  dx'     ^    "=  dx         y    dx 


.  2.  O^ 

eine  Inf. 
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eu  berechnen  sind,  in  denen  die  Differentiationen  nach  x  totale, 

lalso  j-  =  ^;  ~^  "^  y"  ^^***  sollen. 

Mit  Rücksicht   auf  Satz   11    des  §  3,    14.  Kapitel,   erscheint  es 
naturgemäss,  zu  sageu,  Ä  =  0  gestatte  die  infinitesimale  Transformation^^^^ 
Uf  sobald  VH  =  0  vermöge  ß  =  0  ist,  und  danach  unser  Theorem    1^^ 
so  auszusprechen: 

Satz  6:    Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

^{^,  y»  t/j  yl  =  0 

gestattet  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y,  sobald 
sie  ihre  infinitesimale  Transformation  mleisst. 

In  Theorem  34  haben  wir  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord-  ^Vm^dw 
nung  in  irgend  welcher  Form  vorgelegt  gedacht.  Wir  wollen  nun  ^^**"^'^"- 
insbesondere  annehmen,  sie  liege  in  aufgelöster  Form 

y"— ai(a;,y,y)«=0 

vor.     Alsdann  ist  zu  setzen: 

^  =  y'  —  ^{?>,y,y) 

und   IJ  Sl  wird: 

^  ex        '  dy        '   oy    *     ' 
oder  wegen  der  in  §  2  angegebenen  Werte  (10)  von  rf  und  i^",  wenn 
wir    die    partielle  Differentiation   nach  x   oder  y   durch   angehängten 
Index  X  resp.  y  bezeichnen,  um  die  Formel  etwas  abzukürzen: 

+  V:tx  +  (2i?xy  -  U) y  +  (Vyy  —  2gxy) y^  — 

-iyyy'  +  {vv-2ic-Hyy)y'. 

Dies  soll  verschwinden  vermöge  Ä  =  0,  d.  h.  vermöge  y"  =  m.  Wenn 
wir  also  hierin  y'*=:aj  setzen,  so  muss  der  hervorgehende  Ausdruck 
identisch  verschwinden.     Daher: 

Theorem  35:     Die   Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 
y"  ^=  G){x,  y,  y)  gestattet  dann   und  nur  dann   die   eingliedrige 

Gruppe  l{x,  v)  ^  +  v(^,  y)  j-,  wenn  der  Ausdruck 

(Vv  -  2g,  -  Hyy)a^  -  iyyy'  +  (l?y.-  2i^)y  »  + 

+  (ßvxy  —  ^)y  +  nxx  —  i^  —  rj-^- 


~(i?.  +  (i?y-gx)y-5,yo|j=o 


ist  für  alle   Werte  von  x,  y,  y. 
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^'*"def"""         ^*"  Is^SLun  diesem  Eriteriam  eine  Form   geben  ^  die  oft  ungleich 
Kriterium»,  zweckmässiger  ist     Die  Differentialgleichung: 

y'-ai(a;,y,y)  — 0 

ist  ja  äquivalent  einem  simultanen  System  in  den  drei  Veränderlichen 

X,  y,  y,  denn  es  ist 

/        dy         „       dy  ,  ,\ 

das  äquivalente  System  lautet  also: 

dx       dy  d%f 


1  y         <x,y,y) 

Diesem  simultanen  System  in  o;,  y,  y   wiederum  ist  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung: 

zugeordnet.     Soll  also  unsere  ursprüngliche  Gleichung 

y"— ö(a?,  y,  y)  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestatten y   so   kommt   dies   darauf  hinaus,   dass   die  lineare  partielle 
Differentialgleichung  in  x^  y,  y    allein: 

die  infinitesimale  Transformation 

also  die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation   Uf  gestattfCn 
muss.     Daher: 

Satz  7:    Die  gewohnliche  Differentialgleichung  inoeiter  Ordnung 

y'=(o(x,y,y) 

gestoMei  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 

^j  y,  y  •• 

die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation  Uf,  nämlich: 
eulässt. 
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Man  kann  leicht  verificieren,  dass  dies  Eriterium   sich  mit  dem  .J^"'^<^^'  , 

f  fQhrung  auf 

früheren    deckt.     Äf=0   gestattet  ja   nach   Theorem   29    (§    2   des  |'^J^^«" 
15.  Kap.)  die  infinitesimale  Transformation  U'f,  wenn 

ist.    Da  nun  f  willkürlich  ist^  so  zerfallt  diese  Relation  in  drei  einzelne, 

indem    die  Coefficienten   von   ^,   die  von  -^  und  die  von   ^-v   links 

dx'  dy  oy 

und  rechts  einander  gleich  sein  müssen.  Dies  liefert^  ^rie  sich  durch 
Ausrechnung  von  {TJ'A)  ergiebt,  die  drei  Gleichungen: 

—  Ix  —  yiy^k, 

nx  +  iny  —  lx)y'—  lyV^—n^  —  y'ny  =  W^ 

—  in^x  +  (Vxy  —  lex)  y  —  Ix^y' *)  —  y  {nxy  +  (^yy  —  Ixy)  V'  —  lyyV  *)  — 

Substituiert  man  den  aus  der  ersten  Gleichung  sich  ergebenden  Wert 
von  X  in  die  zweite  und  dritte ,  so  wird  die  zweite  identisch  erfüllt, 
während  die  dritte  das  in  Theorem  35  angegebene  Eriterium  liefert. 

1.  Beispiel:   Die  Schar  der  cx)^  Ereise  durch  den  Anfangspunkt      seUpieie. 

ar«  +  2ax  +  y«  +  26y  =  0 

gestattet  offenbar  die  infinitesimale  Rotation 

Wir  wollen  dies  zur  Einübung  unserer  Theorien  mit  Hülfe  der  er- 
haltenen Eriterien  nachweisen.  Um  zunächst  die  Differentialgleichung 
der  Ereisschar  zu  erhalten,  haben  wir  die  Gleichung 

x'  +  2ax  +  y^  +  2by  =  0 

zweimal  zu  differenzieren: 

^  +  «  +  yj/  +  *y'  =  0, 

^  +y  *+yy"  +  6y"  =  o 

und  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  a  und  b  zu  eliminieren.  Dies 
liefert  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

x^  +  y^  2x    2y 

X  +  yy  1      y'      =0 

l+J/''  +  ?/y"      0      y" 
oder  ausgerechnet: 

Ä  =  (o:*  +  f)y"  -  2x1/'  +  2yy  «  -  2xy'  +  2y  ==  0. 
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Dieselbe  soll  die  infinitesimale  Rotation 

^^— rg  +  ^ü   . 

gestatten.  Dies  nachzuweisen,  benutzen  wir  das  Theorem  34.  Es  ist, 
wie  im  2.  Beispiel  zu  §  2  ausgerechnet  wurde^  die  erweiterte  infinite- 
simale Transformation: 

uy^-yii  +  '^li  +  i^  +  y'^w  +  ^^'^W" 

also 

U"Sl  =  -  y{2xy"  -  2y'»  -  2i/)  +  x(2yy"  +  2y'  +  2)  + 

+  (1  +  y  »)  (-  6xy*  +  4yy-2x)  + 

+  Syy'ix'  +  f)  =  3y  Ä, 

d.  h.   J7"Ä  ist  in  der  That  vermöge  Ä  =  0  auch  Null. 

J2.  Beispiel:    Die    Schar    der   cx)'   Geraden    der   Ebene    gestattet 
offenbar  die  Ahnlichkeitstransformation: 

^f^^!-i  +  y¥y- 

Die  Differentialgleichung  der  Geraden  ist: 

während  nach  dem  3.  Beispiel  des  §  2: 

77^//. ^f  t       ^f         ff   df 

uf^'^Fx  +  yTy-y  w" 

also 

f7"Ä  =  Uy  =  —  y'^  —  Sl, 

d.  h.  Null  vermöge  Ä  =  0  ist 

Wir  könnten  hier  auch  das  Kriterium  des  Theorems  35  anwenden, 
denn  es  ist  offenbar  jetzt  g7  £^  0  und  die  Bedingung  reduciert  sich  auf 

die  in  der  That  wegen 

g  =  a;,     ribE:y 
erfüllt  ist. 

Oder  endlich,  wenn  wir  Satz  7  anwenden  wollen ,  ist  zu  setzen: 


TT//. df    ,        df 

U  f-—x  ö-  +  y   -    ; 
'  ox    *    ^    cy  * 


und  in  der  That  kommt: 


(ü'^)^-r.-y%^--^f' 


d.  h.  Af'^0  gestattet  U'f- 
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3.  Beispiel:   Die  Schar  der  cx)*  Kegelschnitte 

ax^  +  by^  =  1, 

deren  Axen  die  Coordinatenaxen  sind,  gestattet^  wie  wir  gelegentlich 
bemerkten  (3.  Beispiel  des  §  1),  affine  TraDsformatioDen,  insbesondere 
die  infinitesimale: 

Die  Differeutialgleichung  der  Kegelschnitte  ergiebt  sich,  indem  wir 

ax*  +  6y*  —  1  =  0 

zweimal  differenzieren: 

ax  +  6yy'=0, 

a  +  b(f/'  +  yy'')  =  0, 

und  dann  a  und  b  eliminieren,  in  der  Form: 

x^  y*  —  1 

X  yy  0       =0 

1    y'+yy'     o 


oder 
Hier  ist: 


Ä  =  a;y'*  +  xyy"  —  yy  =  0. 


dx        "  dy  "   dy' 

also  * 

C/"Ä  =  x{y''  +  yy')  —  y  {2xy' -y)-  2y'xy  =  —  Ä, 

sodass  in  der  That  J7"Ä  =  0  ist  vermöge  Ä  =  0. 

4:.  Beispiel:    Die  Schar  aller  (x?  logarithmischen  Spiralen  um  den 
Anfangspunkt: 

6arctg^ 

gestattet  die  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation 

Um  dies  zu  verificieren,  bilden  wir  ihre  Differentialgleichung 

Ä  =  a;V'-a;y'+y  =  0 
und  die  zweite  erweiterte  infinitesimale  Transformation: 

^ f-'^j-x  +  yj-y-y  w' 

Offenbar  ist  Z7"Ä  =  Ä. 

Um    das   Kriterium    des    Theorems   35    anzuwenden,    haben    wir 
zu  setzen: 


=  y__  y. 

X  X* 

wodurch  wirklich  die  Identität  des  Theorems  34  erfüllt  wird. 


®—  x""!"«'    ^  — ^'    v^y, 
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Um  das  Kriterium  des  Satzes  7  zu  verwenden;  setzen  wir 

'        dx^^  ^   dy    *^  \x        x*/  dy 
und 

sodass  sich  ergiebt: 

{U'Ä)^-  Af. 

§  4.     Ein  Beispiel  aus  der  Fl&ohentheorie. 

piÄchen  Yfvc  Verwerten  das  Obige  in  einem  Probleme  der  Flächentheorie: 

deren  geod.  « 

c«j|]^«n,^*»*Wir  fragen  nach  allen  Flächen,  deren  cx)*  geodätische  Ourven  eine  infini- 
gesifttten.  tesimaU  Transformation  gestatten.    Dabei  bemerken   wir  vorweg,  dass 
dieser  Paragraph  überschlagbar  ist 

Die  Punkte  der  Fläche  seien  durch  zwei  Parameter  x^  y  bestimmt^ 
sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche  die  Form  an- 
nimmt: 

ds^  =  F{Xj  y)dxdy. 

X  =  Gonst.,  y  «=  Const.  sollen  also  die  Minimalcurven  der  Fläche  dar- 
stellen. Bequemer  ist  es,  lg  i^  =  w{Xy  y)  an  Stelle  von  F  zu  benutzen, 
also  zu  setzen: 

(11)  ds^  =  €^dxdy. 

Nach  Gauss  werden  alsdann  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  be- 
stimmt durch  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x^  y: 

9t       dto    ,        biß    ,2 
^         dx  ^        dy  ^   ' 

Wir  suchen  nun  die  Function  w{Xy  y)  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  eine  infinitesimale  Punkt- 
transformation gestatte,  d.  h.  dass  es  möglich  wird,  alle  Punkte  der 
Fläche  auf  ihr  um  infinitesimale  Strecken  zu  verschieben,  sodass  jede 
geodätische  Linie  wieder  in  eine  solche  übergeht.  Li  den  Parametern 
x^  y  sei  das  Symbol  der  betreffenden  infinitesimalen  Punkttrans- 
formation: 

ur-^ü  +  vVy- 

Wir  wenden  nun  das  Kriterium  des  Theorems  35  an.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist 

__  dw    ,       dto   /  j 

dx  ^        dy  ^ 
oder  in  bequemerer  Bezeichnung 

(o^EiWry  —  Wyy^ 
zu  setzen,  sodass  sich  die  Bedingung  ergiebt: 


2) 
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+  (i»  -  n.,y  +  (2,„  -  u)s  + 1-  - 

—  I  (»-j'  -  «>.,!(")  —  iK,»'—  "„j'')  — 

-  (l.  +  (l,  -  E.)S  -  i,)'')  («.  -  2w,y')  =  0. 
iese  Bedingiiug  soll   identisch   bestehen   für   alle  Werte  von  x,  y,  ^. 
\  \,  i\   nnd  w  frei   von  y    sind,   so   mUsseu  ein^elo   die   Helationen 
«tehen ; 

»Jir   —   IJ^W.    =  0, 

nn  —  2|^  —  26,w^  +  ijjWj  -f-  |m',j,  +  »jWj,,  =  0, 
I..  -  %^v  =  0. 
iea  sind  vier  Bedingungsgleichungen  für  die  drei  Functionen  w,  g,  i/. 
ie  weitere  DiBcuBsion  wird  darauf  hinauakommen,  diese  Bedingungen 
allgemeinster  Weise  zu  erfüllen.  Dabei  kann  man  drei  Fälle  von 
aander  trennen,  je  nachdem  %y  und  ijx  beide  Null  oder  nur  %^  oder 
gleich  Null  oder  keins  von  beiden  Null  ist.  Nur  den  ersten  dieser 
ei  Fälle  wollen  wir  hier  bebandeln*).  Er  läsat  sieb  leicht  geometrisch 
raten.     Wenn  nämlich  in 

frei  von  y  und  ij  frei  von  x,  also  |j,  ^£  ij,  ^^  0  ist,  so  beisst  das: 
e  Minimalcurven  x  ^  Const,  werden  unter  einander  durch  Uf  ver- 
tischt, ebenso  wie  die  Minimalcurven  y  ^=  Const.  Eine  Transformation 
»er,  welche  jede  Minimalcurve  der  Fläche  wieder  in  eine  Minimal- 
irre  Oberführt,  ist  bekanntlich  eine  conforme.  Diese  Überlegung 
■8t  sieb  umkehren. 

Wir  fragen  demnach  nach  den  Fläzen,  deren  geodätische  Curven  luoban. 
weh  eine  wißnitesimale  conforme  Transformalion  unter  ein(mder  ver-camu  anu 
uscht  werde».  toraio  Tff. 

Setzen  wir  in  fl2) 

S,  =  o,    ,,  =  0, 

I  wird  die  erste  und  letzte  Gleichung  identisch  erfüllt,  während  die 
Mite  and  dritte  übergeben  in: 


d'n 


U_    I    "ilJ  ^ 


r,  +  ^^ 


-0. 


*)  Eine  eiogeheade  Sebaudlaug  dea  atlgi 
IdblemB  findet  uch  in  den  Mftth.  Anaalfln  Bd 
Od&tische  Curven  von  Sophiid  Li^ 

1,  DUhruitiJilgUiabuiieBti. 


im    Teite    fornin Herten 
einer  &bhftndiapg  über 
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Ihre  linken  Seiten  sind,  weil  g  nur  x,  i}  nur  y  enthält^  YoUstandige 
Differentialquotienten : 

dx\dx~^  ^  dx'^^  dy)       ^' 

A/^^  j-g?!?  j-«^J?\  =  0 
dy\dy  ^^  dx^^  dy)        ^' 

Integriert  kommt  also: 


(13) 


dx^^      dx   ^    '  dy 

dl]    t    i.  dto    t       dto  ,  V 


Hier  können  nun  verschiedene  Fälle  eintreten^  indem  i  oder  17  gleich 
Null  oder  weder  6  noch  ti  gleich  Null  ist  Der  Fall  5  ^  q  ^  0  ist 
natürlich  ausgeschlossen,  denn  dann  würde  sich  ja  Uf  auf  die  Identität 
reducieren. 

Sind  I  und  ri  beide  von  Null   verschieden,   so  können  wir  eine 
passende  Function  von  x  resp.  von  y  als  neues  x  resp.  y  benutzen, 

nämlich    / -^  und   f  —  f  wodurch  die  Form  (11)  des  Quadrates  des 

Bogenelementes  nicht  wesentlich  geändert  wird,  sodass  |  und  17  gleich  1 
gesetzt  werden  dürfen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit.  Als- 
dann giebt  (13): 

dw   .   dw        ,  ^  V 

g^  +  äi^  =  ^(y)» 

dx  +  I^  =  9>  W, 

woraus  folgt,  dass  t(f{y)  '=s  q>(x)  =  Gonst.  =«  c  sein  muss  und  also  w 

die  Gleichung 

dto    .    dw 

dx    •"  dy 
erfüllen  muss.     Wäre  fiw^  x,  y)  =  Const.,  so  müsste  hiemach 

|r  +  |/:  +  c|^=o 

ex    *    dy    ^       dw 
sein.     Diese   lineare  partielle   Differentialgleichung  hat  die  Losungen 
X  —  y  und  w  —  cXy  d.  h.  es  ist: 

k{x  —  y,  t^  —  ex)  =  0 

oder  also  tv  hat  die  Form 

w  =  q(x  —  y)  +  ex, 
sodass 

6^  =  e^'a>(rr  —  y) 

ist.     Das  Quadrat  des  Bogenelementes  (11)  hat  somit  die  Form: 

^    *'  rfs*  =  €f^*0{x  —  y)dxdy. 
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Nun  sei  zweitens 

idann  können  wir  durch  Benutzung  von  /  --  als  neUes  y  erreiiihen, 
«  9j  ^  1  gesetzt  werden  darf.     Daher  giebt  (13): 

e^  =  '/'(y)  =  v(^)  =  c(=  Conat.),  

I  w  =  c!/  +  z(«), 

^.  Das  Quadrat  des  Bogenel erneutes  (11)  wird  in  diesem  Falle 
D,  wenn  man  wieder  eine  beliebige  Function  von  y  als  neues  if 
führt: 

Wenn  also  die  geodätischen  Linien  einer  Fache  eine  infinitesimale 
iforme  Transformation  gestatten  sollen,  so  muss  sich  das  Quadrat 
es  Bogeneleoientes  auf  die  Form  (14)  oder  (lü)  bringen  lassen. 

Die  Form  (15)  ist  leicht  gedeutet:  Die  Fundamentalgrossen  erster 
innng  der  Fläche  sind  in  diesem  Falle  e -zz  0,  fa^^XY,  gE^O. 
kanntlich  kann  man  das  Krümmungsmaass  der  Fläche  durch  e,  f,  g 
1  ihre  Ableitungen  ausdrucken.  In  dem  vorliegenden  Falle  ergieht 
li  dann  sofort,  dass  das  Krümmungsmaass  Null  ist.  Die  Fläche  ist 
o  developpabel.  Breiten  wir  sie  in  die  Ebene  aus,  so  geben  ihre 
)dätischen  Linien  in  die  oo*  Geraden  der  Ebene  über,  und  diese  ge- 
lten offenbar  mehrere  conforme  Transformationen  (Translation,  Ro- 
ion,  Ahnlicbkeitstransformation),  Es  ist  demnach  klar,  dass  jede 
reloppabele  Fläche  zu  den  gesuchten  Flächen  gehört.  Dieser  Fall 
tet  nichts  besonders  Interessantes. 

Die  Form  (14)  des  Quadrates  des  Bogenelementes  dagegen  kommt 
er  bemerkenswerten  Flächen gattung  zu.  Zunächst  gehören  hierher 
gelegentlich  schon  früher  besprochenen  Spiralflüchen  (§  5  des  ^ 
Kapitels),  von  denen  wir  zeigten,  dass  eich  ihre  Krümmiingsliuien, 
upttangenteocurven  und  Minimalcurven  durch  Quadraturen  bestimmen 
Ben.  Eine  solche  Fläche  entsteht  bekanntlich  durch  fortwährende 
Bführung  einer  infinitesimalen  Spiraltransformation  auf  eine  beliebigo 
rve.  Unter  infinitesimaler  Spiraltransformation  verstanden  wir  eine 
initesimale  Rotation  um  eine  Äxe,  verbunden  mit  einer  infinitesimaten 
nlichkeitstransformation  von  dieser  Axe  aus.  Natürlich  ist  sie  eine 
Lforme  Transformation.  Da  sie  die  Spiralfläche  in  sich  Überführt, 
83  sie   die   geodätischen   Curven   derselben  unter  sich    vertauschen, 
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denn  offenbar  führt  sie  notwendig  eine  geodätische  Curre  wieder  in 
eine  solche  über.  Demnach  gehören  die  Spiralflächen  zu  denen,  deren 
Quadrat  des  Bogenelementes  sich  anf  die  Form  (14)  bringen  lasst, 
insbesondere  also  auch  die  Rotationsflächen  als  specieller  Fall  der 
Spiralflächen.  Es  ist  andererseits  auch  nicht  schwer  zu  erkennen, 
dass  jede  Fläche,  deren  Bogenelement  diese  Form  besitzt,  auf  eine 
Spiralfläche  abgewickelt  werden  kann.  Daraufgehen  wir  jedoch  nicht  ein. 
Wir  wollen  nur  noch  eine  interessante  Eigenschaft  unserer  infini- 
tesimalen conformen  Transformation 

"l^iH  +  i^ 

ableiten.     Aus  (13)  folgt  nämlich  zunächst: 

Also  ist  auch 

^(^)  +  sl  =  **'y)  +  äj  =  ^^"^*-  =  ^'      , 
daher: 

('«)  «li  +  -5;  +  il  +  r;-«- 

Nach  dieser  Vorbemerkung  wollen   wir  die   Änderung  berechnen,  die 

das  Bogenelement  durch  unsere  infinitesimale  Transformation  erfahrt 

Es  ist  nach  (11): 

ds*  ■=  e^dxdy, 

also  die  Änderung  von  d^: 

dds^  =  *(6«')  •  dxdy  +  e'^d{dxdy) 

=  c^dtc^  •  dxdy  +  (r{8dx  •  dy  '\'  dx  -  ddy) 

oder,  da  die  Zeichen  d  und  d  in  ihrer  Reihenfolge  vertauscht  werden 
können: 

dds^  =  e'^dw'  dxdy  +  e'^^ddx  -  dy  +  dx  -  ddy). 
Wegen 

erhalten  aber  w,  x^  y  die  Incremente: 

»"-(«K  +  'a?)"' 

dx^^idt,     dy  =  rjdt, 
sodass  sich  ergiebt: 

oder  nach  (16): 
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Siis^  =  e-dxdy  ■  adt, 
also  nach  (11): 

Sds-  =  »rfs^  •  Öt 
oder,  da  drfs'  =  2(ls  •  dds  ist: 


d.  h.  (JurcA    MJisere   infinilesimale   conforme   Transformation   werden   alle 
Längen  anf  der  Fläche  tiach  demseVien   Verhältriis  geändert*). 

§  5.  BeBtüamnng  und  Integration  aller  DiETerentialgleiohungen 
s'weiter  Ordnung  in  .•;  y,  irelohe  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe 
gestatten. 
Bisher  haben  wir  darüber  noch  gar  nichts  ausgesagt,  welchen 
2fttteen  man  aus  der  Kenntnis  einer  infinitesimalen  Transformation  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  Integration  dcrselbai  xiehen 
iann.  Darüber  werden  wir  uns  jedoch  im  Laufe  dieses  und  des  nächsten 
Paragraphen  Klarheit  verschaffen.  Wir  werden  finden,  daes  man  ateta 
einem  solchen  Falle  das  Integrationsgeschäft  vermittelet  Quadra- 
turen darauf  nurückführen  kann,  nach  einander  iteei  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  zu  integrieren.  An  einer  späteren 
Stelle  werden  wir  zeigen,  dasa  die  Integration  einer  dieser  beiden 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  erspart  werden  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  uns  eine  infinitesimale  Puiikttrana- 
{brmation 

or^iü  +  ^i 

vorgelegt.     6   und   rj  seien   also  bekannte   Functionen  von  .r,  y.      Wir 
fragen  naiA  allen  Differentialgleichungen  ztceiter  Ordnung 

•)  Vgl.  hierin  die  FnsBcote  S.  SBO.  In  den  Comptes  Rendns  Kr  1879  be- 
atimmte  L^vy  die  allgemeine  Form  des  Bogenelementcs  aller  auf  Spiralsachen 
»bwickelbaree  Fläche».  Ferner  zeigte  Lie,  der  Bchoa  in  Bd.  6  der  Math.  An- 
■»len,  187S,  die  geod litis c heu  Curven  der  Spiralfläcben  durch  eine  gen-.  Differen- 
läalgleichoDg  erster  Orilnung  bestimmt  battf,  dasi  auch  auf  jeder  auf  eine  Spiral- 
<fl&che  abwickelbaren  Flächu  die  Bestimmung  der  geodBitlschen  Curven  nur  die 
tntegration  einer  gew.  Uiffen-utialgteichung  erster  Ordnung  verlangt.  Die  Bahn- 
cnTTen  der  betreffenden  infiniteBimalen  Transformatiou  auf  diesen  Flächen  »ind 
ich  IsotherrDen,  also  durch  Quadratur  beetimmbar,  ebenso  wie  ihre  Ortho- 
gonalcnrren  (vgl.  Satz  5,  g  2,  Kap.  9).  In  dem  Co  ordinal  eng jatem  dieser  Carveii 
ipschieht  alsdann  die  Bestimmung  der  geodiltischen  Lioien  durch  eine  einzige 
iewCh n liehe  Differentialgleichung  erster  Ordnn Dg.  Darboni  führte  aUdann  diese 
Bleichoog  anf  eine  Biccatt'Bdhe  Gleichung  Kurück, 
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Sl{x,y,y',y")  

welche  die  von  Uf  erecugte  eiitgliedrigc  Gruppe  gestatten.   Nach  Tlieorm  i 
(§  3)  musa  die  Gleichung  Sl  ^=  0,    aufgefasst  als   GleichuDg   zwiscbes 
Tier  Veränderlichen  x,  y,  y,  y",  die  von  der  zweit«a  erweiterten  infi]ü-_ 
tesimalen  Transformation 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  gestatten.  Da  il  natürlich  y"  flellwt 
enthalten  soll,  so  können  %,  rj,  ij't  l'  nicht  sämtlich  vermöge  S  =  0 
verschwiudeu,  denn  |,  tj,  ^'  enthalten  y"  gar  nicht.  Folglich  erbalt«u 
wir  nach  §  3  des  14.  Kapitels  die  allgemeinste  Gleichung  Sl^O  der 
gesuchten  Art,  indem  wir  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen 
ti,  V,  w  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

bestimmen  und  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen: 
F{u,  V,  k)  =  0. 
Es  handelt  sich  also  noch  darum,  drei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (17)  zu  finden. 
Da  I  und  ij  nur  x,  y  enthalten,  if  ausserdem  y  und  ij"  überdies  j^' 
enthält,  so  ist  klar,  dass  es  eine  LÖsmig  u  von  (17)  giebt,  die  frei 
von  y'  und  y"  ist,  und  eine  andere  v,  die  frei  von  y"  ist.  Die  erstere 
u  ist  Lösung  der  Gleichung 


w^il  +  -i 


aUo  die  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe   Uf,  die  andere  v  Lösung 
der  Gleichung  ^H 

f^^-sK  +  '-g  +  V^'-o.  ■ 

während  die  dritte  Lösung  u)  wirklieh  y"  enthalten  muss.  ^^ 

Zur  Bestimmung  von  m  dient  die  gewöhnliche  Differentialgleicbnng 

deren  Integral  «  ist  Wie  sich  nach  berechnetem  u  auch  v  Sndeo 
ITtsst,  haben  wir  in  §  5  des  13.  Kapitels  gezeigt.  Wir  fanden  damals, 
dasa  sich  die  Grösse  v,  die  wir  damals  eine  Differenttalinvariante  An 
Gruppe  Uf  nannten  und  jetzt  präciaer  als  eine  Differentialin  Variante 
erster  Ordnung  bezeichnen  werden,  aus  einer  fliöcad'' sehen  Gleichiu 
welche  eine  bekannte  Particularlösung  besitzt,  durch  Quadraturen  I 
stimmen  lässt.  Die  Gleichung  ist  deshalb  eine  Riecati'sche , 
quadratisch  in  y  ist. 
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Hat  man  ao  m  und  v  gefunden,  so  lasst  sich  die  Grösse  w,  di^mJl^^,^^li- 
wir  eine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  der  Gruppe  Uf  nennen, ''q^^*' 
Behr  leicht  bereelinen.  Zunächst  ist  a  priori  klar,  dass  die  Berechnung  """pp"  ^'f 
von  w  höchstens  Quadraturen  erfordert,  denn  t}"  ist  linear  in  y". 
(Vgl.  Formel  (10)  des  §  2.)  Wenn  man  also  aus  dem  der  Gleichung 
JJ"f=t=0  äquivalenten  simultanen  System 

S  1  l'   *"  l"  ' 

von  dem  m  und  «  zwei  Integrale  sind,  etwa  die  Gleichung 
dx        dy- 

i      V 

herausgreift  und  daraus  y  und  i/  vermöge 

elitninirt^  so  erhält  man  für  j/"  eine  lineare  Differentialgleichung  zwischen 
y"  und  X,   welche  ausserdem   die  Integrationsconstanten  a,  b   enthält. 
Weil  aie   linear  ist,   findet   man   ihr   Integral    W{y",  x,  a,  b)   in   be- 
kannter Weise  durch  Quadraturen.    Wenn   man  dann  a  und  b  wieder 
durch  t4  und  v  ersetzt,  so  erhält  man  die  gewQnschte  Lösung 
w  =  W(s",  X,  u,  v). 
Ist  sonach  von  vornherein  klar,  daas  sich  tv  bloas  durch  Quadra-  ^>t  A'^- 
turen  bestimmen  lassen  muss,  so  können  wir  auf  anderem  Wege  zeigen,  Mf»"«'!*- 
dass  si<A  w  durch  Diff'erentiaU'onsprocesse  allein  angd>cn  lässt.    Wir  ver- 
fahren ao:    Verstehen  wir  anter  a,  b  zwei  Constanten,  so  stellt 

u  -  OH  —  6  ~  0 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar,  welche 
bei  der  eingliedrigen  Gruppe  üf  invariant  bleibt,  denn  u  und  i>  sind 
Lösungen  von  U"f=0,  und  also  ist  auch  v  —  au  eine  Lösung  von 
n"f^^  0.  Halten  wir  in  der  Gleichung  v  —  cm  ■=  6  die  Constante  a 
fest,  während  wir  die  Constaute  b  variieren  lassen,  so  ergeben  sich 
co^  bei  der  Gruppe  Üf  invariante  Differentialgleichungen.  Jede  der- 
selben besitzt  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schar  von  oo'  Integral- 
cnrven,  insgesamt  liegen  also  oo'  invariante  Scharen  von  je  co^  Curven 
vor.  Natürlich  bleibt  auch  der  Inbegriff  aller  dieser  bei  der  Gmppe 
Vf  invariant  Dieser  Inbegriff  aber  besteht  aus  •x^  Curven,  und  diese 
Curven  erfüllen  eine  bei  der  Gruppe  Uf  invariante  Differentialgleichung 
eKeiter  Ordnung.     Wir  erhalten  sie,  indem  wir  die  Gleichung 

V  —  au  =  b 
nach  X  total  differenzieren,   wodurch  das  variierende  b  herausfällt,  in 
der  Gestalt: 
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dv  du        ^ 

dx  dx 

oder  ausführlich  geschrieben: 

dv    ,    dv    ,  .    dv     /,  /du    »    du    ,\        ^ 

Diese  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bleibt  also  bei  der  Gruppe 
Uf  invariant;  wenn  a  eine  Constante  vorstellt,  aber  eine  beliebige. 
Wir  kennen  demnach  cx>^  invariante  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.     Wir  schreiben  sie  in  nach  a  aufgelöster  Form: 


dv    .   dv     ,   ,    dv     „ 

^  —  iß,  e^  \J 

dx"^  dy^ 
oder  abgekdrzt: 

W(x,  y,  y,  y')  —  a  =  0. 

Da  sie  invariant  sind,  so  ist  also 

f7"(Tr-a)  =  0 

vermöge   W  —  a  =  0.     Nun  aber  ist 

U'\W  -  a)  =  V"  W, 

also  frei  von  a.  Mithin  ist  notwendig  f7"TF^0,  nicht  nur  Null  ver- 
möge W — a  =■  0.  TT  ist  demnach  eine  Lösung  von  U"f^=^0  und 
zwar,  da 

(18)  Ty^?:5jL!lL!_t_¥_^ 

dx^d^^ 

und  ^^-7^0  ist,  eine  Lösung,  die  t/"  wirklich   enthält     Wir  können 

sie  also  als  die  gesuchte  dritte  Lösung  w  der  Gleichung  U"f  =  0 
benutzen. 

Wie  man  sieht,  erfordert  die  Berechnung  von  w  nur  Differentia- 
tionen. Ein  anderer  analytischer  Beweis  hierfür  wird  später  in  einer 
Note  gegeben  werden.    (Siehe  S.  399.) 

Nach    allem    diesen    hat    die    allgemeinste    Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  die  Gruppe  Uf  gestattet,  die  Form 

F{u^  v,w)  =0 
oder 

w  —  ^{ti,  v)  =  0, 


\ 
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vo  den  obigen  Wert  (18)  hat,  der  sich  kürzer  so  schreiben  lässt: 


diese  allgemeinste  Differentialgleichung  wird. 

Tbeorem  36;  Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiler 
Ordnung  in  x,  y,  welche  die  vorgelegte  Gruppe 

»M  X,  y  gestattet,  hat  die  Form 

|:-*(„,.)-o, 

wo  *  eine  arbiträre  Function  von  «  und  v  ist.     Hier  bedeutet 
iante  der   Gruppe  üf,   d.  h.  ein   Integral  der  Dif- 


u  eine  Inv- 

ferentialgleichwng  erster  Ordnung 


während  v  eine  Differentialinvarianie  erster  Ordnung  der 
Gruppe  Uf  ist,  die  sich  durch  Quadratur  aus  einer  gewissen 
Rieeati'schen  Gleichung  bestimmt. 

Die  Form  der  allgemeinen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, ,' 
die  sich  ergeben  hat:  ^ 

lehrt  unmittelbar,  dass  ihre  Integration  sich  auf  die  einer  Ditferential- 
gleichung  erster  Ordoung  und  ausserdem  auf  eine  Quadratur  zurüek- 
fOhren  lässt.  Denn  man  kann  sie  als  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  den  Veränderlichen  u  und  v  auffassen.  Ist  diese 
DifTerentialgleichung  erster  Ordnung  integriert,  hat  man  also  etwa 

gefunden,  so  stellt  diese  Integralgleichung,  da  v  die  Grösse  1/  enthält, 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar.  Nach 
§  5,  Kap.  13,  gestattet  dieselbe  die  infinitesimale  Transformation 


Uf  = 


'  üy' 


d.  h.  nach  Theorem  8  (g 
eine  Quadratur. 

Liegt     anderoTMeits 


1  des  6.  Kap.)  verlangt  ihre  Integration  nur 
eine    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 
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fl(Xf  y,  y,  y")  »»  0  vor,  von  der  man  weiss,  dass  sie  eine  bekannte 
infinitesimale  Transformation  Uf  gestattet,  so  wird  man  demnach  zu 
ihrer  Integration  so  verfahren:  Man  bestimmt  die  Invariante  u  und 
die  Differentialinvariante  erster  Ordnung  t;  der  Gruppe  Uf  und  drQckt 

dann  etwa  y,  y,  y"  als  Functionen  von  Xj  u,  v  und  w?^  j-  aus.  In- 
dem man  diese  Functionen  in  52  »i  0  substituiert,  muss,  wie  nach  dem 
Vorstehenden  a  priori  klar  ist,  die  Yariabele  x  jedenfalls  bei  Anflösong 
der  neuen  Gleichung  nach  w  sich  ganz  fortheben.  Dann  hat  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Form 

und  ihre  Integration  ist  in  der  oben  angegebenen  Weise  reducieri. 
Sie  erfordert  nach  dieser  Methode  also  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  t«,  darauf  eine  Qua- 
dratur zur  Bestimmung  von  v,  alsdann  die  Integration  der  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  u  und  v  und  schliesslich  noch 
eine  Quadratur. 

Eine   vollkommenere  Integrationsmethode   werden    wir    an    einer 
*  späteren  Stelle  entwickeln. 

Beitpieio.  1.  Beispiel:     Sei 

Wir  suchen  alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  Uf 
gestatten.     Hier  ist  offenbar 

die  Differentialgleichung  für  w,  v,  w.     Es  kann  u^^x,  v^y   gesetzt 

werden,  also 

dv  dy  // 

du        dx        ^  ' 
Sonach  lautet  die  gesuchte  Differentialgleichung  allgemein 

y"  —  0(x,  y)  =  0. 
Schreiben  wir  sie  so: 

so  stellt  sie  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und 
X  vor.     Ihre  Integration  liefert  etwa: 

y  =(p{x,a) 

und  darauf  eine  Quadratur: 

y  =  Jq>{x,  a)dx  -f-  b. 
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2.  Beispiel:    Sei 

vf^^r.  +  yw 

80  ist  M^—  ZU  setzen,   da  U^^O  ist.   Ferner  bestimmt  sich  v  aus 

X  '  X 

J7y-=0.     Aber  offenbar  ist  U'f^  Uf,  sodass  v^y   gesetzt  werden 
darf.     Daher  ist  drittens: 

dv  x^dy  xy" 

W  ^=  —  ^E ^E  — -  — 

du       xdy  —  ydx  ,      y 

X 

zu  setzen,  sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche  üf  gestattet,  die  Form  hat: 


x^' 


^       X 


y-*(f.y)  =  o 


oder  auch 

In  der  zuerst  geschriebenen  Form  kann  sie  als  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

X 

zwischen  y   und  —  aufgefasst  werden.     Ihre  Integration   liefert  etwa: 

X 

Diese  gestattet,  wie  wir  wissen,   üf^x-J^-^-y-J-,    Das  sieht  man 

auch  unmittelbar,  da  sie  homogen  in  x  und  y  ist.    (Vgl.  3.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kapitel.)     Sie  besitzt  danach  den  Multiplicator 

1 

y-g.(|.c) 

und  ihre  Integration  verlangt  somit  nur  noch  eine  Quadratur. 
Die  Integration  einer  DifferenHcUgleichung  von  der  Fomi 


W(l ,  y,  xy")  -  0 


verlangt  also  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und 
darauf  eine  Quadratur,  was  übrigens  längst  bekannt  ist. 
3..  Beispiel:    Sei 

so  ist: 
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Wir  können 

M  =  y,    v=Lxy 
setzen  und  also: 

__  ^  __  xd)i'\-  y'dx  __.  x}f'  —  %f  __,  xy^  ^  - 
du  dy  %f  y  ' 

oder  auch  kürzer  w  eee  --.-  •     In  der  That  ist  dann 

y 

ü''wE^xK+y%--  2y'  -r  =  0. 
y    ^  ^  y*  ^    y 

Die   allgemeinste  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung,   welche   das 

jetzige  Uf  gestattet,  hat  demnach  die  Form 

oder 

Sie  ist  als  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  xy    und  y 
aufzufassen,  deren  Integration  etwa  liefert: 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  gestattet 

TJf'^ixJ-  und  besitzt  mithin  den  Multiplicator  — -, — r*     Ihre  Inte- 
'  dx  ^  xq}{y,ä) 

gration  verlangt  also  noch  eine  Quadratur. 

Jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 


#/ 


verlangt  ssur  Integration  die  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  eine  Quadratur,  was  natürlich  längst  bekannt  ist. 

Um  auch  einmal  ein  Beispiel  rechnerisch  durchzuführen,  sei 

xy''  -^xy^+i/^0 

vorgelegt.     Diese  Differentialgleichung  hat  die  obige  Form,   denn  sie 
lässt  sich  so  schreiben 

oder 


oder 


und 


y 

-^y  -r 

-        1       -i— 

d{x^) 

dy 

•  xy 

i 

i  lg  (^yO 

=  dy 

integriert: 
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xy  =  ae^ 

oder 

-,  adx 

e~ydy  == 

•^  X 

Integrieren  wir  nochmals^  so  kommt 

—  e-y  =  a  lg  a:  —  i 
oder 

y  =  —  lg  (*  —  «  lg  ^)- 

4,  Beispiel:  Wir  wollen  zeigen,  dass  jede  lineare  Dijferentialgleichung^^^^^ 

gtveiter  Ordnung: 

(19)  y"  +  X.  (x)i/  +  X{x)y  +  X,(x)  =  0, 

sobald  eine  particulare  Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung 
zwisdien  z  und  x: 

(20)  /'  +  X^{x)z  +  X{x)0  =  0 

heTcannt  ist,  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  redu- 
eiert  werden  kann.  Diese  bekannte  Theorie  lässt  sich  nämlich  folgen- 
dermassen  aus  unseren  allgemeinen  Principien  ableiten: 

Ist  y  irgend  eine  Losung  von  (19)  und  e  eine  bekannte  particir- 
lare  Losung  von  (20),  so  ist  offenbar  auch  y  •}-  0 '  Const  eine  Lösung 
von  (19).  Dies  können  wir  auch  so  aussprechen:  Die  Differential- 
gleichung (19)  gestattet  die  Transformationen: 

^1  =  a:,    yi=y  +  fs{x)t, 
die  eine  eingliedrige  Gruppe  mit   der  infinitesimalen  Transformation 

bilden.  Da  also  (19)  diese  bekannte  infinitesimale  Transformation 
zulässt,  so  verfahren  wir  nunmehr  nach  den  oben  gefundenen  Regeln. 
Es  ist  hier  u^x  anzunehmen.     Da  ferner 

?r/-^.(^)|^  +  .'(x)^, 

also  V  Integral  des  simultanen  Systems 

dx dy^  ___   dy 

IT       ~zj^  ~  ^(x) 

ist,  so  kann 

v^zy  —  zy 

angenommen  werden.     Dann  wird 

dv        zdy'  —  z'dy  +  z'y'dx  —  z"  ydx  „  „ 

Die  Gleichung  (19)  muss  sich  demnach  auf  die  Form  bringen  lassen: 

zy"  —  tf'y  —  *(a?, zy  —  zy)  »=  0. 
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In  der  That  brauchen  wir  zu  dem  Zweck  nur  9  linear  in  ey  -  z'y 
anzunehmen.    Dann  haben  wir  nämlich 

(21)  ey" -  e"y  +  X{x)  {ey  -  ey)  +  ;»(«)  -  0. 

Der  Vergleich  von  (19)  mit  (21)  giebt  wegen  der  Identität  (20): 

(22)  k~X^{x),    n  =  e(x)X^(x). 
Da  (21)  die  Form 

^  +  A(u)i;  +  ^fu)  -  0 

hat  und  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  «^  f 
ist,  80  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  (vgl.  5.  Beispiel  des  §  3, 
8.  Kap.): 

v  =  zy  -/y  =  e-J^''  (^^f^^^'  dx  +  a) 

oder  nach  (22): 

zy'  -  /y  =  e"--/'-^'^(-/^Xoe-^-^^'^  dx  +  c). 

Dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y, 
die,  weil  sie  Uf^E:0{x)-J-  gestattet,  linear  sein  muss  (vgl.  das  citierte 
Beispiel),  was  auch  wirklich  der  Fall  ist     Sie  giebt  also  integriert 

Verkante  5.  Beispiel:     Die  sogenannte  verkürzte  lineare  Di/ferefUialgleichung 

Diffgi.  2.  o.  zweiter  Ordnung 

y"  +  X^{x)y' +  X{x)y  =  0 
gestattet  offenbar  jede  Transformation 

^1  =  ^,    yi=  cy, 

also  auch  die  infinitesimale 

Sie  kann  daher  auf  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück- 
geführt werden.     Bei  dem  jetzigen  Uf  ist  u^x  und  wegen 

auch  t;  ^  —  zu  setzen.     Nun  ist 

du  y* 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  muss  auf  die  Form 
reducibel  sein.     In  der  That  geht  sie,  wenn 
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'  =  «,   y=- 

bstituiert  wird,  Über  in 

fUB  ist  eine  Riccati'scke  Gleichung   zwischen   n   und  v.     Ist  sie  icte- 
iert,   80  findet   mau  alsdann  durch  eine  Quadratur  das  Integral  der 


«gelegten    Differentialgleichung 
i  tlbrigens  längst  bekannt. 


weiter  Ordnung.     Diese   Reduction 


6.    Andere  lategrationemethoiie  für  Differential  gl  elohuugeu  zweiter 

rdnang    mit    taekannter    infloitesimaler    Transformation.      Weitere 

Ausfiihningen  und  Beispiele. 

Wir  gaben  im  vorigen  Paragraphen  eine  Methode  an,  wie  man 
V  Integration  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  Sl{x,y,  y,  y")  =^  0 
it  einet  bekannten  infinitesimalen  Transformation  üf  verfahren  kann. 

Ein  zweiter  Weg  ist  nun  dieser:  Wir  führen  canonisciie  Vcränder- 
ite  der  Gruppe  Uf  ein.  Dies  verlangt  ausser  der  Integration  der 
tfferentialgleichung 


IT  eine  Quadratur  (vgl,  Satz  4,  §  2,  Eap.  3).  Seien  %,  Q  die  neuen 
drSnder liehen.  Uf  nimmt  durch  EinfQhning  derselben  die  Form 
^  an.  Nach  dem  1.  Beispiel  des  §  5  (und  nach  Satz  4,  §  1  dieses 
tpitels)  muss  alsdann  Si(x,  y,  y,  y")  ^  0  notwendig  übergehen  in 
ne  Gleichung  von  der  Form 


-*(E,?')=0, 


e  wir  durch  Auflosung  der  in  ;,  Q  geschriebenen  Gleichung  ß  = 


n 


=  1^ 


erhalten.     Es  ist  dies   eine  Differentialgleichung  ereter 


hlnnng  zwischen  ))'  und  £,  nach  deren  Integration  eine  Quadratur  i) 
iiert 

Demnach  verlangt  dies  zweite  Verfahren  zur  Integration  von 
i"=0  nach  einander  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster 
Cdnung,  eine  Quadratur,  die  Integration  einer  zweiten  Differential- 
bichung  erster  Ordnung  und  endlich  noch  eine  Quadratur,  d.  h.  genau 
pisolche  Operationen  wie  das  erste.  Factiseh  ist  ja  auch  diese  Me- 
tode nur  ein  specieller  Fall  der  früheren,  denn  %  ist  genau  dasselle 
[e  das  frühere  »  und 


9S4 
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ist  eine  Differentialin variacte  (vgl-  S.  284). 

Theorem  37:  Gestatlel  eine  vorgelegte  Diff'erentialgleichuHs 
zweiter  Ordnung  stoischen  x  und  y:  Ü^x,  y,  y*,  g")  •=■  0  eine  ht- 
Ttannte  infinitesimale  Transformation  in  x,  y,  so  kann  man 
ihre  Integration  leisten  durch  die  Integration  einer  Differtn- 
tialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y,  eine  darauf  folgende  Qua- 
dratUTj  die  alsdann  auszuführende  Integration  einer  sKeilen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  ewei  Veränderlichen 
nnd  schliesslich  noch  eine  Quadratur. 

Später  wird,  wie  wir  schon  bemerkten,  die  Integration  ron 
Ä  —  0  auf  die  einer  DifFereDtialgleichung  erster  Ordnung  und  Qu«- 
dratar  zurückgeftihrt  werden. 

Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Methode  des  vorigen  Para- 
graphen, bestehend  in  der  Verwertung  einer  Invariant«  v  von  U'f, 
noch  einen  gewissen  Grad  von  Ueweglichkeit  besitzt.  An  Stelle  von 
v  nämlich  kann  offenbar  jede  Function  von  u  und  v,  die  v  wirklich 
enthält,  benutzt  werden.  Es  gereicht  dies  der  Methode  zum  Vorteil, 
denn  man  ist  dann  in  der  Lage,  unter  den  verschiedenen  Functionen  t 
eine  solche  auszuwählen,  deren  Benutzung  am  bequemsten  zum  Reaol- 
tate  führt.  So  hätten  wir  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Integration 
der  linearen  Differentialgleichung  (4.  Beispiel)  an  Stelle  von 

v  =  iy-  —  z'y 
irgend  eine  Functiou  von  «  und  v,  also  von  x  und  eif  —  s'y  benutun 


ly"—  yc' 


können,  z.  B.  auch  j—  = 

aber  führt  am  bequemsten  zum  Ziele. 


Die  damals  benutzte  Punc^on  t 


tus^twAv.         Schliesslich  machen  wir  noch  auf  den  wichtigen  Umstand  aufinerk- 
kfiiis'iiit.  Barn,  dass  nkMjede  Differentialgleichung  etceiter  Ordnung  i 


wischen  xundif 
eine  infinitesimale  l\-ansformati'M  in  x,  y  gestattet,  während,  wie  wir 
wissen,  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  immer  eine  soldiiS 
ja  unendlich  viele  zulässt  (vgl.  Satz  8,  §  4  des  ti.  Kap.).    Z.B.  gestattet: 

y"  —  e*"  —  e-V  —  «y  —  0 
keine  infinitesimale  Transformation.    Dies  ist  leicht  nach  Theorem  35 
des  §  3  einzusehen.    In  dem  damals  gegebenen  Kriterium  wäre  nämlich 

a>  ^  e'^  -\- e-y"  -\- xy 
zu  setzen.     AUdann  lautet  die  Bedingung: 
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^y  -  rix  -  (fi, -{- (ri,  -  g,)  y  -  |,y'*)  (c*'-  <r-/)  =  0. 

e   hier  nicht  mitgeschriebenen  Glieder  sind  frei  von  y   oder  mit  y 
er  y^  behaftet  und  enthalten  ausserdem  nur  die  Differentialquotienten 
n  I  und  f^.     Diese  Relation  soll  für  jedes  x,  y,  y   bestehen.     Da  | 
id  1}  andererseits  nur  x,  y  enthalten^  so  resultieren  offenbar  zunächst 
i  beiden  Bedingungen: 

i^y  —  2gx  —  3gyy'  =  0, 

Vx  +  iVy  —  Sx)y  —  iv  y*  =  0, 

ren  erste  liefert  |y  =  0,  rjy  =  2|r,  deren  zweite  rjx  =  0,  i^y  =  5x, 
h.  es  ist  Ix  ^^  ^y  ^^  0  und  |  und  1^  sind  Gonstanten.  Nun  schrumpft 
sere  Relation  zusammen  auf 

iy  +  rjx  =  0 


h.   I  ^E 1^  ^  0.     Es    giebt   demnach   keine   infinitesimale    Transfor- 

y 


ition  I  ö-^  +  ly  g^  in  o;,  y,  welche  die  Differentialgleichung: 


y"—  ^  —  e-y'—  xy  =  0 
^ariant  lasst. 

Der  analytische  Grund  dafür,  dass  es  zwar  stets  infinitesimale 
^ansformationen  giebt,  welche  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
ster  Ordnung  invariant  lassen,  dagegen  nicht  stets  eine  solche,  die 
ue  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lässt, 
,  leicht  einzusehen. 

Dafür  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

ö  infinitesimale  Transformation  |  g-  +  ^  ^  gestattet,  ergab  sich  das 
riterium : 

gl.  §  2  des  6.  Kap.)  oder: 

rix  +  iVy  -  lx)9  -  Sy^'  -  S  äl  "^  ^  äf  ""  ^• 

s  enthält  dies  nur  x  und  y,  nicht  y\  Nimmt  man  also  |  irgendwie 
I,  so  ist  dies  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  rj, 
eiche  sich  stets  erfüllen  lässt.  Dagegen  enthält  das  Kriterium  des 
[leorems  35  des  §  3  für  die  Invarianz  von 

y'—  (o{x,y,y)  =  0 

Lio,  DUferontialgleichungeD.  25 


bei  der  infinitesimalen  Transformation  6  g  +  >?  ^  ausser  x,  y  noch  y 
Es  sollen  aber  |  und  jj  frei  Ton  t/'  sein.  Dies  Kriterium  zerfällt  also 
in  eine  Anzahl  von  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  von  \ 
und  17,  da  es  fCr  jedes  t/  bestehen  muss,  und  es  ist,  vrie  unser  obiget 
Beispiel  lehrt,  wohl  möglich,  dass  diese  Gleichongen  sich  nur  durcli 
£  ^^  ))  ^  0  erfüllen  lassen. 

Weil  jene  Bedingung  bei  gegebenem  o  in  eine  Anzahl  R«1atioDeD 
zwischen  |,  r\  und  ihren  Differentialquotientcn  zerfällt,  ist  es  anderer- 
seits häulig  leicht,  eine  oder  einige  infinitesimale  Tranaformationäi 
anzugeben,  welche  y"  —  01  ^  0  gestattet  Wir  werden  dies  an  einem 
onten  folgenden  Beispiele  sehen. 


Wir  geben  hier  in  aller  Kürze  die  Verallgemeinernng  des  TheoremE  36 
"  des   §  5    fUr  Differentialgleiclinngen    höherer   Ordnimg   an.      Es    liege  eine 


infinitesiniale  Puukttransformation 


■,u. 


.ij 


iben,    I 


vor.     Wir  können  nach  allen  Differentialgleichungen  *»*"  Ordnung 

jr  —  Ü-ix,  y,  !/'■ .  ■  y«"^'»)  =  0 
fragen,  welche  TJf  gestatten.  Wir  fandeu,  dass  man,  um  alle  DifferentMd- 
gleichungen  zweiter  Ordnung  zu  erhallen,  welche  bei  Vf  invariant  bldben, 
so  vorgehen  kann:  Man  bestimmt  die  Invariante  «  von  Üf  und  eine  p' 
enthaltende  Invariante  v  der  einmal  erweiterten  Gruppe  U' f.  Alsdann  39t 
—    eine  Invariante  der  zweimal  erweiterten  Gruppe   JJ"  f  imd 

«-»(»,«) -0 

die  allgemeinste  geatichte  Diflerentialgleicbung  zweiter  Ordnung.  Dm  nm 
invariante  Dimeren ttal gleich ungen  dritter  (."Irdnung  zu  erhalten,  hat  man  dii 
eine    Invariante    der    dreimal    erweiterteu    Gruppe      ü'"  f  gleich    Null  ai 


setzen.     Nun  kann  man  zeigen, 

tende   Invariante    ist,    also  jede 

5—,  sein  muss.     Demnach  ist: 
du' 


=  j— i  eine   solche  y'"  enth«!- 
FuDctJon    von  w,  v,   j-  nad 


-(-^  = 


die  allgemeinste  gesuchte  Differnntialgleichung  dritter  Ordnoug. 

So  findet   man   Oberhaupt,   dass  die  allgemeinste  Differentialgleiehnog 
m*"  Ordnung 

welche  üf  gestattet,  die  Form  hat: 


Andere  Integrationsmethode,  weitere  Ansfühmngen,  Beispiele.  387 

.ufgefasst  als  Differentialgleichung  in  u  und  v  ist  sie  nur  von  (m  —  l)*®' 
rdnung. 

Liegt  eine  I>ifferentiälgleichimg  mf^'  Ordnung 

yim)  —  5i(^^  y,y  '"  «/^'""■^O  =  ö 

yr,  welche  eine  bekannte  infinUesimäle  BunküransformatUm  Uf  gestcUtet^  so 
ird  man  also  durch  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
st  er  Ordnung 

dx dy 

ir  Integral  u  bestimmen,  alsdann  in  bekannter  Weise  vermöge  einer 
uadratur  v  berechnen  und  nun  die  vorgelegte  Differentialgleichung  auf 
ie  Form 

ringen,  was  nur  ausführbare  Operationen  erfordert.  Es  ist  dies  eine 
Differentialgleichung  (m  —  l)*®'  Ordnung  in  w  und  v.  Hat  man  sie  inte- 
riert,  also  etwa  gefunden: 

V  —  f(u,  Ci,  ^2  •  •  •  (W-i)  =  0, 

i  stellt  diese  Integralgleichung,  aufgefasst  als  Differentialgleichung  erster 

rdnung  zwischen  x  und  y,  eine  bei  Uf  invariante  Gleichung  vor.    Mithin 

^stimmt  sich  schliesslich  y  als  Function  von  x  und  m  Constanten  durch 
ne  weitere  Quadratur. 

1.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  Bei.pieie 

ier  kann,  wie  wir  wissen: 

M  ^  a;,     v^y 

)setzt  werden,  also: 

dv  „ 


du 


=  y 


} 


d*v  __    ,„ 
du' 


,^-^y 


•  •  •  • 


dass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  m**'  Ordnung,  welche   Uf  ge- 
attet,  die  Form  hat: 

h.  frei  von  y  ist.     In  der  Form  geschrieben: 

i   sie  eine   Differentialgleichung  (m  —  l)*®*  Ordnung  zwischen  x  und  y  • 

25* 
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Diffgr            ^'  ^^^^^'    Sei 
rn^r  ordn.  (23)  y('»)  +  X^-iS^»»-!)  H +  Z,y  +  ^o  =  0, 

wo  ^—1  • ' '  X^y  Zq  Functionen  von  rr  allein  bedeuten,  eine  Torgel^ 
lineare  DiffcrefUialgleickung  m^'  Ordming  und  je;  eine  bekannte  parÜciilare 
Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung  zwischen  x^  e: 

'  (24)  ^"»)  +  X„._i;^"»-i)  H h  ^1^  =  0. 

Alsdann  ist  mit  y  auch  y  -{~  ^  *  Const.  eine  Lösung  von  (23),  d.  h.  die 
Differentialgleichung  (23)  gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

welche  y  um  edt  vermehrt.  Uf  hat  die  Invariante  u^x  und  die  Diffe- 
rentialinvariante V  ^EE  zy  —  s'y.  Die  Gleichung  (23)  l&sst  sich  daher  als 
Diflferentialgleichung  (m  —  1)^  Ordnung  zwischen  u  and  v  schreiben.    Ds 

u~x,    vE^ey^ey,    j^  =  gy—gy,    j^^  =  zy   —  e  y  + zy —z  tf 

u.  s.  w.  und  somit 

V    .    z  n        l  dv    ,    /'  n,        \  d^v        £  dv    .    /'      .    b"' 


y 


e 


.    z  // \  av    .    z  n,  _  _  1  a'v       z  av    .    z        .    z 


u.  s.  w.  ist,  und  da  z  überdies  die   Gleichung  (24)  identisch   erfüllt,  so 
stellt  sich  die  neue  Gleichung  als  eine  lifieare  DiffererUialgleichunff  (m  —  l)^ 
Ordnung  ztcisdien  u  ut^  v  dar.     Diese  Reduction  ist  Iftngst  bekannt, 
verkünrte  5.  Beispiel:    Die  verkürzte  lineare  Differentidlgleidmng 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

denn    mit  y  ist  auch  y  •  Const  eine  Lösung  derselben.     Uf  hat  die  In- 
Variante    u  =-.  x   und   die   Diflferentialinvariante    r  E==  —  •     Also  ISsst  sich 

y 

die  vorgelegte  Gleichung  auf  eine  Differentialgleichung  (w  —  1)*"  Ordnung 
zwischen  u  und  v  zurückführen.     Es  ist  zu  setzen 


a*  Err  M 


,  „  dv  n  »  _  (dv  .  o\ 


u.  s.  w.  Macht  man  diese  Substitutionen,  so  hebt  sich  der  Factor  Jf 
überall  fort  und  es  ergiebt  sich  in  der  That  eine  Differentialgleichung 
(tu  —  1)^'  Ordnung  zwischen  ti  und  t*,  die  aber  nicht  linear  ist.  Auch 
diese  Reduction  ist  lange  bekannt. 

Was  für  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  schon  galt,  gilt 
in  noch  höherem  Grade  für  die  höherer  Ordnung:  Es  giebt  Differential- 
gleidiungefi  m**  Ordnufig,  welche  kdne  infinitesimale  Punkttransformatiw 
oestatlefK 
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Wir  wollen  nanmehr  noch  einige  Beispiele  zu  den  EntwickeluDgen 
dieses  Kapitels  überhaupt  geben. 

1,  Beispiel:    Die  oo^  Geraden  der  Ebene  sind  die  Integralcurven  Beispiele. 
der  DififerentialgleichuDg 

y '=  0. 

Wir  fragen  nach  allen  infinitesimalen  Punkttransformationen  ^  welche 
diese  Differentialgleichung  invariant  lassen,  also  jede  Gerade  der  Ebene 
wieder  in  eine  Gerade  überführen,  d.  h.  nach  allen  infinitesimalen  iWö-p,^^*T^ 
jectiven  Transformationen  der  Ebene. 

Nach   Theorem  35  des  §  3   haben   wir,   weil    in   unserem   Falle 
to  =  0  ist,  S  und  Ti  der  Bedingung  zu  unterwerfen: 

Sie  zerfallt,  da  |  und  rj  nur  x  und  y  enthalten  sollen,  in  die  vier 
einzelnen: 

5yy  =  0,     rjyy  —  2|xy  =  0,     2rixy  —  Ixx  =  0,     i^xx  =  0. 
Die  erste  und  letzte  lehren,  dass  |  und  tj  die  Form  haben: 

WO  X,  Xq  nur  x  und  T,  Yq  nur  y  enthalten.     Die  beiden  mittleren 
Bedingungen  lassen  sich  einmal  integrieren  und  geben: 

1?,  -  21,  =  X,(x),    I,  -  2n,  =  Y,(y), 
sodass 

3gx  «==  —  2Xi  —  Yi,    3rjy  =  —  2Yi  —  Xi 

wird.     Vergleichen  wir  dies  mit  den  obigen  Ausdrücken  für  ^  und  17, 
so  kommen  die  Forderungen: 

3Xy  +  3Xo'=-2Xj-Fi, 

3rx  +  SY,'=  -2Fi  -Xi. 

In  der  ersten  kommt  y  links  linear  und  rechts  nur  in  Y^  vor.    Dem- 
nach ist  Yi  linear  in  y  und  also  von  der  Form 

Fl  =  —  3cy  —  3rf, 

wo  c  und  d  constant  sind.     Ganz  analog  wird 

Xi  =  —  3ax  —  36. 

Nunmehr  hat  y  in  der  ersten  unserer  beiden  Bedingungen  links  den 
Coefficienten  3X',  rechts  3  c,  daher  ist 

X'  =  c  und  analog  F'  =  a, 
also 

X  =  ca?  +  y>     Y  =  ay  -{-  a. 

Jetzt  liefern  unsere  Forderuugen  noch: 


X;—2ax  +  2b  + 
Y;  —2es+2d  +  b, 


^^Mi 


X,  —  Ol»  +  (2i  +  d)i!+ß, 

n  -  «»•  +  (äii  +  »)!'  +  «■ 
haben  also  zu  setzen: 

6  =  («  +  j.)»  +  Ol-  +  (2i.  +  d)y  +  p, 
,  =  (o, +  «):>  + tj-  +(2,;+t)i  +  «. 
Bezeichnen   wir  die  Conatanten  anders,   so  linden  wir  folglich,   daa 
le  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  die  Form  hat: 


»f. 


Uf={a  +  ct  +  ds  +  h^  +  »«y)|^  + 


Sie  enthält  acht  willkürlich   annehmbare  Constanteu,  setzt   sich  also 
linear  mit  arbiträren  constanten  Coefiicienten  aus  den  acht  beaondi 


proj. 
,  Abl( 


ix' 


iL      xK 

es'    *ax 


»M. 


'!lli  +  <f 


1 


vergleiche  hiermit  die  in  g  4  des  4  Kap.  über  die  infiuitesim^t 
projectiveu   Transformatiouen    gemacliten    Bemerkungen.     Die   jetzige 
Ableitung  hat  den  Vorzug,  dasa  sie  keinerlei  Sätze  aus  der  projectiTen 
imetrie  entlehnt. 


2.  Sei^iel:  Eine  gewöhnliche  Diöereutialgleichung  zweiter  Otä- 
nang  zwischen  den  Coordinaten  x,  y  in  der  Ebene  definiert  oo*  Curveu. 
Wenn  x,,  y^^  die  Coordiuatun  des  zum  Punkte  (x,  y)  gehörigen  KrQin- 
mungsmittelpunktes  einer  Integralcurve  sind,  so  drfleken  sich  bekanntlich 
x^  und  y,  durch  x,  y,  y  y"  aus,  and  umgekehrt  lassen  sich  /  und  y" 
durch  x^  und  y,  ausdrücken.  Demnach  können  aus  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung 

ß(',  y,  y,  vi  =  0 

y  und  y"  entfernt  and  daffir  x^  und  y,  eingeführt  werden.  Die  lote- 
gralcurren  sind  alsdann  definiert  durch  eine  gewisse  Relation  zwisdieo 
den  Coordinaten  der  CurTenpiinkte  (3;,  y)  and  ihrer  Erümmungemittel- 
punkte  (-Ci.yi).  Unter  Umständen  kann  man  aus  dem  geometrischen 
Sinn  dieser  Relation  ohne  weiteres  erkennen,  dass  die  Curvenscbar 
eine  bekannte  infiuitesimaic  Transformation  gestattet  und  die  Inte- 
gration also  nach  unseren  Regeln  zu  vereinfachen  i^t.    Natürlich  kann 


Jf 

,,_ 

-■"W^ 

\' 

Yr    J/\ 

\ 

^' 

^' 

^ 

^ 

■X. 
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)  ilelatioQ  noch  in  maimigfaclier  Weise  abgeändert  werden,  je 
hdem  man  diese  oder  jene  Bestimmuugsstücke  als  Coordinaten  der 
ikte  (x,  y)  und  (a^j,  y,)  benutzt.  Einige  Beispiele  sollen  dies  et- 
;ern. 

Man  soll  alle  Curven  finden,  welche  durch  eine  Relation  zwischen 
liusvector  r  des  Curven  punktes,  Krümmungsradius  q  desselben  und 
1  Winkel  tf  des  Radius- 
tors r  mit  dem  Krllmmungs- 
iu8  ff  definiert  werden: 

£l(r,  Q,  ^)  =  0. 
;.  33.)  Es  ist  klar,  dass 
I  solche  Curve  bei  einer 
ation  um  den  Anfangspunkt 
sine  ebensolcbe  übergehen 
äs.  Ihre  DifFerentialglei- 
ng   gestattet   mitbin    die    infinitesimale    Rotation   — yJ--\-x^- 

Integration  werden  wir  eanonisclie  Veränderliche  dieser  Rotation 
!QbreQ,  also  Polarcoordiuaten,  den  Radiusvector  r  und  den  Winkel  ^ 
selben  mit  der  i-Äxe.  Nach  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
lachten  Bemerkungen  muss  alsdann  die  Differentialgleichung,  ge- 
rieben in  r,  tp,  die  Form  haben 

9'"  —  ^(''i  9')  ^°  *5) 
9'  =  ^ ,  tp'  =  ''  -    ist.     Sie   stellt   sieh   also  als   Differentialglei- 
Dg  erster  Ordnung  zwischen  r  und  tp  dar.     Ihre  Integration  liefert 
a: 

7)'  =  w  {r,  a) 

eine  Quadratur: 

er;  Ist  eine  CurvenscJutr  in  der  Ebene  dadurch  definiert,  dass  eine 
ation  swiscfien  Radiusvector,  Krümmungsraduts  und  dem  Winkel 
'er  besieht,  so  verlangt  ihre  Bestimmung  nvr  die  Integration  einer 
Terentialgleichujiy  erster  Ordnung  und  eine  Quadrattir. 

Wir  wollen  mit  t  den  Winkel  der  Tangente  der  Curve  mit  der 
ixe  bezeichnen.  Angenommen,  es  bestehe  eine  Relation  zwischen 
;  und  ff: 

£l(x,  t,  p)  =  0. 
na  wir  eine  solche  Curve  längs  der  ^-Axe  verschieben,  so  bleiben 
c  und  (I  nngeändert,  d.  h.  sie  geht  in  eine  ebensolche  Curve  über, 
bin   gestattet  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar  die  inffni- 


tesimale  Translation   --■     Sie    ist   mitbin,   geBchrieben    iii   Xf  J,  frei 
von  »j,  also  von  der  Form: 

g-4(l,j)-0, 

Demnach:  Ist  eine  CurvenscJtar  in  der  Ebene  durch  eine  Bdatiim 
gwischen  der  Abscisse,  der  Tangentialneigung  und  der  Krümmung  im  all- 
gemeinen Curvenpunktc  definiert,  so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  dk 
Integralion  eine}-  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  QiuidratuT 
Sei  &  der  Winkel,  den  der  Strahl  von  0  nach  dem  ErOmmungs- 
mittelpunHe  mit  der  x-Ase  bildet.     Es  bestehe  eine  Beziehung 

il{ip,  r,  ©)  =  0 
zwischen  den  drei  Winkeln  ip,  z,  &.  Eine  Carve  möge  also  dieser 
Relation  genügen.  Vergröasern  wir  dieselbe  vom  Anfangspunkt  aus, 
so  bleiben  (p,  t  und  &  ungeäudert,  d.  h.  auch  die  neue  Curve  erfüllt 
die  Relatiou.  Demnach  gestattet  die  Differeutialglelchung  aller  der- 
artigen Curven  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformatum 


,^f 


Die  Grössen  tp  =•  arctg  ^  und  «  =  lg  Yx^  -f-  y*  sind  canonische  Ver 
änderliche   derselben.     Wenn   wir  also  die  Differentialgleichong  in 
und  i(  schreiljen,  so  wird  sie  von  der  Form: 


i 


■iJ-C(^,„-,-0, 
WO  m'  =  V-  ist.  Also  sehen  wir:  Wird  eine  Schar  von  oo'  Gunm 
durch  eine  lieiation  euischen  der  Richtung  des  Badiusvectors  eines  oB- 
gemeinen  Curvenpunktes,  der  Eichtting  der  Tangente  desselben  und  der 
Richtung  des  Raditisvectors  des  gugehörigen  Krümmungsmittelpunktes  defi- 
niert, so  iferlangt  ihre  Bestimmung  nur  die  Integration  einer  Differeiüid- 
gleickung  erster  Ordnung  und  eine  Quatlratur. 


Kapitel    17. 

Differeutialgleidiaiigeii   zweiter  Urilnnng  iu  x,  //,   «eltlic  nehrMf 
iullnitesiiuale  TranHfoi'inatiftueii  gvstatten,    Gruppen  von  inUuitesii 
Traiisformat  Ionen. 

Im  vorigen  Kapitel  entwickelten  wir  eine  Integrationstheorie 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit   einer  bekannten  infinite: 
malen  Transformation.    Nun  aber  ist  es  wohl  möglich,  dass  eine  solc 
Gleichung  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gesl 


thrm    A 
;  einer  I 


i 
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tind  man  wird  es  plausibel  finden,  dasa  in  eineio  solchen  Falle  das 
Integrationsgeschäft  noch  weiter  vereinfacht  werden  kann. 

Demnach  werden  wir  in  diesem  Kapitel  Überhaupt  den  Inbegriff 
der  bekannten  infinitesimalen  Punkttransformationen  betrachten,  welche 
eine  vorgelegte  Di  Seren  tialgleichung  zweiter  Ordnung  in  z,  y  gestattet, 
nnd  werden  dadurch  zu  einem  sehr  wichtigen  neuen  B^iff,  su,  den 
Gruppe»  von  infinitesimalen  Transformationen  gefOiirt  werden. 

in  den  folgenden  Kapiteln  werden  wir  diese  Theorien  weiter  ent- 
wickeln und  verwerten. 

In  §  I  werden  wir  zunächst  einen  wichtigen  HUlfssatz  ableiten, 
den  wir  in  §  2  anwenden  müssen. 

§  1.     Erweiterung  eines  Elammeramidruckes. 
Eine  indniteiiimale  Transformation: 

kann,  wie  «ir  wissen,  durch  Mitberücksichtigung  der  Transformationen 
des  ersten,  zweiten  u.  a.  w.  Differential quotienten  y,  y" •  •  ■  erweitert 
werden.  Die  enveiterte  Transformation  bezeichneten  vnx  —  und  wollen 
das  auch  jetzt  thun  —  mit  Ü'f,  ü"f  u,  a.  w. 

Liegen  nun  zwei  infinitesimale  Transformationen  t/,/*  und  U^f 
Tor,  ao  kann  man  den  Klammerausdruck  (U^Uf)  bilden,  der  wiederum 
eine  infinitesimale  Transformation  in  x,  y  darstellt,  und  ihn  der  Er- 
weiterung unterwerfen.  Wir  werden  die  erweiterten  Kl  am  meraus  drücke 
mit  {ÜiU^y,  (UiUf)"  a.  s.  w.  bezeichnen.  Andererseits  kann  man  nun 
auch  mit  den  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  l\'f,  F,'/"; 
U,"f,  üi'f  u.  8.  w.  die  Klammerausdrücke  {U,'Ui),  (U"U^")  u.  b.  w, 
bilden. 

Nahe  liegt  die  Vermutung,  dasa  dann 

w.  ist,  denn  es  stimmen  die  Ausdrücke  links  und  rechts  sicher 
in  den  Coefficienten  von  ~-  und  -J-  überein,  die  nur  x,  w  enthalten. 
Wir  werden  beweisen,  dass  jene  Identitäten  in  der  That  richtig  sind. 

Dm  den  Beweis  durchzuführen,  brauchen  wir  einen  8atz,  den  wir  Huir»» 
gleich  jetzt  angeben: 

Satz  1:  Stehen  q  symbolische  Atisdrücke  VJ,  V^f  ■  ■  ■  Vqf  eu  swei 
^[liiibolcn    H'i/',  Tfj/'  in  Beziehungen  von  der  Form: 


(r,»F,)  =  «„r/+- 
(r,w,)  =  ß„r,i  +  - 


■  +  '>.,y,f, 

■  +  ß;y,r 


Ko  die  a  Hni?  ß  irgend  meleke  Fundi(men  der  Vemnäcrlichen  ieämte» 
sollen,  so  besteht  auch  smsche»  jedem  Vf  tmd  (WiW,)  eine  sMt 
Relation: 

(F,(IK,  W,))  =  r„VJ+  ■■■  +  ,„Y,f 


i 


WQ  die  y  Ftmclione»  der   Veränderlichen  sind. 

Der   Beweis    liegt   in   der   Jacob i's eben   Identität    (vgl. 
10.  EapiteU).     Es  besteht  nämlicli  identiecb  die  Relation: 
(( Vi  W,)  W^)  +  {(  W,  W^)  Vi)  +  ((  W^  V,)  W,)  =  0. 
(TiTV,)   und   (FiTT,)    sind    nach    den  Yorauasetzungen  unfleres  Satze« 
linear  ausdrQckbar  durch   V^f ■  •  •  V^f,  sodass: 

(CK  ir,}  w,)  r^  «..( V,  w,)  +  •  ■  •  +  «.-,( n  M^)  -  _ 

-  T^ct,, .  F/ IV,«,,  -  n/-        ^ 

wird.     Hierin  sind  nach  den  gemachten  Vorausaetzungen  die         ^| 

(F,IF,)---CF,W,) 
lineare  Ausdrücke  der  Fi/'- •  ■  F^/"  und  die  W^atj  gewisse  Funetioneu 
der  Veränderlichen,  d.  h.  auch  ((FlFj)>Fi)  drückt  sich  linear  durch 
''/••■F/aua.  Dasselbe  gilt  von  (( ir,F)lFJ  oder  ~  {iV.W^)W,). 
'  Die  obige  Jacobi'sche  Identität  zeigt  mithin,  dass  sich  auch  (( W^  Uj) l'i) 
oder  (F(^FiTFj))  linear  durch  F^/ ■  ■  ■  F^/'  auadrßckt.  womit 
bewiesen  ist. 


.   Si4^H 


Wir  kommen  nun  zum  Nachweis  dafür,  daas  der  Elammer- 
ausdruck  {Ü^üi')  zweier  erweiterter  infinitesimaler  Transformationen 
(7,7  und  ?V/^  gleich  der  Erweiterung  des  Klammerauadruckea  (l\U^ 
zwischen  den  ursprünglichen  Transformationen  if-'i/'und  U^f  ist  Man 
könnte  den  Nachweis  direct  führen,  indem  man  {U^U^  wirklich  be- 
rechnete und  zeigte,  dasa  dieser  Ausdruck  die  Erweiterung  von  (t^tsJ 
iat.  Aber  das  erfordert  ausserordentlich  lauge  Formeln.  Deshalb 
schlagen  wir  einen  kürzeren  Weg  ein,  indem  wir  ein  Verfahren  be- 
nutzen, das  freilich  zunächst  wie  ein  Kunstgriff  aussieht,  während  es 
in  Wirklichkeit  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Methode  ist*). 

•)  InnbüBOndere  sui  bemerkt,  dasa  mnu  iu  dieaer  Weisü  eine  wesentlich  ein- 
ßichere  Begründung  der  Theorie  der  Differenlialin Varianten  als  in  Lie'a  „Theorie 
der  Trans  form  ationegruppen",  Abeohn.  I,  bearbeitet  «oter  Mitwirkung  TOn  ßagel, 
Leipzig  1888,  geben  kann. 
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Q^;  Nachweis, 

eine  vorgelegte  infinitesimale  Punkttransformation,  die  wir  einmal 
erweitern,  sodass  sich  ergiebt: 

wo  'q  der  bekannte  Ausdruck  in  den  ersten  Differentialquotienten  von 

I,  r\  und  in  y   ist;  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3  des  13.  Kapitels)  lässt 

sich  rl  kurz  so  schreiben: 

/  __  ^ /  d|^ 

^        dx       ^  dx' 

wenn  hierin  die  Differentiation  nach  x  total  aufgefasst  wird,  d.  h. 
allgemein: 

dx       dx    *'  ^  dy 
gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  dieses  Operationssymbol  mit  Bf,  setzen 
wir  also: 

^f—di  +  ^Ty' 
80  wird  folglich: 

und  TJ'f  kann  Dunmebr  so  geschrieben  werden: 

Das  Zeichen  Bf  kann  ebenso  wie  TJf  als  das  Symbol  einer  infinitesi- 
malen Transformation  aufgefasst  werden,  und  in  dieser  Auffassung 
wollen  wir  den  Ausdruck  B{TTf)  —  TJ\Bf),  also  den  Klammer- 
ausdruck (BIT),  berechnen.     Offenbar  kommt: 

Biirn  -  u'iBf)  ^  (|i  +  ,'  |i)  %  +  (fl  + ,'  H)  I  - 

Den  Coefficienten  q  von  ^,  haben  wir  nicht  ausgerechnet,  weil  er 
nicht  gebraucht  wird.     Der  GoefGcient  von  ^  ist   nun  jB|,   der   von 

o  X 

j^  ist  j/jB|,  sodass  sich  ergiebt: 

oder  also,  wenn  noch  der  Ausdruck 

gesetzt  wird: 

(2)  (BU')  =  BiBf+QCf. 
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Femer  ist  nun 


{CV)  ~  CiU'f)  -  ViCf)  =  -Bl  |4 , 


d.  h.: 

(3)  (CU')  =  oCf. 

Nach  (2)  und  (3)  drücken  sich  also  (BIT)  und  (ClT)  linear 
durch  Bf  und  Cf  aus. 

Liegt  nun  nicht  eine  infinitesimale  Transformation  Uf,  sondern 
liegen  zwei  vor:  U^f  und  ÜJa/*,  so  werden  sich  (BCT/),  (C7I7/)  und 
{BU^\  (CU^)  alle  vier  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 

Nach  unserem  Satz  1  (in  welchem  jetzt  Bf,  Cf  die  Rolle  der 
Vif  und  Ulf,  Uif  die  der  Wifj  W^f  spielen  und  g  =  2  ist)  ergiebt 
sich  demnach;  dass  auch 

(B{U:U,'))  und  iC(U,'U,')) 

sich  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 
Es  sei  nun  etwa: 

sodass  nach  (1): 

ist     Da  nun  {U^U{)  mit  {UJJ^'  jedenfalls  in  den  Coefficienten  von 
-J-  und  J-  übereinstimmt,  so  ist  (JJ/ZJ,')  von  der  Form: 

Bedenken  wir,  dass  Bf^J-'\-y   J-7  ist,  so  kommt  also: 
(£(C7/Cr/))  ~  B\  .  It  +  (5^  _  „)  1^  +  ^  1^, 

wo  wir  den  Coefficienten  q  von  -J-^  nicht  ausgerechnet  haben.    Dieser 

Klammerausdruck  muss  sich  aber,  wie  bewiesen,  durch  Bf  und  Cf 
ausdrücken,  also  die  Form  haben: 

Es  ist  deshalb,  wie  der  Vergleich  lehrt, 

X  =  B\ 

und 

yBX'EEi  Bri  —  © 
oder: 

G)  :^  Bfi  —  y'B^j 
sodass 
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d.  h. 

isi 

Satz  2:  Liegen  zwei  infinitesifndle  PunkUransformationen  U^f  und 
TJ^f  in  Xj  y  vor,  so  ist  der  Klammerausdruck  der  einmal  erweitertere 
infinitesimalere  Transformationen  (UiU^)  gleich  der  Erweiterung  des 
Klammerausdruckes  der  ursprünglichen  Transformationen,  also: 

(u,'u,')  =  (ü,ü,y. 

Ganz  ähnlich  stellt  sich  der  Beweis  für  die  zweimalige  Erweiterung  ^^J^®*" 
dar.     In  diesem  Falle  benutzen  wir  als  Hülfsausdrücke  die  Symbole:  1^«'^^«',')^^ 

und 

/n,/- —  df 

Alsdann  lautet  die  zweimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation 

mit  Hülfe  der  neuen  Zeichen  so: 

denn  es  ist  ja  (vgl.  §  2  des  16.  Kapitels): 


#/ dri  „  dg 

^  —  5^       y   dx' 

wenn  die  Differentiation  nach  x  total  ist^  d.  h. 

dx        dx     ^    ^  cy 
Bildet  man  nun 

(^f7")  =  B{U''f)  -  V'iß'f), 
so  kommt: 

-n%-m-y"m)%  +  <'^ 

oder,  da 

r/^Bfj^  yBl 

war,  also  auch  (weil  |  und  ly  frei  von  y   sind): 

ri'=B'f,-y'm 
ist: 
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Ferner  ist: 

Liegen  also  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  U^f  Tor, 
so  können  wir  auf  diese  Weise  zeigen^  dass  {B'Ui'),  (B'ü^"),  {C'Vi\ 
(C  U^')  sich  linear  durch  B^f  und  C'f  ausdrücken,  sodass  nach  Satz  1  auch 

(4)  (B{u;u^'))  =  xiyf+^C7 

sein  muss.  (JJ^'U^')  stimmt  mit  {UJJ^"  in  den  Coefficienten  von 
-J-^  -J-,    o4   überein.     Mit  Hülfe  der  letzten  Formel  findet  man  in 

ähnlicher  Weise  wie  oben,  dass  auch  die  Coefficienten  von  ^-^  die- 
selben sind.     Wenn  nämlich 

iU,U,)"  ^  i  |{  +  ,-  IJ  +  ^'  1^  +  (B'ü'-y'B'l)  §-, 
und 

ist,  so  kommt: 

iBXU,"u,"))  -3  B'l  l^  +  i^B'n  -n)%,  +  {B'n'-  ,p)  |^  +  ^  ^ 

und  der  Vergleich  mit  (4)  lehrt: 

also: 

y"B'l  =  B'^'-ip 
oder 

g)  =  -B'^'—  y'B'l, 
mithin 

Satz  3:  Liegen  zwei  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f  und 
JJ^f  in  Xj  y  vor,  so  ist  der  Klammerausdrtick  der  zweimal  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  {üxU^')  gleich  der  Erweiterung  des 
Klammerausdruckes  der  ursprünglichen  Transformationen,  also 

(U,"U,")^iU,U,)". 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  entsprechende  Satz  für  beliebig 
oftmalige  Erweiterung  beweisen.  Wir  wollen  ihn  deshalb  hier  angeben, 
obgleich  wir  ihn  nicht  gebrauchen  werden: 

Satz  4:  Liegen  zwei  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f  und  U^f 
in  X,  y  vor  und  bezeichnet  der  Index  m  die  m-mälige  Erweiterung,  so  ist 


U 
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An  dieser  Stelle  wollen  wir  den  früher  versprochenen  rein  analytischen^®^^'^^JJJ^" 
Beweis  dafür  führen,  dass,  wenn  u  die  Invariante  nnd  v  eine  Differential-      dsu 

dv  ü"  l~\  _o 

invariante    erster    Ordnung    von    Uf   ist,    alsdann    -j-    eine    Differential-      \duj     * 

invariante  zweiter  Ordnung  von   Z7/J  d.  h.  ü'9==o  ist. 

ist.     (Vgl.  §  5  des  16.  Kap.) 

Da  u  frei  von  y    ist,  so  ist  wegen  üu  E=E  0  auch   TJ'u  ^r-.  0,  anderer- 
seits ist   U'v  ^  0,  also  auch 

U\v  —  au)  =  0, 

wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Wir  bilden  nun 

dv  _  «*  +  ^yy  +  Vy'y' 


und  setzen  wie  oben 


du  u^  +  Uyt/' 


sodass 

dv ^v 

du       JBu 
wird.     Nun  ist 

^    \du/  —  ^     \bJ  '-^      "  {Buy 

Nach  dem  Obigen  aber  ist 

ü'XB'f)  -  B\U"f)  =  {Ü''B')  =  -  J?'ä  .  ^Z*—  a  y4 

oder^  da  $  gar  nicht  y'  enthält: 

U"iB^f)  -  B'i U"f)  =  -B^.B'f-a^-f. 

Dementsprechend  war  auch 

U'iBf)  -B(U'f)^-Bi.Bf—Q^- 

Also  ist,  wenn  hierin  v  und  u  für  f  eingesetzt  werden: 

U'\B'v)  =  B\ü%)  —  B^B'v, 

U'  (Bu)  =  B  {U'u)  —  B^  '  Buy 

oder,  da   Cr"t;  =  U'v^O,   U'u  =  Uu  =  0  und   U\Bu)  ^  U'\Bu)  ist: 

U'\B'v)  =  —  B^'  B'v,     U'\Bu)  =  —  B^'Bu 

und  demnach  wird  nunmehr: 

was    zu    beweisen    war.     3—    ist    also    in    der    That    Differentialinvariante 

du 

zweiter  Ordnung. 
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§  2.    Differenüalgleiohungen  zweiter  Ordnung  in  d?,  y,  welohe 
mehrere  infinitesimale  Transformationen  gestatten. 

Angenommen^  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

gestatte  mehrere  infinitesimale  Punkttransformationen  Uif,  U^f,  U^f"'- 
Dies  deckt  sich  nach  Satz  7  des  §  3,  16.  Kapitel,  damit,  dass  die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y^  y\ 

die  einmal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  TJ^fj  U^{^ 
U^f'-'  gestattet  Dies  wieder  findet  nach  Theorem  29  (§  2  des 
15.  Kapitels)  seinen  Ausdruck  darin,  dass  Relationen  bestehen  von  der 
Form: 

wo  Qi,  Qi'--  irgendwelche  Functionen  der  Veränderlichen  bedeuten. 
Hiernach  ist  aber  auch,  wenn  c^,  c^-  -  -  Constanten  bezeichnen: 

(c,U,'f+  c,U,'f+  •  ■  ;  Af)  -  (c,ft  +  c,P2  +  •  •  O^r, 
d.  h.  die  Gleichung  Af=0  gestattet   auch   die  infinitesimale  Trans- 
formation 

c^u^f  +  cjj;f  +  ■  ■  ■ . 

Wir  hoben  dies  schon  früher  gelegentlich  hervor  (vgl.  §  3  des  15.  Ka- 
pitels). Eine  infinitesimale  Transformation  IJ'f  nun,  die  sich  linear 
mit  Constanten  Goefficienten  aus  einer  Anzahl  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen Uyfj  tl^'f-''  zusammensetzt: 

haben  wir  als  von  U^f,  V^f  •  •  •  abhängig  bezeichnet  (vgl  S.  233). 
Demnach  können  wir  sagen,  dass  Af=0  alle  von  (7//*,  U^f-*'  ab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen 

ür=c,u,'f+c^ü,'f+.- 

gestattet.  Eine  solche  ist  aber  die  Erweiterung  einer  Punkttrans- 
formation 

üf^c,UJ+c^U,f+-', 

und  so  folgt  rückwärts,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

y"  -  c»(a;,y,y')  =  0 

auch  Ufj  d.  h.  jede  von  U^fj  U^f  •  •  •  abhängige  infinitesimale  Trans- 
formation gestattet. 

Satz  5 :    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y 
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mehrere  infinitesimale   FunkttransformaHo»en    ü,f,  U^f  ■  ■  ■ ,  so  gestattet 
sie  auch  jede  von  ihnen  abhängige  von  der  Form 

WO  c^,c^--  ConstanUn  bedeutett. 

Es   geuUgt  demnach,  nur  von  einander  unabhängige  infinitesimale dtt  n 
Transformationen  ÜJ',  fg/'--- zu  suchen,  welche  die  Differeiitialgleichung„Bicti. 
gestattet,  also   nur   solche,   zwischen   denen   keine   Relation   mit  eon-o"^, 
stauten  Coefficienten   besteht.     Denn   mit  diesen  kennen  wir  auch  die 
fon  ihnen  abhängigen,  die  also  trivial  sind. 


I 


7c,  ty. 


Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kapitels)  gestattet  Af  =  d  mit 
V^f  und  JJ^f  auch  die  infinitesimale  Transformation  {ü,' U^').  Nach 
Satz  2  des  vorigen  Paragraphen  ist  diese  die  einmalige  Erweiterung 
der  Punkttransformation  {Ui  U^),  und  somit  muas  y"  —  in(x,  y,  y")  ■=  0 
diese  letztere  gestatten. 

Theorem  38;  Gestattet  die  Differentialgleichung  aweite: 
Ordnung  in  x,  g:  ^-^j" 

g    —  tt>(x,y,y)  =  0 
die  beiden  infinitesimalen  Punkttransformationen  ü^f  und  Uff, 
so   gestattet   sie  auch  die   infinitesimale  Punkttransformaiion 
(t/,(7,)  oder  h\{ÜJ)  -  L\iU,fy) 

Hiernach  können  wir  aus  zwei  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ulf  und  [/j/'  unserer  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung die  infinitesimale  Transformation  {UiU^)  derselben  ableiten.  Nun 
ist  es  wohl  möglich,  dass  sich  (P,  Pj)  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch   Pj/"  und   f,/"  ausdrückt: 

(ü,ü,)  =  c,ÜJ-\-c,U,f, 
d.  h.  abhängig  von   ü,f  und   U^f  ist.     In   diesem  Falle  hat  sieh  nach 
dem  Obenbemerkten  nicht  Neues  ergeben. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  (f7i?/g)  von  ü^f  und  U^f 
unabhängig  ist.  In  dieseiu  Falle  würden  wir  also  hiermit  eine  dritt« 
infinitesimale  Transformation  unserer  Gleichung  construieren  können: 

Nun  Hesse  sich  Theorem  38  auf  ü,/"  und  (Js/"  sowie  auf  fj/' und  ü^f 
anwenden,  d.  h.  unsere  Gleichung  würde  auch  (UiU^)  und  (U^ü^)  ge- 

*)    Dieser   Satz    iit   ein    specieller   Fall    des   allgemein erea :     Enthillt   eine 
Gruppe     von     endlichen    Transformationen     die     beiden    inficiteei malen    Traosfor- 
mationea    U,f  nnd    U^f,    so  enthalt  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(E7,  r/,).    Ein  besonders  einfacher  Beweis  dieses  Saties  findet  sich  in 
Ana.,  Bd.  S4, 

LU,  DlB.n.iiti»lglciijhungBii.  86 
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statten.  Sind  diese  von  U^f^  Uff,  U^f  unabhängig,  so  haben  wir 
neue  infinitesimale  Transformationen  ÜJ,  UJ  der  Gleichung  gefon- 
den  u.  s.  w. 

Man  sieht,  dass  man  unter  Umstanden  aus  zwei  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnimg 
durch  Differentiationsprocesse  eine  Reihe  weiterer  infinitesimaler  Thuis- 
formationen  derselben  herleiten  kann,  die  nicht  von  den  ursprün^ichen 
'     und  von  einander  abhängig  sind. 

Ein  Beispiel  wollen  wir  hierfür  angeben. 
Beispiel.  Beispiel:  Wir  haben  schon  in  §  6  des  16.  Kapitels  ansgerechnet, 

dass 

y"=0 

acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet    So  gestattet  sie  z.  B.  diese  beiden: 

wovon  man  sich  auch  direct  überzeugen  kann.  Denn  bei  Uif  hat  y 
das  Increment  8y  =  i/dtj  d.  h.  y"  das  Increment  dy"  =  y'dL  Es 
verschwindet  also  vermöge  y"  =  0.  Bei  U^f  ist  8y  '^  {y  —  xy'^ii^ 
daher  8yf'  ^=  —  dxy'dt,  d.  h,  auch  gleich  Null  vermöge  ^'=  0.  Durch 
Elammeroperation  leiten  wir  nun  aus  Uif  und  U^f  die  infinitesimale 
Transformation  ab: 

die  von  U^f  und  ü^f  unabhängig  ist.  In  der  That  ist  hier  wegen 
dy  =  —  ydt  auch  Sy"  =^  —  ^y'dt,  d.  h.  dy"=0  vermöge  y'  =  0. 
U^f  lässt  also  wirklich  die  Differentialgleichung  j/'' «  0  invariant. 
Wir  bilden  nun: 

wo  dy  =  0,  dy'  =  0  ist,  und 

üjL^  {Ü,U,)  =  -2x'l^  +  il+x-2xy)l^. 
Dies  U^f  kann  auch  durch  das  kürzere: 

rTJr=:.iTj+2U,f-(S  +  x)l^ 
ersetzt  werden.     Wirklich  ist  wegen   dy^St  auch  dj/'^EO,  u.  s.  w. 
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§  3.    Über  die  Anaahl  der  unabbängigen  infinite  Bim  alen  Fankttrana- 
formationen  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  In  w,  y. 

In  §  6  des  vorigen  Kapitels  fanden  wir,  dasa  die  Differential- 
gleichung y"=^  0  adit  und  nur  acht  von  einander  unabhüngige  infini- 
tesimale Transformationen  gestattet.  Ea  besteht  nun  der  Satz,  dass 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

y"  —  a{x,y,y')  =  0 
&berhanpt    höchstens    acht    von    einander   unabhängige    infinitesimale 
Transformationen    gestatten    kann.     Dass    diese  Uaximalzahl   wirklicli 
erreicht  werden  kann,  lehrt  das  Beispiel  y"^0. 

Der  Beweis  des  genannten  Satzes  stützt  sich  auf  einen  functionen- 
theoretischen  Hülfssatz: 

Ist  eine  Differmtialgkichung  Bioeiter  Ordnung  y" — oj(a:,  j/,  j/')  =  0 
vorgelegt,  so  ist  es  immer  tnöglidt,  in  der  Ebene  (x,  y)  einen  soldien  Bereich 
abeiigrenzen,  dass  diirdi  ewei  beliebige  Funkle  desselben  immer  eine  und 
nur  eine  Integralcurve  der  Diff'erentialgleiekung  hindurchgeht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gehört  nicht  hierher. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  «» 

y'-~m{x,y,y)'=0  ■;; 

gestatte  mehr  als  acht,  also  mindestens  neun  von  einander  unabhängige'"! 
Punktfcransformationen   U^f,  ü^f  •  ■  •  U^f,   U^f,  wo  allgemein 

flei.  Wir  wählen  alsdann  in  dem  im  Hülfssatze  erwähnten  Bereiche 
vier  Punkte  ji,,  pj,  pg,  p^,  unter  denen  nicht  drei  auf  derselben  Inte- 
gralcurve  der  Differentialgleichung  gelegen  sind.  Nach  Satz  5  des 
§  2  gestattet  y"—  co  =  0  jede  von  UJ,  Uj'  ■  ■  •  U.J'  abhängige  infi- 
nitesimale Transformation 

P/'^  q  UJ  +  c,  ÜJ  ^  .  .  .  c^UJ -\- C,  UJ. 
Wir  wollen   nun   die    neun   Constanten   <\,  c^  •  •  ■  c^  so   wählen,    dass 
Df  die    vier  Punkte  jhi  Pi>  Pai  Pt   invariant   lässt     Sind   Xk,  y*   die 
Coordinaten  des  Punktes  j)«,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass: 

Ci'/iC«*.  y»)  +  c.»?,(a:i,  yt)A 1-  C9i)„(a:*,  y.)  =  0 


.     Dies  sind  acht  Gleichungen   für   die  nenn  Grössen  (^i,  c,  ■-■  c^. 
!   Sie   lassen  sich   immer  erfüllen,  sodass   also  bei  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen stets  eine  Transformation 
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vorhanden  ist,  die  y" —  ro  =  0  und  die  vier  Punkte  p^.  ft,  ft,  JJ«  in- 
variant lässt.     Darcli  Erweiterung  derselben  kommt: 

SS' 

Diea  ist  die  Transformation,  welche  die  Lioienelemente  (x,  y,  y')  bd 
Ausführung  von  Uf  erfahren.  Die  oo'  Linieneleraeute  durch  einen 
der  vier  festen  Punkte  pk  werden  dabei  notgedrungen  unter  sich  ver- 
tauscht, indem  sie  ihren  Punktort  {Xk,  yi)  beibehalten,  aber 
Bichtungen  y'  transformiert  werden.     Angenommen, 


3y  »    J  e^ 


let- 


bei  Ausführung  i 


reducieren  sich   im  Punkte  p»   auf  die  Zahlen  a,  b,  c,   so  werden  die 
Richtungen  j/  der  Linien elemente  [xt,  yk,  y)  vermöge : 
8y'={a-{-by'+cy"')dt 
\  Uf  transformiert.    Drei  dieser  Richtungen  bleibeu 
in  Kühe,  nämlich   die   Richtungen  y,',  y,',  y/, 
welche  auf  den  drei  Integra)  cur ven  liegen,  die 
durch  pk   und  je  einen    der   drei    anderen   in- 
varianten Punkte  nach  unserem  H&lfssatz  Hin- 
durchgehen  (Fig.  34).      Nach  der   getroffenen 
Voraussetzung,     dass    nicht    drei    dieser    vier 
Puukte  uuf  einer  Integralcurve    liegen    sollen, 
sind  yi,yi,y^  von  einander  verschiedene  Zahlen. 
Demnach   liefern  die  drei  sicher   bestehenden  Gleichungen: 
**  +  ^Hi  +  "y/  *  ■=  0 , 
o  +  hy^  -\-  ey^  *  =  0 , 

da  ihre  Determinante 


-(»,■- 


-<)(».• -9,0  +  0 


d.  b.  es  ist 

tfy'=Ca  +  6y'  +  cy>'}Ö/  =  0 

far  jede  Richtung  y    durch  den  Punkt  pt. 

Ohne  Rechnung  wäre  dies  so  einzusehen;    Da  i 
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EO  werden  die  Richtuugeu  1/  durch  pt  vennijge  einer  iiifiniteGimalen 
I  projecliven  Trane formation  imtereinander  'vertauscht.  Hierbei  bleibt  Jas 
I  Doppelverbältnis  von  vier  beliebigen  Strahlen  dieses  Büschels  invariwit, 
I  also  auch  das  von  y/,  j/,',  jj'  uud  irgeod  einer  Richtnng  j/'.  Da  nun 
I  y,',  y,',  ^g'  selbst  invariant  sind,  so  ist  deshalb  notwendig  ancli  diese  be- 
I  liebig6  Richtung  y    invariant. 


Somit  hat  sich  ergeben:  Bei  der  infinitesimalen  Transformation  Uf 
bleiben  die  Liaieuelemente  durch  jeden  der  vier  invarianten  Punkte  eben- 
falls invariant.  Nun  hat  jede  durch  jj*  gehende  Integralcurve  in  p^  ein 
Linienelement  (a:»,  y»,  1/'),  und  zu  zwei  verschiedenen  Linienelementen  ge- 
hören auch  verschiedene  Integralcurven.  Da  die  Linienelemeute  hei  U'f 
invariant  bleiben,  so  folgt  mithin,  dass  auch  jede  durch  j)t  gehende 
Integralcurve  bei  f/^/' invariant  ist.  Ist  nun  schlieaslich  p  ein  beliebiger 
Punkt  unseres  Bereiches,  so  gehen  durch  ihn  nach  unserem  HUlfssatz 
nnd  nach  der  Voraussetzung,  dasa  keine  drei  der  vier  Punkte  pt  auf 
einer  Integralcurve  liegen,  mindestens  zwei  Integralcurven  nach  den 
invarianten  Punkten,  also  zwei  invariante  Curven.  p  muss  deshalb  als 
Schnittpunkt  der  beiden  invarianten  Curven  auch  invariant  sein,  Eine 
Transformation  unserer  Gleichung  y"  —  ra  '=  0,  welche  vier  Punkte 
jenes  Bereiches  invariant  lässt,  lässt  also  alle  Punkte  desselben  und 
—  wie  durch  analytische  Portsetzung  folgt  —  überhaupt  alle  Punkte 
der  Ebene  in  Ruhe,  d.  h.  sie  ist  die  Identität. 

Demnach  kann  es  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  unserer  Gleichung  geben,  denn  die  Vor- 
aussetzung, dass  es  neun  gebe,  führte  zu  einer  wirklichen  Transformation 
üf,  welche  die  vier  Punkte  in  Ruhe  lässt,  und  nicht  zur  Identität. 

Theorem  39:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  x,  y: 

il{x,y,y',y")  =  0 
gestattet  höchstens  acht  von  einander   unabhängige    infinitesi- 
male Transformationen  in  X,  y. 

£a  möge  hier  ohne  Beweis  angeführt  werden,  dass  jede  DifTerential- 
'g^^ebiuig  zweiter  Ordnung,  welche  wirklich  acht  unabhängige  infinitesimale 
'  Trusfbrmationen  gestattet,  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  die 
Form  g"  ^  0  reducibel  ist.  Diese  öleichuag  hat  zu  Integralcurven  die 
oc*  geraden  Linien  der  Fibene.  Sobald  aho  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  acht  von  einander  unabhltogige  infinitesimale  Transfor- 
mationen znlässt,  können  ihre  00^  Integralcurven  in  die  Geraden  der  Ebene 
transformiert  werden. 
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Orappen  von  inUnitesimaleii  TraDsformationeo  und  ihre  awrt- 
gliedrigen  Untergruppen. 
AuB  unserem  Theorem  39  folgt,  dass  eine  Differentialgleichm^ 
zweiter  Ordnung  nur  r  ^  8  von  einander  unabhängige  infinitesim&le 
Transformationen  U^f,  ü^f  ■  -  ■  U^f  gestatten  kann,  d.  h.  dass  jede  in- 
finitesimale Transformation,  welche  sie  zuläset,  linear  mit  constanten 
Coefficienten  durch  U^f,  U^f  ■  ■  ■  Urf  auadrackbar  sein  muas.  Nach 
Theorem  38  (§  2)  gestattet  sie  aber  auch  jeden  Klammerauadmcb 
{JJilJt).     Diese  Klaramerausdrücke   müssen  demnach  die  Form    habai: 


itttvi^  2  "»■'■'■'■ 


Es  liegen  demnach  r  von  einander  unahhängige  inänitesinule 
Transformationen  Ujf  •-•  Urf  unserer  Gleichung  vor,  sodass  die  all- 
gemeinste infinitesimale  Transformation  derselben  sich  linear  mit  con- 
stanten Coefficienten  durch  diese  r  ausdrückt,  und  dass  jeder  Aosdrack 
(^Uiüt)  sieh  ebenfalls  in  dieser  Weise  darstellt. 

Hiermit  werden  wir  zu  eitiem  wichtigen  neuen  Segriff  geführt,  den 

wir  sogleich  in  voller  Allgemeinheit  (ohne  Rücksicht  auf  die  Zahl  der 

Veränderlichen  und  die  Grenze  r  ^  8)  definieren  wollen: 

it*!""  Stehen  r  von  einander   unabhängige  infinitesimale  Transformatiotten 

i^imiMmMBßif'  ^if  ■  ■  *  ^''Z  '"■  ^"''^''^  Beziehungen  ext  einander,  dass  jedes  {l'iüi) 

sich  linear  mit  constanten  Coeflicienteti  durch   V^f  ■  ■  ■   Urf  ausdrückt: 


V.(V,f)-V,[V:f)=2'»-V.f 


80  nennen  wir  den  Inbegriff  dieser  infinitesimalen  Tratisformationen  t 
der  von  ihnen  abhängigen,  d.  h.  aus  Urnen  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten eusammenseizbaren  infinitesimalen  Transformationen  eine  r-gliei- 
rige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen*). 


I    Mli 


•)  Der  im  Texte  gegebene  Begriff  einer  Gruppe  van  infinitcnmatat  3 

formationen  wurde  auBdrücklich  und  in  votler  Allgemeinheit  eingeführt  am  Schlnni 
der  Afahendlang;  Begründung  einer  Invariantenlheorie  der  BerShrungttrRnefot- 
mationen  Ton  Sopbus  Lie,  Hatii.  Ann.  Bd.  8.  Die  Identität  dieses  B^riSe* 
mit  dem  Begriffe  einer  endlichen  continuierlichen  TranäformatioDBgruppe  wurde 
in  den  GOttinger  Nachrichten,  December  18T4,  angegeben.  Im  Übrigen  Endet 
man  in  den  Verhandlungen  der  Gesellach.  d.  W.  zu  ChriBtiania  Ki  1870,  71,  71 
und  73  ,  sowie  in  den  Math.  Annalen  Bd.  5  mehrere  Bpeeielle  Anwendung« 
beiden  besprochenen  begriffe. 
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Obzwar  dieser  Begriff  ODg  mit  dem  früher  in  §  2  des  2.  Kapitels 
auseinandergesetzten  Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  (endlichen 
und  infinitesimalen)  .Transformationen  zusammenhängt,  wollen  wir  uns 
doch  um  diesen  Zusammenhang  jetzt  nicht  weiter  kümmern  und  den 
Begriff  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  nur  in  obiger 
Weise  definieren. 

1.  Beispiel:    In  zwei  Veränderlichen  x,  y  bilden  die  beiden  infini-  Beiipieu. 
tesimalen  Transformationen: 

^^f^'^r.  +  yl'   ^.f^-vV.  +  ^Ty 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen ,  denn 

sie  sind  zunächst  von  einander  unabhängig,   d.  h.  es  ist  r  >»  2,  und 

ausserdem  ist 

(ü,£/,)  =  0. 

2.  Beispiel:    Auch 

geben  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
da  hier  r  <=>  2  und 

ist. 

3.  Beispiel:     Um  zu  entscheiden,  ob 

_UJ^{^+x)%  +  (xy  +  y)y-^,    U,f^x%  +  y'^^ 

eine  Gruppe   von  infinitesimalen  Transformationen   bilden,   bemerken    ■ 
wir,  dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  also  r  =  2  ist,  und  dass 

ist.     Dies  aber  zeigt,  dass 

wird.  {U1U2)  ist  mithin  von  U^f  und  Uif  abhängig,  d.  h.  Uif  und 
U^f  erzeugen  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. Dieselbe  enthält  alle  von  Uif  und  {/j/*  abhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen,  also,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
alle  von 

UJ^,UJ-U,f=x'l^^xylf^ 

und 

TT  r  ^f     I  ^/ 
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I  Stelle  von  U,f  das  bequemot 


abbüugigen.     Wir  können  also  auch  f 
U,('  benutzen  und  haben  dann 

iU^U,)=  -  ÜJ. 

4.  Bei^iel:     In   drei    Veiäaderlichen   x,  t/,  ss    bilden    die 
Transf 0  rmati  onen : 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  iofiniteBimaleu  TraDsformationen ,  demi  ■ ' 
sie  sind  von  eiuaiider  unabhängig  und  es  iat 

5.  Beispiel:    Die  vier  infinitesimalen  Transformationen: 
uj-^'ü.    V,f^.V.     V,f^s%,     u,r^s% 

Biud  von  einauder  unabhängig,  und  e3  ist: 

(P,(7,)=o,^  iu,n,)s-u,f,  {•(;,D.)  =  o, 
{v,ü,)=uj-uj,  (u,u.)sü,f,  (.u,n,)  =  -u,f. 

Mithin  bilden  sie  eine  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. 

Liegt  eine  r-giiedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
Ulf,  U^f  ■  ■  ■  Ürf  vor,  so  kann  ea  möglich  sein,  daas  schon  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  einander  unabhängiger  infinitesimaler  Transfor- 
mationen Cj  t/j/'-f- Cj  (7^/"+ -  -  -  +  Cftv/^  für  sich  eine  Gruppe  bildet. 
In  dieaem  Falle  nennen  wir  diese  weniger  als  r-,  etwa  s-gliedrige 
ilrap^  Gruppe  eine  s-gliedrige  Untergruppe  der  vorgelegten  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Transformationen.  Einige  Beispiele  werden  dies  bessw j 
theoretische  Erläuterungen  klar  machen, 
Bsiipisifc  1.  Beispiel:     Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 


e,f= 


.»/;. 


■xy 


bf 


ü,f^.yli  +  y',(. 


ru^.%- 


bilden   eine  dreigliedrige   Gruppe,   denn   sie   sind  von  einander  1 
bängig  imd  es  ist: 

■     {U,ü;i  =  0,    {U,U,)  =  -UJ,    {ü,U,)  =  -UJ. 

Hier  bilden   U^f  und  D,/"  filr  sich  eine  zweigliedrige  Gruppe ,        

Ulf  and  U^f  sowie  analog  U^f  und   U^f  Unsere  dreigliedrige  Gruppe 
besitzt  demnach  unter  anderen  die  zweigliedrigen  Untergruppen 
Uif,   Uif;      VJ,   UJ;     U,f,   ü^f 
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2.  Beispiel:    Die  drei  mfinitesimalen  Transformationen: 


"         Sx    '     ev'         '' 


■  sx  +  y  8,' 


bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Sie  sind  nämlich  von  eiuauder  un- 
abhängig und  es  ist: 

Offenbar  bilden  Ujf  und  U^f  für  sich  eine  zweigliedrige  Untergruppe, 
ebenso  Uff  aad  ü^f,  denn  im  einen  Fall  ist  (UiU^)^  U^f,  im  andern 
(tTjfJj)^  U^f-  Dagegen  bilden  Uj  und  U^f  keine  Untergruppe,  denn 
(t/ifJj)  drückt  sich  nicht  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  JJJ 
und   ü^f  allein  aus. 

3.  Beispiel:     Die  viergUedrige  Gruppe   von  infinitesimalen  Trans 
formationen: 


p./= 


U,f 


U,f=s 


K 


VJ^H 


K 


( f/,  [',)  =  f ',/■,  ( c,  V,)  =  -;',/■,  ( !/,  p.)  3  0, 

(P,(7,)  s  !7,f-  (7./-,    (O-.f/J  s  CT/,    (D.t7.)  =  -  V,f 
ist,   enthält   unter  anderen  die  drei  infinitesimalen   Transformationen: 

n   sie  sind  von  ein- 


U.f=  X  "X ,     U.f=  y^,     üf=--x 

welche  eine   dreigliedrige  Untergruppe  bilden,  denn 
ander  anabhängig  und  es  ist 


2U,f. 


Es  gilt  nunmehr  der  Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  yon  in- 
finitesimalen Transformationen  (r  >  2)  sicher  mindestens  eine  ewei- 
gliedrlge  Untergruppe  enthält,  d.  h.  dass  sich  aus  den  infinitesimalen 
Transformationen 

Cj  lj\f  +  C,  t/j/'  H h  Cr  Ürf 

der  Omppe  zwei  auswählen  lassen,  deren  Klammerausdruck  sich  linear 
mit  constanten  Coefficienten  aus  diesen  selben  beiden  zusammen- 
setzen läast. 

Diesen  Satz,  der  für  unsere  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  von  besonderer  Bedeutung  ist,  beweisen  wir,  indem 
wir  nur  von  der  Definition  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  Gebrauch  machen.     Der  Satz  gilt  deshalb  nicht  nur 
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fflr  infiniteeiinale  Transformationen  in  zwei  Veräaderlichen  odei  fGi 
r  <  8,  sondern  für  jede  durch  unsere  Definition  gegebene  r-gliedrige 
Gruppe  von  iufinitesimalen  TransformatioDen  in  n  Veränderlichen. 
Es  ist  dies  zu  bemerken  deshalb  wichtig,  weil  eben  der  Begriff  einer 
solchen  Gruppe  nicht  auf  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationea 
einer  Difi'erentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschränkt  ist, 
sondern  eine  viel  grossere  Bedeutung  hat,  die  wir  freilich  hier  noch 
nicht  benutzen  werden. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  seien  t\f,  ü^f  •  ■  ■  Ürf  r  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigeD 
Gruppe  und  also  jedes 


(«TO:^.2c..,tt/- 


WO  die  c,t,  Constanten  sein  sollen.  Wir  werden  zeigen,  dass  es  eine 
zweigliedrige  Untergruppe  dieser  Gruppe  giebt,  welcher  z.  B.  die  in- 
finitesimale Transformation   U-^f  angehört. 

Soll  dies   der  Fall   sein,   so   muss  sich   eine  infinitesimale  Ti 
formatiou 

angeben  lassen,  in  der  erstens  die  Grössen  «^  •  ■  ■  Cr  Constanteu  sind, 
und  für  welche  zweitens  ((/,/',  XJf)  sich  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  durch   U^f  und   Uf  allein  ausdrückt: 


'r^. 


1 


(a,  i  =  Oonn.). 

Zunächst  giebt  diese  Relation: 

2  '.(.UtV,)  -  oC',/-+  6(f,  (/,/■+...  +  «,  U,n, 
also  nach  (ö) 


Beide  Seiten  sind  nun  linear  in  UJ'---  Ihf  nad  haben  constante 
Coefficienten.  Nach  Voraussetzung  sollen  jedoch  Uj' ■  ■  ■  Urf  von 
einander  unabhängig  sehi.  Diese  Relation  kann  also  nur  dann  be- 
stehen, wenn  sie  eine  Identität  ist,  indem  links  und  rechts  jedes  U,f 
denselben  Coefficienten  hat.  Die  Coefticientenvergleichung  liefert  dem- 
■  Forderungen: 
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(6) 


2 
r 

2 

r 


r 

ZfekCikr  =  ber. 


2 


Wenn  umgekehrt  e^-  -  *  er  r  solche  Gleichungen  erfüllen,  in  denen  a 
und  b  Constanten  sind,  und  natürlich  nicht  «2  •  •  •  ßr  sämtlich  ver- 
schwinden, so  bestimmen   Uif  und 

üf=e^UJ+'"  +  erUrf 

in  der  That  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, indem  dann 

{U,U)zBaUJ+bUf 
wird. 

Wir  haben  also  nur  noch  die  r  Forderungen  (6)  zu  untersuchen. 

Die  erste  dient  zur  Bestimmung  von  a  und  stellt  also  für  e^,e^-  -  -  Cr 

keine  Bedingung  dar.     Es  bleiben  die  r  —  1  übrigen.  Dieselben  lassen 

sich  so  schreiben: 

(C,22   —    6)^2  +  ^132^8  + h  ^^iriCr  =  0, 

^1^3 ^2  +  (^133    —   *)^8  H h  Clri^r  =*  0, 


(7) 


Dies  sind  r  —  1  in  e^  •  •  •  ^ r  lineare  und  homogene  Gleichungen.  Da 
f 2 '  *  *  ^r  nicht  sämtlich  Null  sein  sollen,  so  muss  ihre  Determinante 
verschwinden: 


(8) 


Cu2  —  b 


123 


132 


133 


-   b 


Clr2 
Clr3 


0. 


Cur  Ci3r  .  .  .        Cur   —   b   1 

Dies  lässt  sich  immer  erreichen,  da  wir  noch  über  b  verfügen  können. 
Die  Gleichung  (8)  ist  ja  eine  Gleichung  (r  —  1)**~  Grades  für  6,  deren 
höchstes  Glied  ( —  ly-^b'"'^  sicher  nicht  wegfällt.  Eine  solche  Glei- 
chung hat  immer  mindestens  eine  Wurzel  b.  Wählen  wir  eine  Wurzel 
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für  b  aii9j  so  lassen  sieb  nunmelir  die  Gleichungen  (7)  durch  Con- 
stanteu  e^,  €3-  ■  ■  e^  befriedigen,  welche  nicht  sämtlich  Null  sind,  (lai 
b  Doppel-  oder  mehrfache  Wurzel  von  (8),  so  giebt  ea  unter  Um- 
atänden  sogar  unendlich  viele  Wertsysteme  e,  -  ■  -  er,  welche  du 
System  (7)  erfüllen.) 

Mithin  können  wir  für  e^-  •  ■  e^  nicht  sämtlich  verschwindende 
Gonstanten  finden,  welche  Relationen  von  der  Form  (6)  erfBllen. 

ÜJ  und    TJf  =  e^U^f -\ \- e^Urf  bilden    dann   in    der  TW 

eine  zweigliedrige  Untergruppe  unserer  gegebenen  r-gliedrigen  Grnppe 
von  in tinitesi malen  Transformationen,  Uif--'  l^,/' bezeichneten  irgend 
welche  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  r-gliedrigen  Gruppe.  Statt  fllr  U^f  hiitteu  wir  also  auch  dasselbe 
Raiaonnement  für  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
durchführen  können,  und  demnach  ist  liewiesen: 

Theorem  40:  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  enthält  etceigUeärige  Untergruppen.  Jede 
infinitesimale  Transformation  der  r-gliedrigen  Grnppe  gehört 
mindestens  einer^  zweigliedrigen   Untergruppe  derselben^ 


Kapitel  18. 


ZnrUckfUhriiug  der  zweigliedrigen  Gruppen  von  iufluiteBimalei 
Transformationen  der  Ebene  anf  canunische  Formen. 

Im  letzten  Paragraphen  des  vorhergehenden  Kapitels  haben  wir 
uns  anscheinend  von  unserem  eigentlichen  Probleme  der  Integration 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  mehrere  bekannte 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  abgewendet,  Auch  im  gegen- 
wärtigen Kapitel  werden  wir  scheinbar  fremdartige  Gegenstände  zur 
Sprache  bringen.  Erst  im  nächsten  Kapitel  wird  sich  zeigen,  inwie- 
fern die  hier  zu  entwickelnden  Theorien  mit  jenem  Integrations- 
probleme  zusammenhangen. 

Im  vorliegenden  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  nur  mit  der  Zurück- 
führung  der  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Ebene  auf  gewisse  einfache,  sogenannte  canonischc  I-'ormen, 


§  1.    Die  Tier  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  Inflniteaimalen 
Tiansfomoationen  der  Ebene. 
Nach    Theorem   40  des   letzten  Paragraphen  werden   unter   allen 
r-gliedrigen  Gruppen    von   infinitesimalen  Transformationen   die   zwei- 


r  Typen  ?,  aweigl.  Grupper 
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gliedrigen  besondere  Wichtigkeit  besitzet!,   da  jede  r-gliedrige  Gruppe 
zweigliedrige  Untergruppen  enthält. 

Wir  betrachten  daher  in  diesem  Kapitel  die  zweigliedrigen  Gruppen 
Ton  infinitesimalen  Transformationen  und  zwar  die  der  Ebene,  indem 
wir  una  Ton  jetzt  ab  wieder  auf  zwei  Veränderliche  .t,  y  beschränken. 

Zwei  infiniteaimale  Transformationen  Uif  und  ü^f  bilden  dann 
und  nur  dann  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen, wenn  sie  erstens  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h. 
nicht  etwa 

UJ=cUJ 
ist,  wo  c  eine  Constante  bedeutet,  und  zweitens  eine  B«latiou  erfüllen 
von  der  Form: 

(£/,!',)  =  qt',/  +  c,P,/-, 

in  der  c,  und  c,  Constanten  sind. 

Diese  Relation  lässt  sich   vereinfachen.     An  Stelle   von  Uif  und^"' 
Uif  können   wir  irgend  welche  lineare  Auedrücke  derselben  mit  con- '" 
Staaten    Coefficienten    benutzen    (vgl.    die   Definition    der   r-gliedrigeu 
Gruppe,  §  4  des  17.  Kap.),  und   davon  wollen  wir  Gebrauch  macheu. 
Dabei    macht    es    einen    wesentlichen  Unterschied    aus,    üb  c,   und   r^ 
beide  Null  sind  oder  nicht.     Im  ersteren  Falle 

iat  offenbar  auch  jedes 

(a,P,  +  a^U^,  \U^  +  b^U^)  =  0  {a,h  =  Const.). 
Die  Gruppe  besteht  also  aus  lauter  vertat*sdd>aren  infinitesimalen 
Transformationen  (vgl.  §  4  des  14.  Kap.).  Wenn  jedoch  im  anderen 
Falle  etwa  c,  =^0  ist,  so  benutzen  wir  an  Stelle  von  U,f  und  U^f 
die  von  einander  unabhängigen,  aber  von  Z7j/'  und  U^f  abhängigen 
infinitesimalen  Tran.'iformationen  der  Gruppe: 

V,f=^ü,f' 

und  erhalten: 

(C'.c,)  =  i(y,f/.)  +  ,^(Cf/,)s 

«Im:  ^^I 

(b\V,)=U.f.  ^" 

Säte  1:  Jede  zweigliedrige  Gruppe  von  ivfinilesimalen  Transfornia- 
Horten  U,f,  U^f  hann  durch  passende  Auswaftl  der  infiniksimalen  Trmis- 
formatiotien  eine  solche  Form  erliallen,  dass  enbocder 
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Hiermit  haben  wir  alle  zweigliedrigen  Gruppen  in  zwei  Ct*asa 
eingeteilt  Jede  dieser  Classen  kann  nun  noch  nach  einem  zweiten 
Gesichtspunkt  in  zwei  Unterclassen  zerteilt  werden.  Gb  ist  nämlich 
allerdings  von  vornherein  ausge schlössen,  dass  zwischen  U,f  nnd  Vjf 
eine  Relation  mit  constanten  Coefficienten  bestehe,  wohl  aber  kum 
",  zwischen   ihnen  eine   Relation   mit  txiriabeln   Coefficienten   atattfindea: 

Natürlich  soll  sich  ip,  :  9,  niclit  auf  eine  Constante  reducieren.  Eine 
derartige  Relatiou  sagt  bekanntlich  aus ,  dass  U,  f  und  ü^f  dem 
Punkte  (x,  y)  infinitesimale  Fortschreitungsat  recken  in  derselben  Rich- 
tung zuordnen,  d.  h.  dass  die  Bahncurven  der  von  U^f  und  von  Pj/' 
erzeugten  eingliedrigeu  Gruppen  von  endlichen  Transformationen  über- 
einstimmen. (Vgl.  §  1  des  6.  Kapitels.)  In  diesem  Falle  hat  auch 
die  von  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transfortnation 

Const.   l\f-\'  Const.  U,J 
erzeugte  eingliedrige  Gruppe  diese  selben  Bahocurven.    Wenn  dagegen 
zwischen   üif  und   ü^f  keine  solche  Relation  bestellt,  so  besteht  auch 
keine    zwischen    irgend   zweien  Yon   einander  unabhängigen   inäuitesi- 
malen  Transformationen 

a,  l\  f  +  fij  UJ,    h,  U,  f+h,  UJ    («,  h  =  Const.) 
unserer  zweigliedrigen   Gruppe   U^f,   U^f.     Das   Beatehen   oder  Nicht- 
Bestehen einer  derartigen  Beziehung  kann  deshalb  als  Unterscheidungs- 
merkmal der  zweigliedrigen  Gruppen  benutzt  werden. 
;"  Demnadi  gieU  es  vier  Arten  von  sweigliedritjett  firuppen  von  mfim- 

'"  lesimalen   Transformationen   VJ,   TJ^f  der  Ebene,   entsprechend  den  vier 
'  Fällen: 

11.    {UtU^  =  0,        ipiUJ+ip^UJ=0, 

III.  mU^)=ÜJ,    9,UJ+iptü,f^Q, 

IV.  {U,l\)=UJ,  <p,U,f-\-v»U,f=0. 
Jeder  dieser  vier  Fälle  scMiesst  die  drei  anderen  aus. 
Wir  werden  nunmehr  diese  vier  Formen  nach  einander  betracbteu 

und  jedesmal  durch  zweckmässige  Wahl  der  Veränderlichen  die  be- 
treffende Gruppe  auf  eine  canonisciK  Form  oder  < 
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§  2.     Erster  Typus:  (C/iC/j)  =  0  und  (PiüJ+  tpJJ^f^O. 

Vorgelegt  seien  zwei  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  Uif  und  U^f  der  Ebene,  deren  eingliedrige  Gruppen 
verschiedene  Bdhncurven  haben  und  für  welche 

ist. 

Nach  Satz  4  (§  2  des  3.  Kap.)  lassen    sich    die  Veränderlichen  ^^^^^^^^ 
X.  y  so  wählen,  dass  U^f  die  Form  einer  Translation  erhält:  ewte  c«no 

TJf=K 

^^1  —dx' 

wahrend  alsdann  U^f  etwa  die  Form  hat: 
Dann  ist: 

0  =  (i/i^2)  =  ä5  •  ä^  +  äi  •  ä^' 

d.  h.  $  und  fi  sind  Functionen  yon  y  allein^  sodass 

£r/=r(y)|^+r,(y)|J 

wird.  Nach  unserer  Voraussetzung^  dass  Uif  und  U^f  verschiedene 
Bahncurven  haben  sollen;  d.  h.  dass  zwischen  U^f  und  ü^f  keine 
lineare  Relation  bestehen  soll,  ist  sicher  T^  e^  0^  denn  sonst  wäre 
TUj^f  ^  Pjj/^eeO.  Nun  lässt  sich  eine  Function  ^  von  y  berechnen, 
sodass 

wird.    Es  muss  nämlich 

dy 


-/^ 


(y) 

gesetzt  werden.    In  x  und  Q  haben  nunmehr  Uif  and  U^f  die  Formen: 

Führen  wir 

als  neue  Variabele  an  Stelle  von  x  ein,  so  wird 

Wenn  wir  also  ^(^)  ^  l9>0))^^  wählen,  so  wird 

Damit  sind  wir  zu  dem  Satz  gelangt  (in  welchem  £  und  \)  mit  x,  y 
bezeichnet  sind): 


r 
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Satz  2:  Stelsen  zttvi  infinitesimale  Tramformalionm  f/,/"  und  VJ 
der  Ebene  in  der  Beziehung  {lJ,Uf)  --^  0,  und  ftabai  sie  dabei  versekiedsK 
Bahnciirven,  so  können  sie  immer  gleiclLKttig  duri^  passende  CoordüutU*- 
wähl  auf  die  Form  zweier  Translationen   ~- ,  -g-  gebracht  teerden. 

Dieser  einfacbe  Satz,  der  sich  auch  auf  den  Fall  zweier  odti 
mehrerer  inlmiteaimaler  Tran h form atioDen  in  m  Veränderlichen  ani- 
dehnen  läsat,  besitzt  eine  hervorragende  Bedeutung. 

*  Wir  haben  gezeigt,  dass  Uif  und   ü^f  auf  die  Form  ä    >  ab"  ^ 

bracht  werden  köuneu,  aber  nicht,  wie  wir  es  in  einem  gegebenui 
Fall  thun  werden.     Uni  auch  dies  zu  erledigen,  seien 

unsere  beiden  infinitesimalen  Transform ationen,  geschrieben  in  irgenil 
welchen  Veränderlichen  x,  y.  Nach  dem  Obigen  lassen  sich  immer 
zwei  Functionen  £  und  9  ''ou  «t  V  angeben,  sodaas 


war  für  jede  Function  f.     Setzt  man  f^^%,  so  komi 


1 


Hieraus  lassen  sich  ^— ,  ^  berechnen,  denn  die  Determinante  1,», — Lfli 

ex     cy 

ist  nicht  identisch  Null,  weil  zwischen  I7,/~  und  ü^f  keine  linean 
Relation  besteht,  j  seibat  wird  mithin  durch  Quadratur  eines  roll- 
ständigen  Diflerentials  gefunden.  Indem  man  f^^  setzt,  erlüilt  mu 
analog  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  ^  und  ^  als  Functionen 
von  X,  y  berechnen  lassen.  Also  wird  auch  Q  durch  eine  Quadratur 
gefunden.  Zu  beachten  ist,  dass  die  Bestimmung  von  t)  ganz  unab- 
hängig Yon  der  des  %  erfolgt:  beide  erforderliche  Quadraturen  sind 
von  einander  unabhängig.  (Abhängig  würden  wir  sie  nennen,  wenn 
die  Durchführung  der  einen  die  vorherige  Berechnung  der  anderen 
verlangte.) 

Sata  3:    SteJum  ewei  infinitesimale  Transformationen   Uif,   U^f  der 
Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehung  (i'if^i)  ^  OjjU 
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\ierlangl  ihre  gleichzeitige  Eeduction  auf  die  Formen  5—,  ^  zwei  von 
imander  unabhängige  Quadraturen. 

j,  Man  kommt  hier  mit  QuadratureD  aus,  während  die  Zurück- 
tehruDg  einer  einzigen  infinitesimalen  Trans forioatioQ  U,f  auf  die 
Form  ^  bekanntlich  die  Integration  einer  gewöhnlichen  DifTerential- 
i^eichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur  verlangt  (vgl.  §  2  des 
^  Kap.).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  uns  hier  die  besondere  Eigen- 
Ichaft  von  üif  bekannt  ist,  dass  {U^U^)  ^  0  ist,  dass  also  mit 
todereu  Worten  die  Differentialgleichung  üif^O  die  infinitesimale 
Transformation  ü^f  gestattet,  also  die  Bahncurven  von  ü^/"  durch 
Quadratur  bestimmbar  sind  fnach  Theorem  8,  §  1  des  6.  Kap.), 
Ebenso  läast  die  Differentialgleichung  V^f  ^  0  die  infinitesimale  Trana- 
fermation  V^f  zu,  also  können  auch  die  Bahncurven  von  P,/"  durch 
Quadratur  gefunden  werden. 


Beispiel:    Sei: 


v,f= 


.^' 


+  : 


,'il 


Bo  ist  (tf,D'ä)^0,  während  keine  Relatioa  zwiecliea  U^f  und  TJ^f 
besteht  Also  liegt  der  soeben  besprochene  Fall  vor  Man  kann  neue 
Veränderliche  £,  ^  angeben,  wodurch  V^f^J-,  ^if^^  wird.  Um 
lös  zu  finden,  haben  wir  die  Grleichungen  zu  bilden: 


■1. ' 


^  dx   '       oy 
Pie  beiden  ersten  liefern: 


0, 


:■+•/■' 


E  -  /^Wir*  -  -  ""8  i  +  °""- 


und  die  beiden  letzten: 
31,  . 


Pasa    diese    Functionen   j    und   ^   die    gewünschten   Formen   -^,  -^ 
liefern,   geht  schon  aus  ihrer  geometrischen  Bedeutung  hervor,  wenn 
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man  bedenkt,  dass  Uif  die  infinitesimale  Rotation  nm  den  Anfangs- 
punkt, TJ^f  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstranaformation  Tom  Anfiuigs- 
ponkt  aus  vorstellt. 

§  3.    Zweiter  Typus:  (ü,  C/,)  =  0  und  q>JJJ+  9,0',/'=  0. 

Vorgelegt  seien  nunmehr  zwei  infinitesimale  PonkttransformationeD 
TJ^f  und  Dg/*  der  Ebene,  fElr  die  wieder  {UJJ^'^0  ist,  und  welche 
nunmehr  auch  diesedben  Bahncurven  haben  sollen,  sodass  Uff  sieh  in 
'  der  Form  darstellt: 

U,f=(f(x,y)U,f. 

ludn^on         \YJr  können  annehmen,  dass  die  Veränderlichen  x,  y  schon  so 
nischeFonn.gewählt  sind,  dass  üif^Y'  ^®*-     Alsdann  ist  also: 

und 

d.  h.  Q  enthält  nur  x.  Da  q  sicher  keine  Constante  ist,  denn  sonst 
wäre  Uff  von  Uif  abhängig,  so  kann  es  als  nenes  x  benutzt  werden 
und  so  kommt  denn: 

Satz  4:  Zwei  infinitesimale  Transfamuttianen  ü^f  und  U^f  der 
Ebene^  welche  dieselben  Bahncurven  haben,  und  für  die  {U^U^)  ^  0  isL 
lassen  sich  durch  passende  Coordinatenwahl  gleichseitig  auf  die  Farmen 

Ansfiihnicg         Wir  fraiTen  uns  nun,  wie  wir  dies  praktisch  durchführen  werden. 

der  B«dae-        .... 

tiondnrchSei  in  beliebigen  Veränderlichen  x,  y  vorgelegt: 

ei  De 

so  hat  U^f  nach  Voraussetzung  die  Form 

Nun  wissen  wir,  dass  sich  neue  Veränderliche  £,  9  einfuhren  lassen, 
sodass 

5i  ^-j  -r  ^1  Yy   —  c\^  ' 
l>    cf    ,         cf\  df 

wird.     Demnach  ist  zunächst 
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Wenn  f^t)  gesetzt  wird;  so   ergiebt  sich  fQr  t)  nur  die  eine  Diffe- 
rentialgleich ang: 

Dieselbe  lässt  sich  nun  durch  eine  Quadratur  integrieren,  weil  man 

ein  Integral  von 

dx dy 

li  Vi 

kennt.    Es  soll  ja  (üiÜ2)^0  sein  und  deshalb  ist  wegen  ü^^qUi 
auch  UiQ^O,  d.  h.: 

Die  Gleichung  (1)  ist  dem  simultanen  System 

dx dy       d\f 

äquivalent.    Entfernen  wir  hieraus  yermöge  des  bekannten  Integrals 
p  SS  0  (aa  Const.)  etwa  y,  so  kommt  durch  eine  Quadratur 

9  =  9(ir,  c)  +  y    (y  =  Const.) 
und,  wenn  nun  wieder  o  =>  p  gesetzt  wird,  etwa 

9  =  H^,  y)  +  y 

als  allgemeinste  Lösung  t)  von  (1). 

Satz  5:   Stehen  etoei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  denselben  Bahncurven  in  der  Beziehung  (üiJ7,)^0,  so 

verlangt  ihre  gleichsfeiUge  BedudUm  auf  die  Formen  ^j  l-Jz  wnr  eine 
Quadratur. 

1.  Bespiel:    Sei  B«i>pi«i«. 

SO  ist  offenbar 


und 


U,f=-lüJ 


Es   liegt   also   der   soeben    betrachtete  Fall   yor.    Hier  ist  daher  zu 
setzen: 


während  t)  die  Gleichung 


^  dx  ^  ^y  dy        ^ 
erfüllen  soll.     Das  zugehörige  simultane  System  lautet: 

27* 
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dx         dy  d^ 

X*         xy  1 

und  besitzt  das  bekannte  Integral  -^  •    Aber  in  diesem  Beispiel  brauchen 

X 

wir  es  gar  nicht,  weil  aus 

dx         -> 

direct  durch  Quadratur  folgt: 

9  ^ [-  Const. 

X 

In  der  That  ist  nun: 

2.  Beispiel:   Sei 

SO  ist 

U^=(a^  +  y^U,f 
und 

(0,0,)  =  0, 

sodass  unser  Fall  Yorliegt.    Demnach  ist  zu  setzen: 

E  =  rc«  +  y* 
und  9  bestimmt  sich  aus 

-^  =  :^  =  dti 

—  y        X  ^ 

vermöge   einer  Quadratur.     Diese   ist    bequemer  ohne  Benutzung  des 
bekannten  Integrals  £  zu  leisten^  denn  es  kommt: 

'-ydx'\'xdy  _  ^ 

also  ist  zu  setzen: 

t)  =  arctg  —  +  Const. 


X 


Man  möge  verificieren^  dass  in  {  und  t)  geschrieben  U^f  und   {7s/*die 
Formen  ^  und  j  -ö^  annehmen. 

In  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  beiden 
Möglichkeiten  betrachtet,  die  statthaben  können,  wenn  (UiU^)  ^  0  ist 
Das  Verschwinden  des  Elammerausdrucks  sagt  nach  Satz  12,  §  4  des 
14.  Kapitels  aus,  dass  jede  endliche  Transformation  der  von  U^f  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  und  jede  -der  von  ü^f  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  ihrer  Reihenfolge  vertauschbar  sind. 
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Darch    die  Sätze  2   und  4  des  yorigen  und  dieses  Paragraphen 

laben  wir  einen  neuen  Beweis  hierfür  erbracht ,  wenigstens  im  Falle 

sweier  Veränderlicher.     Denn  entweder  lassen  sich  U^f  und  U^f  auf 

lie  Formen  bringen 

dl      df 

ind  dies  sind  zwei  infinitesimale  Translationen  und  die  zugehörigen 

mdUchen  Translationen  sind  offenbar  yertauschbar,  oder  aber  auf  die 

formen 

df  dl^ 

dy^         dy' 

yie  endlichen  Gleichungen  der  beiden  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppen 
ind  hier: 

^i  =  ^>   yi==y  +  ^  ^T^^   ^1  =  ^^+^   yi=y  +  ^^  +  it\ 

i^ühren  wir  zuerst 

md  darauf 

^2  =  ^1  +  ^^    y»  —  »1  +  ^^  +  ii^* 
.US,  so  kommt  als  Endergebnis: 

x^  =  X'\'T,    yi  =  y  +  t  +  XX  •{-  ^r*. 

Venn  wir  zuerst 

x^  =  x  +  t^    yi=y  +  xx  +  i^x^ 
ütid  darauf 

usführen,  so  kommt  dasselbe  Ergebnis. 

§  4.     Dritter  Typus:  {U^U^  =  UJ  und  (PiUJ  +  q>^  l\f^  0. 

Vorgelegt  seien  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  U^f 
ier  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven,  und  es  sei: 

Vir  dürfen  annehmen,  die  Variabein  seien  schon  so  gewählt^  dass        Beduction 

;)  f  dritte  cano- 

3t.     Sei: 

0  kommt  wegen  {'üiU^~z:  U^f: 

n  df  xP±lL  =  PL 

dy  '^'^  dy  dy         dy 


nischeForm. 


der: 


11  =  0       ^  =  1 
dy  '      dy  ' 
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d.  h.   ü^f  hat  die  Form: 

Sicher  ist  hierin  X^  =|=  0,  denn  sonst  wäre  U^f  von  der  Form  (y  +  X)  VJ^ 
d.  h.  Ulf  and  JJ^f  hätten  dieselben  Bahncuryen.  Da  X^  =^  0  ist, 
kann  man  durch  EinftLhrang  einer  passenden  Function  von  x  als 
neues  x  mit  Leichtigkeit  erreichen,  dass  insbesondere  X^^ElX  wird. 
Benutzt  man  dann  noch  als  neues  y  die  Grösse  y  -f-  ^{p^y  wodurch 
Ulf  nicht  geändert  wird,  so  kommen  die  Formen: 

Satz  6:  Stehen  gwei  infinitesimale  Transformationen  U{f  und  ü^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beeiehnng  {UJJ^  "=.  ü,/", 
so  kann  man  immer  durch  passende  Coordinatenwaht  gleichjseitig  Uif  und 

U^f  auf  die  Formen  -§^f^^  +  y^  bringen. 

Vr'Sduc^-         ^^  ^^  erkennen,  welche  Operationen  diese  Zurückf&hrung  in  der 
**Qi»d"Ii^**  Praxis  verlangt,  seien  Uif  und   U^f  in  beliebigen  YenLnderlichen  x,  y 
turen.     vorgelegt: 

Alsdann  ist  es,  wie  bewiesen,  möglich,  zwei  Functionen  ;  and  Q  an- 
zugeben, sodass 

^1  dx  "^^1  dy  —  dt^  ' 

^-  ~dx  '^^•^  dy  —^   dl   "^  9  ^^ 
wird.     Setzen  wir  hierin  f^l^y  so  kommt: 


dx    "^  '^  dy 
dx  ^^«  dy 


Cl    _,  Ol    


2  1     • 

Wenn    wir  beide  Gleichungen  noch   durch  j   dividieren,    treten  -j- 

und     g       auf,  die  sich  also  algebraisch  berechnen  lassen.     Dann  ist 

lg  £  durch  eine  Quadratur  zu  finden  und  damit  auch  {  zu  bestimmen. 
Setzen  wir  dagegen  /"^  5,  so  kommt: 

2  aa;  ^  ^»  ay  —  9' 
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feüeraua  lassen  sich  >—  ynj  ^  berechnen  in  der  Form: 

WO  tt,  ß,  y,  d  Functionen  von  x,  y  Bind.  Dies  sind  zwei  simultane 
jUieBre  partielle  Differentialgleichungen,  aus  denen  sich  bekanntlich  { 
^ch  Quadraturen  finden  iäast.  (Man  vergleiche  die  in  §  5  des 
i.  Kap.  über  ein  solches  Systems  —  damals  mit  (29)  bezeichnet  — 
jemachten  Bemerkungen.)  Man  kann  die  Zahl  der  hier  uiJtigen  Qua- 
Iraturen  noch  reducieren:  Setzen  wir  nämlich  y  ^  kx,  wo  A  eine 
ponstante  bedeute,  so  wird  l)  eine  Function  von  x  allein  und  es 
lommt 


Ü 


=  -^4-1 


il- 


«g  +  ^  +  AfytJ  +  d). 


Öier  ist  auch  in  a,  ß,  y,  S  jedes  y  ==  kx  zu  setzen.  Es  ist  dies  dann 
Rne  lineare  Differentialgleichung  für  l).     Die  verkürzte  Gleichung 

g==(«  +  Ay)o 

tiesitzt,  wie  man  leicht  sieht,  die  oben  bestimmte  Function  g  als 
Losung  03,  wenn  nur  in  ihr  y  ^  >.x  gesetzt  wird.  Mithin  bestimmt 
lieh  t)  durch  nur  eine  Quadratur  (vgl.  S.  150  oben),  allerdings  als 
Function  von  x  und  der  Constanten  X.  Setzt  man  dann  wieder 
l  ^  -^ ,  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Function  l)  von  x  und  y. 

Satz  7:  Skiien  zwei  infinitesimale  Transformationen  UJ  und  U^f 
(er  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Bejsiehuny  {U,Ut)^Uif, 
to  lann  wan  sie  vermöge  zweier  Quadraturen  durch  Einführung  neuer 
Tariaheln  gleichzeitig  auf  die  Formen  -^ ,  E  7,>  +  9  "^  bringen. 

%  5.     Vierter  Typus:  (t^jt/j)  =  VJ  und  ?i,t/,/ -(-  (p^üJ^O. 
Wir  kommen   nun   zum   letzten   Fall:    Die  beiden   infinitesimalen 
Franaformationen   U,f  und   £/,/"  der  Ebene  sollen  dieselben  Ba}i7icurven 
itaben  und  in  der  Beziehung 

(t/.Z70  =  U,f 
flehen. 

Es  darf  zunächst   Ujf^  -^   vorausgesetzt  werden.     Da  U^f  die-  uedu 
telben  Bahncurveu  wie   f/,/"  haben  soll,  so  ist  etwa  ninhi 


4S4 
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sodass  aus  (üj(7j)=  ÜJ  folgt: 


.  p  ^  y  +  X{x)  und 


H  - 


ü,f=  (y  4-  X{x)) 


Benutzen    wir    y  +  X(i)    ala    neues    y,    so    bleibt    U,f'   ungeändeit, 
während  sich   Ü^f  auf  y  -^  reduciert. 

Satz  8:    Skhen  zwei  infinitesimale   Trajisformationen   Uif  und  U,f 

der   Ebene  mit  denselben   Bahncurveti   in  der  Besiehung  {ÜJJ^^IJJ, 

so   kann   man    immer  durch  passende  Cooidinalenwahl  beide  gleidu^ig 

auf  die  Formen  5-1^3^  hritigm. 

l'Sd^.         Noch    ist   zu   untersuchen,    wie   wir  diea  in   Wirklichkeit  durch- 

in»n«ion  ^^öhreQ  Werden.     Es  seien  also  in  irgend  weichen  Veränderlichen  x,  J 

J- «^^^'"«'■gesohrieben 

die   beiden    infiniteHimalen  Transformationen.     Bewiesen   ist,   daw  tt 
zwei  Functionen  j,  1)  von  *,  y  giebt,  sodass: 

and 


(s.fe  +  ^.f)-( 


df 


wird.    Hieraus  folgt  zunächst 

9  =  p(a:,y). 
Zur  Bestimmung  von  £  ergiebt  sich,  indem  wir  f^l  setzen,  i 
eine  Differentialgleichung: 

S.Ä  +  1.S-0. 


die  der  gewöhnliche 


L  Differentialgleichung 


liefern,   und    f  =  Const. 
m  P,/'und  Uff  dar.    Somit 


äquivalent  ist.  Ihre  Integration  würde  : 
stellt  dann  die  gemeinsamen  Bahncarven  t 
hat  sich  hier  ergeben: 

Satz  9:    Stehen  zwei  infinitesimale   Transformationen    JJ^f  und  V%i 
der  Ebene  mit  gemeinsame»  Bahncurven  in  der  Bessiehung  {UiU^  ^  üj, 


80   verlangt    ihre  gleicheeitige  Beducti<m   auf  die  Formen 


iL   .iL. 


«»' 


'  »n 


(  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Bifferentialglddtting  erster 
Oräntin]/,  nämtich  der  DifferentialglEichung  der  Bahncurcen. 
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Hiermit  sind  alle  vier  Fälle  erledigt.  Wir  haben,  um  es  zu- 
eammeuEufasseii,  in  diesem  Kapitel  Folgendes  gefunden: 

Theorem  41:  Jede  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  lässt  sich  auf  eine  der  vier  cano- 
nisehen  Formen  bringen: 


1) 


df 


Sf 


^■f . 


If  ,     lf_ 


Die  daeu  nötigen  neuen  Veränderlichen  z,  y  ergehen  sich  in 
den  drei  ersten  Fällen  stets  durch  höchstens  etiei  Quadraturen. 
Im  letzten  Fall  dagegen  bedarf  es  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung der  Bahncurven. 


Kapitel  19. 

IntegPÄtion  (1er  gewöhiilicliea  Differeiitinlgleicliuiigeii  zweifer  Ordnung 

in  jc,  y,  welche  zwei  bekannte  inflnitesim-ale  Transformationen 

gestatten. 

Jetzt  sind  wir  genügend  vorbereitet,  um  das  Problem  der  Inte- 
gration einer  gewöhnlichen  Di/fcrentialgleicliting  zweiter  Ordnung,  welcJie 
mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet,  wieder  in 
Angriff  zu  nehmen.  Wir  erkannten  mit  Hälfe  des  Satzes  5  und 
Theorems  38  des  §  2,  17.  Kap.,  dass  wir  aus  dea  bekannten  infinite- 
simalen Transformationen  der  Gleichung  durch  blosse  Differentiations- 
processe  in  jedem  Falle  so  viele  infinitesimale  Transformationen  der 
Gleichung  ableiten  können,  dass  dieselben  eine  nach  Theorem  39,  §  3 
des  17.  Kap,,  höchstens  8-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen bilden.  Diese  Gruppe  enthält  nach  Theorem  40,  §  4  dea 
17.  Kap.,  sieher  zweigliedrige  Untergruppen,  und  diese  lassen  sich,  wie 
wir  sahen,  auf  rein  algebraischem  Wege  bestimmen.  Demnach  können 
wir  in  allen  Fällen,  in  denen  uns  mehrere  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Differentialgleichung  bekannt  sind,  insbesondere  voraus- 
setzen, dass  uns  iwei  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung,  chva 
Ulf  und  Ujf,  bekannt  seien,  die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  d.  h. 
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für  die  entweder   (C/iJ7j)  =  0   oder  {U^Tj;)=UJ  ist  (vgl.  §  1  des 
18.  Kap.). 

Hiernach  werden  wir  entsprechend  den  vier  canonischen  Formen 
der  zweigliedrigen  Gruppen  nacheinander  vier  einzehie  Probleme  be- 
handeln, 

§  1.    Sl{x,  y,  y,  y")  =  0  gestatte  UJ  und  D,/,  und  es  sei  (D;t7,)=0 

und  9if/i/*+  q>^TJ^f'^0. 

Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  \ 

eine  bekannte  zweigliedrige  Gruppe  U^f,  U^f  der  ersten  oanonischen 
Form  gestattet,  so  kann  man  nach  Satz  3,  §  2  des  vorigen  Kapitels, 
vermöge  zweier  von  einander  unabliängigcr  Quadraturen  neue  Veränder- 
liche £,  9  bestimmen,  in  denen  geschrieben  Uif  und  U^f  die  Formen 
annehmen: 

K      K 

dt'     a^ ' 

Die  Differentialgleichung  werde  dabei  etwa  in 

9"-cD(E,t|,t|')  =  0 

umgewandelt    Nunmehr   muss   sie   (vgl.  Satz  4,   §  1  des  16.  Kap.) 

-J-  und  -J~   gestatten.    Nach  Theorem  35,  §  3   des   16.  Kap.,   muss 

daher  o  frei  von  j  und  ^  sein.  Durch  Benutzung  der  neuen  Ver- 
ilnder liehen  £,  \)  erhält  demnach  die  Differentialgleichung  die  Gestalt: 

r-«(t,')=o 

und  eine  Quadratur  giebt: 


/: 


\  =  r  +  a        (a  =  Const.) 


oder,  ausgeführt  und  nach  Xf  aufgelöst: 

sodass  eme  zweite  Quadratur 

9  =ßp{i  +  «)^(E  +  «)  +  6        (t  =  Const.) 
ergiebt. 

Satz  1:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  ssumter  Ordnung 

^{^,  y,  y'y  y ')  =  o 

zwei  bekannte  vertauscftbare  infinitesifnaU  Transformationen  mit  rer- 
schiedenen  Bahncurven,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  vier  Qua- 
draturen, 


DiS'etentialgleicbnngen  aweiter  Ordnung  t 
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Wir  werden  später  erkennen,  dass  das  IntegratioasgeschEft  ver- 
möge einer  anderen  Methode  sogar  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
Quadraturen  verlangt.  Allerdings  treten  dann  unter  den  Integral- 
zeichen noch  arbiträre  Oonstanten  auf. 

In  den  neuen  Veränderlichen  f,  1)  geht  jede  Integralcurve  durch 
die  TranslatioBen  ISnga  der  j-  und  ^-Axe,  also  durch  jede  Translation 
überhaupt,  wieder  in  eine  Integralcurve  über.  Die  betrachtete  Glosse 
von  Differentialghichuvgen  ist  also  dadtirclt  charakterisiert,  dnss  es  geUngt, 
ihre  oo"  Inlegralctirven  durch  Einführung  »euer  Variabein  in  oo*  eiw- 
ander  congruente  und  gleichgestellte  Cu>-ven  eu  venvandeln. 

§2.    ß(j;,p,y', !/")  =  0  gestatte  ÜJ-aoA  U^f,  und  es  sei  (t/i?/,)  =  0 
und  9,  UJ  +  9,  Ujf  =  0. 
Wenn  die  Ditlerentialgleichung 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  17,/',  U^f  von  der  Bweiten 
canonischen  Form  zulässt,  so  führen  wir  nach  Satz  5,  §  3  des  vorigen 
Kapitels,  vermöge  einer  Quadratur  neue  Veränderliche  £,  ij  ein,  sodass 
Ulf  und  ü^f  die  Formen  annehmen: 


if 


r^f 


Wenn  die  Differentialgleichung  durch  Einführung  von  ;  imd  q  etwa 
diese  Gestalt 

erhält,  so  muss  sie  (nach  Satz  4,  §  1  des  16.  Kapitels)  ^  nnd 
Die  erstere  Bedingung  liefert  durch  Verwertung  des 
Kriteriums  in  Theorem  35,  §  3  des  16.  Kapitels,  dass  tu  frei  von  1) 
sein  muss.  Alsdann  giebt  die  zweite  Bedingung,  dass  at  auch  t)'  nicht 
enthält.     Somit  lautet  die  in  ^,  t)   geschriebene  Diflferentialgleichung: 

y"-a,rE)  =  0. 
Sie  lässt  sich  ohne  weiteres  durch  zwei  Quadraturen  integrieren: 
?  =  ffai{^)didi  +  «E  +  &       (rt,  fc  =  Const.) 
Hier  ergiebt  sich  somit 

Satz  2:  Gestattet  die  Differentialgleichung  il(x,  y,  y,  y")  =  0  etcei 
bekannte  vertansdtbare  infinitesimale  Transformationen  mit  denselboi  Bahn- 
curveti,  so  verlangt  ihre  Integration  höcfistens  drei  Quoilrataren. 

Auch  in  diesem  Falle  wird  die  später  zu  entwickelnde  Methode 
zeigen,  dass  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  nötig  sind. 
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B«ifpi6L  Beispiel:    Sei   vorgelegt    die    lineare  DifferenUalgletchung   gweiter 

LiiL  Diffgl. 

2.  orda.   Ordnung 

y"  +  X,{x)y'  +  X{x)y  +  Xo(x)  =  0 

und  seien  e^^  z^  ßwei  bekannte  von  einander  unabhängige  Particular' 
Wstmgen  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung 

z"+X,{xy  +  X(x)z  —  0. 

Ist  dann  y  irgend  eine  Lösung  der  ersteren,  so  ist  auch  y  -f-  ^  'i  -h  ^^t 
eine  Lösung  derselben,  wenn  c^j  c^  Constanten  bedeuten.  Mit  anderen 
Worten:  Die  unverkürzte  Gleichung  gestattet  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

denn  diese  erteilen  y  die  Incremente  Zidt  und  z^dt  Hier  ist  {UiU^  =iO 
-    und    Ulf  und    U^f  haben    dieselben  Bahncurven.     Es   liegt   also  der 
soeben  betrachtete  Fall  vor.    Wir  benutzen  demnach  neue  Veränderliche 
£,  t),  indem  wir  setzen: 

^^dy  —  J^'    ^^J^  —  ^W 
Es  kommt  zunächst  J  ^  —  •     Femer  kann   offenbar  9  ^  ~   gesetzt 

werden.  Diese  neuen  Veränderlichen  sind  nun  in  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung einzuführen.  Wir  wissen,  dass  sie  dann  frei  von  9 
und  \)'  werden  muss.    Es  kommt: 

d^  ,        . 

dji  _  (fi/_i'_—  g/^i) (<h y"  -  2y"y)  —  (^1  y  —  <y)  (^1  ^t'  —  'S^/'-gt) 

dx  (^i  V  —  ^\^%y 

Z^  ft  Jj  Z^     —  Z^    Z^  f    I     Z^  Zf     —  Zi    Z^ 

Nun  aber  ist: 

z;'+x,z;+xzi  =  o,  ^;'  +  x,v  +  x^2  =  o 

und  danach: 

^i^t  ^1    ^a  Y  — 

Es  wird  also: 


Zt  Z^     ~—  Zt     Zst  -%^ <?|  Z^     —  Z^    Zf 

Z*   Zm      "~~    Z^     X» J  «2  «2  A-j     Z^ 


oder,  da 
sein  soll: 


"  dx  '  dx         («, «,'  —  Zi'z^y ' 


Differentialgleichnngen  zweiter  Ordnung  vom  Kweiteo  l^pue.  • 

Dies    ist    die    gesuchte   neue   Differentialgleichung,   wenn    daraus 
noch  X  vermöge 

eliminiert  wird,     Ihre  Integration  liefert 


+  '7  +  ?, 


WO  c  und  y  die  Integrationacouatanten  bedeuten,  oder,  da   I 


"I'^S"^^ 


z,'X,{^) 


+  ce^  +  ys,. 


Wir  heben  noch  eine  interessante  Bemerkung  hervor:  Gestattet  ^' 
eine  Differentialgleichuag  zweiter  Ordnang  die  infinitesimalea  Trans-  s 
formationen 


so  ist,  wenn 


■IX') 


irgend  eine  Particularlösung  bedeutet,  auch 

y  =  fix)  +  na:  +  6 
eine  LÖBong   der  Gleichung,  denn   die  beiden  inüniteaimalen  Trans- 
formationen   lassen  x   ungeändert,    während   sie  y  die  Incremente  8t 
und  x8t  erteilen.     Die  Lösung 

y  =  f{^)  +  rt*  +  6 
ist  dann  die  allgemeinst«,    da   sie  zwei  willkürliche  Constauten  a,   h 
enthält.     Führt  man  nun  die  neuen  Yeranderlicheu 

i  =  x,     \}=-y  —  fix) 
ein,  80  nimmt  die  Integralgleichung  die  Form  an: 

9  =  o£  +  ft. 
Die  transformierte  Differentialgleichung  ist  daher  die  Gleichung 

5"-0, 
da  diese  die  soeben  angegebene  allgemeine  LSsung  hat. 

Eine  Differentialgleichung  eweiter  Ordnung  in  ewei  Yeränderlidten, 
welche  Bwei  verlavschhare  infinitesimale  Transformationen  mit  denseUten 
Bahncurven  gestattet,  lässt  sich  also  durch  Einführung  passender  neuer 
Variäbeln  auf  die  Form 

f  =  0 

hringen;  oder  auch:     IJire  oo"  Integralcurven  lassen  sich  in  die  oo'  Ge- 
ratieti  der  Ebene  überführen. 
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Da  die  Gleichung  y'  <=  0  gerade  acht  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  so  folgt  rückwärts,  daas  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  zwei  vertauschbare  in- 
finitesimale Transformationen  mit  denselben  Bahncunren  znlässty  ausser 
diesen  noch  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gestattet 

§  3.   a(x,  y,  y ,  f)  =  0  gestatte  UJ und  U^f,  und  es  sei {UJJ^=l}J 

nnd  9i  U^f  -(-  9,  U^f^  0. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung 

soll  nunmehr  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Uify  UJ 
vom  dritten  Typus  gestatten.  Wie  Satz  7,  §  4  des  18.  Kapitels,  lehrt^ 
gelingt  es  uns  alsdann,  durch  0tvei  Quadraturen  neue  Yeranderliche 
E,  9  einzufahren,  in  denen  Uif,   TJ^f  die  Formen  haben: 

Gleichzeitig  wird  £l*=»0  etwa  in  die  Gleichung 

verwandelt  Wir  wissen  dann,  dass  sie  -J.  und  J  ä^  +  9  ^J  gestattet. 
Da  sie  -J-  zulässt,  so  ist  sie  nach  Theorem  35  frei  von  Q*    Femer,  da 

sie  £  ~;p  ~l~  9  ^  zulässt,  muss  nach  demselben  Satze  sein: 

*  dl  ' 

d.  h. 

g  Igco   __  ^ 

dl     —        l 
oder,  da  m  schon  von  ^  frei  ist: 

l    ' 
sodass  die  Differentialgleichung  in  den  neuen  Veränderlichen  j:,  ^  die 
Form  hat: 

Diese  aber  ist  durch  Quadraturen  integrabel.  Sie  lässt  sich  nämlich 
so  schreiben: 

9(tj')  l  ' 

sodass  eine  Quadratur  liefert: 

Jl^  =  lg  E  +  ö        (a  =  Const). 


DiffereutialgieicliiiDgea  zweiter  OrdmiDg  v 


Vfibrt  man  die  Quadratur  aus  und  löst  Dacli  \)    auf,   so   kommt  etwa 

«e  Qitadratur  giebt 

l)  =.  ftf(lii  l  +  a)dl  +  b         (6  =  Conat). 
Satz  3:     Gestattet  die  Differentialgleicku»g  eweiter  Ordnung 

!  ii{x,  y,  y,  /O  —  O 

'pKei  bekannte   infinitesimale  Transformationen   V^f,   U^f,   ewiscIieH  denen 
)ßie  Beeiefmng  (fiPj)  ^-    Uif  besteht,  und  welche  verschiedene  Bahncurien 
^dten,  so  verlangt  ihre  hüegraiion  Itöclistens  vier  Quadraturen. 
^         Aach   in   diesem  Falle  leistet  eine  spätere  Methode   mehr,  indem 
Sne  die  Integration  vermöge  zweier  Quadraturen  erledigt. 

|§  4.    il{x,y,y  y")  =  0  gestatte  üi/imd  C/j/;  und  ea  Bei  {XJ^Ü^^.  UJ 
und  9^UJ+<PiUJ=Q. 
Wir  kommen  zum  letzten  Fall,    dem  vierten  Typus.    Wenn  die 
.Differentialgleichung 

^{^1  Vj  y\  y")  =■  0 

{Kwei  iafisitesimale  Transformationen  U^f,  U^f  des  vierten  Typus  zu- 
llässt,  so  können  wir  zunächst  nach  Satz  9  des  §  5,  18.  Kapitel  durch 
3estimmang  der  Bahncurven  von  TJ^f,  also  durch  Integration  einer 
■gewöhnlidioi  Differentialgleicltiing  erster  Ordnung  solche  neue  Veränder- 
lliche  E,  5  einführen,  dass   f/,/'  \md   Dj/'  die  Formen  erhalten : 

8x)'     ^  dxt' 
während  etwa  H  =  0  übergehe  in 

iDiese  Qleicbuug  muss  -^  gestatten,  d.  b.  nach  Theorem  35  ist  sie 
;^rei  von  l).  Auch  soll  sie  t)  ^  zulassen.  Daher  giebt  dasselbe  Theo- 
rem noch  die  Bedingung 

0.  -  t('  I?,  =  0 


'oder: 


'«»■- 


Durch  Kinfiahruag  der  i 
Differentialgleichuug  die  Form  au: 


1  Verüuderlichen  J,  VI  uimmt  somit  uuBere 
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oder 


BalapUl. 

Tnkuntii 
Un.  DUtgl. 


und  eine  Quadratur  liefert: 

lg  «■-/»(£)''£  + lg«        («-CoMt.) 

sodass  eine  nceite  Quadratur  giebt: 

9  =  afJ''"^^"'di  +  b        [b^  Const). 

Satz  4:    Gestattet  die  DifferentialgUichuttg  eweiter  Ordnung 
^^x,  y,  y,  y")  =  0 
Bteei   h^nnte   infinilmmale   Transformatiotien    Uj\    U^f  mit    denselbm 
Bdhncurven,  und  besteht  zwischen  U^fund  ü^fdie  Beeieliung  (l\üt)^l\{, 
80  verlangt  ihre  Integralion   hödisiens  die  Integration   einer  Differential- 
gleickvng  erster  Ordnung  und  swei  Quadraturen. 

Zu  bemerken  ist,  dasa  auch  in  diesem  hier  schwierigsten  Falle 
unsere  später  zu  entwickelnde  Methode  die  Integration  dorcli  zwei 
Quadraturen  völlig  erledigt. 

Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  sogen,  verkarste  lineare  Differaüial- 
gleidtung  euieiler  Ordnung: 

y"+X,(x)sr'+X(»)9-0. 
Ferner  sei  eine  ParticularlÖsung  y  -^  s{x)  derselben  h^annt.     Ist  datiD 
y  ii^end  eine  Lösung  der  Gleichung,  so  sind  auch  y  -\-  ce  und  ey  Lö- 
Bongen,    d,  h.   die   Difierentialgleicbuitg   gestattet   die    infinit^simaleii 
TransFonnationen 


VJ=y 


Hier  ist  (D,0,)=  ÜJ  und  Uj'  und  U^f  haben  dieselben  Bahn- 
curven.  Es  liegt  demnach  der  soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir 
fahren  nach  unserer  Methode  neue  Veränderliche  ^,  p  ein,  indem  wir 


.  3/"- 


-.K 


Sy~  d\i' 


ä'9^  =  ^g^ 


Otfenbar  können  wir  hier  i^x  und  \)  ~  -j-z  setzen.    Die  DifferenÜil- 
gleichung  erster  Ordnung,  von  der  im  Satz  4  die  Rede  war,   is^ 
hier  sofort  integriert.     Nun  wird: 

y  =  *Ce)  9 

und  daher,  da  j  ^  x  ist: 

y'~/\)-i-  «9', 

y"=s"m-2B'l)'  +  ^9", 
sodass 
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f  +  X.y  +  Xy  =  (/'  +  Zi«'  +  X;8)  t,  +  (2/  +  X,«)^'  +  ^sJj" 

wird.  Da  aber  z  eine  Particularlosung  ist,  so  fällt  das  erste  Glied 
rechts  fort.  In  den  neuen  Veränderlichen  lautet  die  Differentialglei- 
chung daher: 

Der  in  Klammer  stehende  Ausdruck  enthält  nur  £.  Daher  giebt  die 
Integration: 

wo  c  und  y  die  Integrationsconstanten  bedeuten.  Mithin  kommt 
schliesslich,  da  j  ^  o;  und  5  ^  —  ist: 

y  =  e{x)  I  ce  ^^  '       '/     da;  +  yz{x). 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  aufd?eFora 

df  df  ^"  =  ^- 

dy'     y  dy 

gestattet,  besitzt,  wenn  y  =  f{x)  irgend  eine  Particularlosung  ist,  die 
allgemeine  Integralgleichung: 

y  «=  f{^)  +  «y  +  &. 

Setzt  man  y  —  f{x)  ="  9;  y  =*  £>  so  kommt  die  Integralgleichung 

9  =  aj  +  &, 

deren  zugehörige  Differentialgleichung  lautet 

9"  =  0. 

Mithin  folgt  wie  in  §  2:  Jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in 
sftoei  Veränderlichen,  welche  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  nicht  ver- 
tauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  mit  denselben  Bahncurven 
gestattet,  lässt  sich  durch  Einführung  passender  neuer  Variabein  auf  die 
Form  ^'  =  0  bringen. 

Auch  hier  können  wir  weiter  schliessen:  Eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  welche  zwei  nicht  vertauschbare  infinitesimale  Trans- 
formationen zulässt,  gestattet  ausserdem  noch  sechs  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen. 
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434  Kapitel  20,  §  1 . 


Kapitel  20. 

Integration    einer    linearen   partiellen  Differentialgleichnog   in  drei 
Veränderlichen,  welche  bekannte  infinitesimale  TransformatioBeB 

gestattet 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Kapitel  des  öfteren  auf  eine  spater 
zu  entwickelnde  bessere  Integrationsmethode  der  Differentialgleichungen 
Sl(x,  y,  y,  y")  =  0  hingewiesen,  welche  zwei  bekannte  Transformationen 
zulassen.  Diese  Methode  stutzt  sich  darauf,  dass  wir  an  Stelle  der 
Gleichung  Sl  =  0  die  äquivalente  lineare  partielle  Differentialgleichung 
in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  betrachten,  die  wir  schon  in  Satz  7, 
§  3  des  16.  Kapitels,  benutzt  haben. 

Aus  diesem  Grunde  wird  es  dem  Leser  verständlich  sein,  weshalb 
wir  hier  eingehend  ein  Problem  behandehi,  mit  dem  wir  ans  schon 
früher,  allerdings  in  allgemeinerer  Fassung,  beschäftigt  haben,  nämlich 
mit  der  Integration  einer  beliebigen  linearen  partidlen  Differential- 
gleichung in  drei  Veränderlidieny  welche  bekannte  infinitesimale  T^'ons- 
fomiationen  gestattet. 

§  1.      Integration    einer   partiellen  Differentialgleiohting   Af=0   in 
rr,  y^  z^  welche  eine  bekannte  inflnitesimale  Tranafonuation  gestattet 

Es  sei  vorgelegt  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  Xj  yj  z.    Wie  wir  wissen,  lässt  sie  jede  infinitesimale  Transformation 
von    der  Form   qAf  zu    (nach    Theorem   29,   §  2   des    15.  Kapitels). 
Eine  solche  infinitesimale  Transformation,  die  ja  nichts  neues  aassagt, 
nennen  wir  trivial. 
Es  möge  nun 

Uf^^i^U  +  n^  +  t'/- 

'         ^  cx    ^     '  cy    ^    ^  dz 
eine  bekannte  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation  der  Gleichung 
Äf=  0  sein.    Wir  fragen  uns,  wie  wir  sie  zur  Integration  von  Af=0 
verwerten  können. 

Nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kapitels)  hat  {UA)  die  Form 

U{An-A{Uf)^-^kAt\ 

wo  A  oine  Function  von  x,  y,  z  ist.     Betrachten  wir  nun    die  beiden 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen 


i 
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SO  lehrt  vorstehende  Beziehung  nach  Theorem  12  (§  3  des  10.  Ka- 
pitels), dass  sie  eine  gemeinsame  Lösung  f=~ip{x,  y,  d)  hesitzen  oder  also 
ein  sogenannles  vollständiges  Sysletn  hiUien. 

Diese  gemeinaame  LBsung  9)  lässt  sich  Dach  einem  von  Duboia-  ^^^  J^ 
Reymond  angegebenen  Principe  durch  Integralion  einer  9ewöfmli£hen^^-^J^^° 
HifferenUälgleicIiung  erster  Ordnung  zwischen  euei  Veränderlichen  ^^'f^\^™. 
stimmen.  Denn  interpretieren  wir,  um  diese  Integrationamethode  an-  ■"  '.  y 
schaulich  zu  machen,  -x,  y,  e  ala  Punktcoordinaten  des  Raumes,  so 
definiert  das   vollständige   System   Af=^0,   Uf  ^  0  00'  Flächen: 

ip{x,  y,  e)  =  Const. 
des  Raumes.    Wie  wir  ecbon  in  Satz  4,  §  3  des   10.  Kapitels,  bemerkt 
haben,   lassen   sich  diese  00'  Flächen   auch  dadurch   definieren,   dasa 
auf  einer  beliebigen   derselben  x,  y,  z  solche  Incremente  dx,  dy,  de 
haben,  welche  der  totalen  Differentialgleichung 

(1)  (r{  -  Z,),ii  +  (21  -  XOdj  +  (Xl  -  n)ä'  -  0 
genfigen.     Schneiden    wir    nun   diese  00'  Flächen   g>  -^  Const.   durch 
die  Ebene 

(2)  z  =  x+ay, 

wo  a  irgend  eine  Conatante  sei,  so  erhalten  wir  00'  Curveii,  und  diese 
werden  eine  gewisse  Differentialgleichung  zwischen  x,  y  erfüllen.  Um 
diese  Differentialgleichung  zu  finden,  eliminieren  wir  vermöge  (2)  und 

dx  =  dx  -j-  ady 
B  und  dz  aus  (1)  und  erhatten  sie  dadurch  in  der  Form 
(3j  u{x,  y,  a}dx  -\-  v{x,  y,  a)dy  =  0. 

Hat  man  diese  Differentialgleichung  bei  beliebigem  Werte  der  Con- 
stanten  a  integriert,  so  findet  man  auch  leicht  alle  jene  00'  Flächen, 
da  man  dann  ihre  00*  Schnittlinien  mit  allen  Ebeuen  e  ^  x  -\-  ay 
kennt.  Faast  man  nämlich  unter  den  00*  Curven  alle  zusammen,  welche 
durch  einen  Punkt  der  Axe  des  Ebenenbüsehels  e  ^  x  -\-  ay  hindurch- 
gehen, 80  bilden  dieselben  im  allgemeinen  eine  der  gesuchten  Inte- 
gralfiächen. 

Ist  also  etwa 

^{x,  y,  a)  =  Const. 

das  Integral  von  (3),  so  ist,  wenu  a  durch  (2)  eliminiert  wird: 

^  ^  fit  (x,  y,  - ~^)  =•  Const, 

die  Gleichung  der  00'  Flächen,  und  somit  ist  die  gemeinsame  Lösung 
fp(x,y,e)  von  Äf'=Q  und  Uf'=0  durch  Integration  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  (3)  von  erster  Ordnung  in  a:,  y  gefunden. 
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'  Der  Leser  bemerke,  dass  das  in  §  4  des  18.  Kap.  benutzte  Inte- 
grationsverfabren  auf  einem  ähnlichen  geometrischen  Gedankengange 
beruht 

Wir  können  also  nunmehr  die  gemeinsame  Lösung  ^{Xjy^B)  Yon 

Af'='0  und  Uf=^0  als  gefunden  betrachten.    Es  handelt  sich  zor 

vollständigen  Integration  von  Af=^0  nun  noch  um  die  Bestimmung 

einer  zweiten  Lösung  der  Gleichung  Äf*^0.    Dies  verlangt,  wie  wir 

sehen  werden,  nur  eine  Quadratur. 

Zweite  Lö-         2u  dicscm  Zwcckc  sei  vorausccesetzt,  w  enthalte  etwa  0  wirklich. 

d^h"eüie  ^sdann  können  a:,  y,  9  an  Stelle  von  x,  y,  0  als  Veränderliche  be- 

Quadrmtar.  nutzt  Werden.    In  diesen  neuen  Veränderlichen  wird  Äf  zu 

oder/ da  Ätp  =  0  ist  und  aus  Äx,  Ay  die  Veranderliche  0  zu  elimi- 
nieren isty  etwa: 

Äf=a{x,y,ip)^  +  ß{x,y,g>)~^  =  0 

und  analog  nimmt  Uf  etwa  diese  Form  an: 

Uf=  y{x,  y,q>)^  +  d{x,  y,  9)  |J- 

In  der  Gleichung  Af^^O  kommt  kein  Differentialquotient  nach  q>  vor. 

Auch  transformiert  Uf  diese  Variabele  nichi  Mithin  spielt  sie  nur 
noch  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten,  und  x,  y  allein,  treten  als 
wirkliche  Veränderliche  au£ 

Jetzt  liegt  folglich  das  Problem  vor,  die  Gleichung  Af=^0  in 
X,  y,  die  noch  (p  enthält,  zu  integrieren,  welche  die  bekannte  infini- 
tesimale Transformation  Uf  in  x,  y,  die  auch  9  enthält,  gestattet 
Dies  verlangt  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  nur  eine  Qua- 
dratur,  indem  die  zu  Af^^^O  äquivalente  gewöhnliche  Differential- 
gleichung 

ady  —  ßdx  «==  0 

den  Integrabilitätsfactor 


ad  —  (Sy 

besitzt,  indem  ad  —  ßy^O  ist,  sodass 

_-    /* a(^»  !/i  fp)dy  —  ß(x,  y,  (p)dx 

^   ~J  «(«,  2/.  9)  ^(^,  !/,  9)  —  (3(a;,  y,  9)  y(^,  Vy9) 
die  gesuchte  zweite  Lösung  ist.     Hierin   ist   die  Integration    so  aus- 
zuführen,  als  ob  9   eine  Gonstante  wäre,   und  erst  nachher  ist  unter 
3r  gefundene  Function  (p(x,  y,  0)  zu  verstehen. 
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Also  hat  sich  ergeben: 

Theorem  42:     Gestattet  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

in  drei  Veränderlichen  Xy  y,  z  eine  bekannte  nicht  triviale  in- 
finitesimale Transformation ,  so  verlangt  ihre  Integration  nur 
die  Integration  einer  gewissen  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  in  x,  y  und  eine  Quadratur. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Beispiele 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

denn  es  ist 

{UA)  =  Af 

Af=0  und  Uf=0  bilden  also  ein  vollständiges  System,  das  der 
totalen  Differentialgleichung 

dx  dy  dz 

^*  +  J/^  +  J/^    ^  -}-  y^  —  xz    xz  -\-  yz  ^  =  0 
X  y  z        \ 

äquivalent  ist,  das  ausgeschrieben  so  lautet: 

xzdx  +  yzdy  —  (x*  +  y^)^^  =  0. 
Um  diese  zu  integrieren,  setzen  wir 

z  =  X  -\-  ay 
und  erhalten 

x(x  +  ay)dx  +  y{x  +  ay)dy  —  {x'^  +  y^)  (dx  +  ady)  =  0 

oder 

ydx  —  xdy  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  frei  von  a  und  nützt  deshalb  zur  Integration  nichts, 
denn  sie  sagt  nur  aus,  dass  die  Integralflächen  die  Ebenen  z  '^^  x  -\-  ay 

in  den  Geraden  —  =  Const.  schneiden ,  welche  sämtlich   die  Axe  des 

y 

Ebenenbüschels  in  demselben  Punkt  treffen. 

Wir  werden  also  andere  Schnittebenen  benutzen,  etwa  diese: 

y  =  x  +  a. 

Wenn  wir  diesen  Wert  und  dy  =  dx  in  die  totale  Gleichung  ein- 
führen, so  kommt: 
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z{2x  4-  ä)dx  —  {2x^  +  2ax  -f  a*)dz  —  0 


oder 


-idx  — r  **  ^ 


2a;'  +  2ax  +  ar  z 

d.  h.  integriert: 

^  lg  {2x^  +  2aa;  +  a«)  —  lg  xr  =  Const. 
oder: 

^  z 

Um  hieraus  das  Integral  der  totalen  Gleichung  zu  finden,  haben  wir 
wieder  a  =  y  —  x  zu  eliminieren  und  erhalten : 

In  der  That  ist  ^9  =  0,  Uq>  =  0. 

Nunmehr  benutzen  wir  Xy  y  und  9  als  Veränderliche,  indem  wir 


z^  - — -^-^ 
eliminieren.     Dadurch  kommt: 

und 

sodass  die  zweite  Lösung  %  von  Af=^Q  lautet: 

'(x»  +  y'  +  -^  V«'  +  y*)  dy  -  (x»  +  y»  -  |^  V^^^M^  y')  rfx 


(a;*  +  y'  +  ^  1'*'"+  y')  y  -  («*  +  y'  -  |-  V'i'  +  y*)  * 

=  lg(]/a:*^+y*-9)(x-y)). 
Setzt  man  nun  für  tp  seinen  Wert  ein,  so  kommt: 

X  =  lg  Var^  +  f  —  lg  ^  +  lg  (^  —  ^  +  y). 

2.  Beispiel:  Die  geometrische  Bedeutung  unserer  Theorie  tritt 
an  folgendem  Beispiel  deutlich  hervor.  Angenommen ,  es  sei  uns  be- 
kannt, dass  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

die  infinitesimale  Yerschraubung  längs  der  jer-Axe: 

'  ^  cx   *       cy    *        dz 

gestatte.     Jede    Charakteristik    von    Af  =  0  wird    bei   fortwährender 
Ausübung  von  Uf  in  Schraubenbewegung  längs  der  Xf-Axe  hingeführt^ 
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indem  sie  imnier  wieder  in  eine  Charakteristik  Übergeht.  Sie  beschreibt 
dadurch  eine  Fläche,  welche  oo*  Charakteristiken  von  Af'=(i  und 
ex'  Balmcurven  von  Uf\  nämlich  Schraubenlinien  oder  Charakteri- 
stiken von  üf=0,  enthält.  Jede  solche  Fläche,  deren  es  sc'  giebt, 
[ist  demnach  gemeinsame  Integralfläche  von  Af^O  und  üf  =  0, 
llst  C3  die  Lösung  dea  vollständigen  Systems  Af=  0,  üf  ^  0,  ao  stellt 
|o)  =  Const.  jene  oo'  Flächen,  die  wir  Schraubenflächen  nennen,  dar. 
,  Nach  unserer  Theorie  lässt  sich  o  durch  Integration  einer  gewöhn- 
l'lichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  VerÜnder- 
I.  liehen  auffinden-  Wir  schneiden  nämlich  die  oo'  Flächen  ro  =  Const. 
I.  durch  oo^  Ebenen  und  stellen  die  DiÖereutialgleichung  für  die  oo' 
I^Schnittcurven  mit  einer  beliebigen  dieser  Ebenen  aui.  Oben  wählten 
fwir    als    schneidende  Ebenen    die    Schar  z  ^  x -^  ay.     Wir   könnten 


iRuch  die  Ebenen  y  ^  ax  benutzen,  die  durch  die  s-Axe  gehen.  Als- 
'danu  würde  sich  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

zwischen  x  und  z  ergeben. 

Betrachten  wir   nun  diese  oo'  Schrauben  flächen  als  gefunden,  so 

ist  es  auch  geometrisch  klar,  dass  wir  dann  die  Charakteristiken  von 
^Af=^0,  also   auch  die  allgemeinste  Losung  von  Af^O,  durch  eine 

Quadratur   bestimmen   können,  denn   die  oo'   auf  einer  dieser  Schrau- 

benflSchen  gelegenen  Charakteristiken  gestatten  die  infinitesimale  Ver- 
. schraubung  Uf  längs  der  s-Äxe.  Ihre  Projectionen  auf  die  ('j;^}-Ebene, 
,äie  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
f Beben  X  und  y  gegeben  werden,  gestatten  demnach  die  infinitesimale 
iBotAtion  um  den  Anfangspunkt: 

•Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  ist  also  ihre  Differentialgleichung 
äurch  Quadratur  integrierbar. 


;  e  2. 


Integration    einer   partiellen   Differential gleiobung  Af  =  0  in 
welche  ewel  bekannte  infinitesimale  Traneformationen  gestattet. 


I  Noch    mehr   wird    sich    natürlich    die  Integration    einer    linearen 

fpartiellen  Differentialgleichung  in  x,  y,  e: 

'           öx   '        0)1   ^       et 
Tereiufachen  lassen,   wenn^sie  «w«  wesentlich  versdiiedme  bekannte  in- 
•finitesimale  Transformationen    P,/"  und    U^f  gestattet.     Dabei  nennen 
ilwir,   wie  in  g  3  des   15.  Kapitels,   U,f  und   C/,/'  iC€Scntikh  verst^ticdetij^^ 
irenn  keine  Relation  zwischen  D",/;  Uj'  und  Af  besteht  von  der  Poim:^''^'^'^2,'k 
Const.  [/,/■+  Const.  [/,/"+  e{x,y,s)  Af  =  0;  ""'     ~ 
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denn  mit  Ujf  gestattet  Af^  0  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
Ton  der  Form  Const.   lJJ'-\-  QÄf. 

Wohl  aber  kann  zwischen  üif,  U^f  und  Äf  eine  Relation  mit  sa- 
nabeln  Coefßcienten  bestehen: 

ß,UJ+ß,U,f+aÄf=0, 
in  der  also  ß^,  ß^,  a  Functionen  von  x,  y,  b  sind  und  ^  keine  bloate 
ConstAüte  ist.     Demnach  uuterscheiden  wir  zwei  Fälle,   die   wir  nacb 
einander  betrachten. 


u.  Erstans:     Es  besiehe  keine  lineare  lielalion  swischen  l'J',  V^fvnäAf. 

,"■  Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kap.)  gestattet  Af=Q  auch  die 

"'infinitesimale  Transformation  {(,'[  f/j).    Da  sich  jede  infinitesimale  Trans- 
formation  in  x,  y,  e  in  ganz  bestimmter  Weise  linear  durch   U^f,  U^f 
und   Af  ausdrückt,  weil  zwischen   diesen   dreien  selbst   keine   lineuc 
Relation  besteht^  so  ist  auch  etwa: 
(4)  (P,  ü.)  =  i,.  ÜJ  +  f,  V,f  +  «Af. 

Hier  sind  also  fi,,  f^,,  v  bekannte  Functionen  von  x,y,e.  Nach  Theoremäl 
(§  3  des  15,  Kap.)  sind  nun  ^,  und  jj,  Lösungen  von  J/"=0  oder 
Constanten.  Auch  sind  dann,  weil  Af=Q  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen t'i/'nud  t'j/' gestattet,  f^, ft[,  üi^^,  Uffif,  fjjij  Lösungen 
oder  Constanten.  Auch  wenn  wir  {Uiüf)  auf  f^^  oder  jt,  ausführen, 
müssen  sich  solche  ergeben.  Aber  wegen  (4)  ergiebt  sich  dadurch 
keine  von  der  vorher  angegebenen  unabhängige  Lösimg.  Femer  ge- 
stattet Af=0  nun  auch  (P,(Ü,P,))  und  ([^^(üip,)).     Nach  (4)  ist; 

wo  9  eine  gewisse  für  uns  gleichgültige  Function  bedeutet.  Dieser 
Ausdruck,  aus  dem  sich  noch  nach  (4)  {L\üf)  eliminieren  lässt,  giebt: 

( !j,( ;;,!/,))  =  (-p,ft  +  i.,h)P/+  (u,,.,  + 1^')  D,f+,Af. 

Nach  dem  Theorem  31  sind  also  üifi,  -\-  fi,fi,  und  tTift^  -\-  fij'  Lö- 
sungen von  Af  ^  0  oder  Constanteu.  Offenbar  sind  sie  von  den  oben 
angegebenen  Lösungen  abhängig,  sagen  also  nichts  neues  aus.  Dasselbe 
ergiebt  sich,  wenn  wir  {.U^iUiV^)')  bilden.  Somit  folgt,  dass  in  dem 
vorliegenden  Falle  nur  die  sechs  Grössen 

als  eventuelle  Lösungen  von  Af='Q  berücksichtigt  zu  werden  brauchen, 
indem  die  in  §§  3,  4  des  15.  Kapitels  entwickelten  Htllfsmittel  zur  Auf 
stelluug  neuer  Lösungen  nichts  weiter  ergeben. 

Da  Af  ^  0  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Löstmgeu  besittt, 
so  folgt,  dass   sich  jene   sechs  Grössen   notwendig  auf  hSchstens  zwei 
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von  eioander  unabhängige  reducieren.  Sind  es  gerade  iswei,  so  ist 
das  Integrationsgeschäft  beendet. 

Es  kann  aber  auch  eintreten ,  dass  sich  so  nur  eine  Lösung  er- 
giebt,  oder  aber,  dass  alle  jene  sechs  Grössen  nur  Constanten  sind. 

Ergiebt  sich  eine  Lösung  (p,  so  verfahren  wir  am  einfachsten  so:  u^'J^rfaii 
Es  sind  in  diesem  Falle  U^q>  und  U^g)  Functionen  von  q>  allein: 

Wir  bilden  die  infinitesimale  Transformation 

Vf  =  Sl^(ip)  •  UJ -  Sl,iq>)  ■  U^f, 
welche  Af^^O  gestattet.     In  der  That  ist  wegen  Aff^Oi 

d.  h.  da  nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kap.)  (JJ^A)  und  {U^A)  die 
Form  XAf  haben ^  so  hat  auch  {VA)  diese  Form.  Dass  Af  =  0 
die  infinitesimale  Transformation  Vf  gestattet,  folgt  auch  aus  den  in 
§  4  des  15.  Kap.  gemachten  Bemerkungen  ohne  weiteres.   Auch  ist  jetzt: 

Die  beiden  Gleichungen: 

Af=0,     Vf^O 

bilden  demnach  ein  vollständiges  System  mit  der  Lösung  9,  die  uns 
schon  bekannt  ist.  Indem  man  etwa  x,  y,  fp  als  Veränderliche  an 
Stelle  von  x,  y,  z  einführt,  findet  mau  wie  in  §  1  eine  zweite  Lösung 
von  Af  ==?  0  durch  eine  Quadratur. 

Dass  sich  eine  zweite  Lösung  durch  Quadratur  ergiebt,   folgt  kürzer, 
aber  weniger  elementar,  auch  so:     Ist 

so  besitzt  Af  =^  0  nach  Theorem  32  (§  5  des  15.  Kap.)  den  Multiplioator 

X     Y    Z\ 

Si    ni    i\   1 
U    Vi    Si 

d.  h.  nach  Jacohi*s  Theorie  lässt  sich  zur  bekannten  Lösung  <p  eine  zweite 
durch  Quadratur  angeben. 

Nun    bleibt    noch   die   Annahme    übrig,   dass  alle  sechs  Grössen    Dritter 
f^i;  /^2;   ^(^  bloss  Gonstanten  sind,  also  insbesondere 

{U,U,)  =  e,UJ-\-c,U,f+vÄf 

wird  (c^j  Cj  «=  Const.).     Bei    dieser  Annahme  sind   wieder  zwei  Mög- 
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lichkeiten  zu  unterscheiden:  Entweder  sind  c^  und  c^  beide  Null  oder 
nicht.  Im  letzteren  Falle  können  wir  (wie  in  §  1  des  18.  Kapitels 
bei  den  zweigliedrigen  Gruppen)  leicht  erreichen,  dass  C|  *==  1,  e,  =  0 

wird,  indem   wir  nämlich,  wenn  etwa  c^  =j=  0  ist,    ?7i/'+ —  U^f  und 

—  U^f  an  Stelle  von  U^f  und  ü^f  als  die  beiden  infinitesimalen  Trans- 

Formationen  benutzen.    Demnach  liegen  die  beiden  Möglichkeiten  vor: 

{U,U,)  =  vÄf    und     (U,U,)=UJ+vAf. 
u"hkeu?n  Sei  also  zunächst: 

diesem  (U.TJ.)  =  vAf. 

bieherlich  bilden 

Af=0     und     f//-=0 

wegen  (UiÄ)'^k^Af  (nach  Theorem  29,  §  2  des  15.  Kap.)  ein  voll- 
ständiges System.  (Vgl.  §  3  des  10.  Kap.)  Es  sei  tp  die  unbekannte 
Lösung  desselben.     Es  ist  etwa: 

und  wir  haben  also: 

UMf)  -  MTJ^f)  ^  i-,^f> 

U,{U,f)-U,{U,f)^.vAf. 
Setzen  wir  hierin  f^tp,  so  ergiebt  sich,  da  Aq>^  U^tp^O  ist: 

d.  h.  2/2  9  ist  Lösung  des  vollständigen  Systems,  mithin  eine  Function 
von  q)  allein: 

denn  es  ist  die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  eine 
arbiträre  Function  von  (p.  Wir  können  uns  unter  (p  immer  die  Lo- 
sung des  Systems  vorstellen,  für  die  i/g^^l  ist.  Denn  ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  ist: 

und  dies  lässt  sich  durch  passende  Wahl  von  a)(<p)  immer  gleich  Eins 
macheu,  da  fl{(p)  ^  0  ist  Wäre  nämlich  fl{(p)  ^^  0,  so  hätten  wir 
Uiq)^0,  U^q)ZZiO,  -49E=eO,  d.h.  zwischen  -4/',  U^fy  C/g/*  bestände 
gegen  die  Voraussetzung  eine  lineare  Relation,  indem  die  Determinante 

X     Y    Z 

Si    n,    ?i   =0 

i  ?2     ^2     ti 

sein  würde.  Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  eine  Function  tp  existiert, 
für  welche: 
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Cq> 


dy 


dq> 


ü%^  ^U^+n%^.  +  i%^  ^^ 


dx 


dy 


dz 


ist     Hieraus  lassen   sich  0^,  ^,  0^   bestimmen,  und  es  ergiebt  sich 

dx'  cy*  dz  '  ° 

mithin  (p  selbst  durch  eine  Quadratur  in  der  Form: 


9  = 


dx 

dy 

dz 

X 

Y 

z 

ii 

Vi 

fl 

X 

Y 

z 

Si 

Vi 

ii 

f. 

fU 

?,    : 

Ganz  analog  hätten  wir  zeigen  können ^  dass  es  eine  Function  ^ 
geben  muss,  für  die  J.^  f^  0,  Uit"^-  —  1;  TJ^^^O  ist^  sodass  die- 
selbe sicher  von  tp  unabhängig  ist,  da  sonst  I7^^E=0  wäre,  und  sich 
durch  eine  Quadratur  ergiebt  in  der  Form: 


^  = 


dx 

dy 

dz 

X 

Y 

z 

i. 

Vi 

£, 

X 

Y 

z 

Si 

Vi 

fi 

£> 

Vi 

it 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  beiden  Quadraturetiy  welche  die  Lösungen 
9  und  ^  von  Af  =  0  ergeben,  von  einander  undbMngig  sind. 


Nun  kommen  wir  zu  dem  Fall,  dass 

{U,U,)=UJ+vAf 
ist.     Alsdann  bilden 

ein  vollständiges  System,  dessen  unbekannte  Lösung  q>  heissen  möge. 
Es  ist  etwa  (üg-^)  =  Ag-i/*,  und  aus  den  Gleichungen: 

U.iAf)  -  A(UJ)  =  X,Af, 
lh(U,f)  -  V,{UJ)=  UJ+  vAf 

folgt,  wenn  wir  darin  /"^  g?  setzen,  wegen  A(p^  Uitp^O,  dass  (wie 
im  vorigen  Falle)  Uj^  ^^^^  Function  von  (p  allein  ist,  und  demnach 
ergiebt  sich  (wie  im  vorigen  Falle)  (p  selbst  durch  eine  Quadratur  in 
der  Form; 


Zwüito 
Möglichkeit 
im  drittou 
Unterfalle. 
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9  = 


dx 

dy 

dz 

X 

r 

Z 

Si 

Vi 
Y 

£. 

X 

z 

ii 

^i 

fi 

£, 

Vt 

fi 

Somit  ist  eine  Lösung  von  Af  »=  0  gefunden.  Diese  führen  wir, 
wenn  sie  etwa  von  z  nicht  unabhängig  ist;  neben  x  und  y  als  Ver- 
änderliche ein.     Dadurch  geht  Af=^0  über  in: 


Af^Axii  +  Ayl^ 


dx 


0, 


weil  Ag>^0  ist,  und  U^f  in: 


Hegriff  liehe 
Deutung  des 

drilten 
Unterfalle«. 


weil  auch  U^^^O  ist.  Hierin  sind  die  Goefficienten  Fanctionen 
von  X,  y,  fp,  und  (p  spielt  die  Rolle  eines  Parameters,  da  g>  Ton  ÜJ 

nicht  transformiert  wird.  Af  ^=»  0  ist  einer  gewohnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  Xj  y  äquivalent,  die  auch  q>  ent- 
hält, und  diese  gestattet  Uf,  sodass  sich  das  Integral  (wie  in  §  1) 
durch  eine  Quadratur  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  ergiebi 
Man  bemerke,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  QuadraUiren  nidU  txm 
einander  unabhängig  sind,  wie  im  vorigen. 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  hat  sich  also  ergeben: 

Theorem  43;     Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

Äf=  X  -l^-  +  Y  l^  +  Z  ^  =  0 

'  dx    ^         oy    ^        dz 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  UJj 
ivelche  keine  lineare  Relation 

ß^{x,y,z)UJ+ß,(x,y,z)U,f+a{x,y,B)Af=0 

erfüllen,  so  verlangt  die  Integration  von  Af^O  höchstens 
zwei  Quadraturen. 

In  betreff  der  beiden  zuletzt  betrachteten  Fälle,  in  denen 

(U,U^)  =  c,UJ-\-c,U,f+  vAf 

ist,  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Sind  (p  und  tf;  zwei  yon  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=0,  und  ist  %  eine  Function,  für  die  A^^:! 
ist  (und  die  es  inmier  giebt),  so  sind  9>,  t/;,  %  von  einander  unabhängig, 
und  man  kann  sie  als  neue  Veränderliche  an  Stelle  von  x^  y,  z  einftihren. 
Alsdann  wird 
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Auch  sind  U^g),  U^ftfj  TJ^q>^  U^ijf  als  Lösungen  von  Af=0  Functionen 
von  q>  undtf;  allein;  also  ist  etwa: 

^i9  =  -^i  (9,  ^)i     ^1^  =  ^%  (%  *)» 
sodass: 

wii'd.  Lassen  wir  hierin  die  letzten  Glieder  fort,  so  sind  die  verkürzten 
infinitesimalen  Transformationen: 

immer  noch  solche,  welche  Äf'^O  gestattet,  denn  sie  vertauschen  die 
Charakteristiken  (p  »=  Const.,  tf;  =  Const.  von  Äf^^O  unter  einander  ^  da 
die  Sl  Functionen  von  g>  und  tf;  allein  sind.     Es  war  nun 

Die  neuen  Formen  von  U^fj  U^f,  Af^  geschrieben  in  9,  tf;,  %,  zeigen,  dass 
alsdann  auch 

ist,  d.  h.  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  U^f^  U^f  bilden 
eine  zweigliedrige  Gruppe.  Dies  ist  die  begriffliche  Deutung  der  beiden 
zuletzt  betrachteten  Fälle. 

Nachdem  nunmehr  der  erste  Hauptfall  erledigt  ist;  kommen  wir 
zum  zweiten.     Also: 

Zweitens:  Es  bestehe  eine  lineare  Relation  ztoischen  Äf.  TJ^f  und  Uof:  'Zweiter 

ßiUJ+  ß,U,f+  aAf=  0,  ^^ 

WO  also  ^  ^  g>  keine  blosse  Constante  sein  soU.  da  sonst  eine  der  infini-^*'^'^*^*'*'^' 

tesimalen  Transformationen  trivial  wäre. 

In  diesem  Falle  ist,  indem  wir  /Jj^O  voraussetzen  dürfen: 

U,f=  -  <pUJ-  -^  Äf=  -  ipUJ+  QÄf 

und  also  nach  Theorem  31  (§  3  des  15.  Kap.)  g>  eine  Lösung  von 
^/"esrO.    Sicher  ist,  da  Äf=0  die  infinitesimale  Transformation  Uif 
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gestattet,  Uiip  eine  Lösung  von  Af^O  oder  eine  Constante.  (Das- 
selbe gilt  70U  U^(p,  aber  es  ist  offenbar  U^ip  ^  ~  (pU,fp,  d.  h,  es 
ist  abhängig  von  <p  und  f/,91,  giebt  also  nichts  neues.)  Ist  U,<p  eine 
vou  9  unabhängige  Function,  so  \st  sie  eine  zweite  L5sung  Ton 
A{'=0,  und  dus  Integrationsgeschäft  ist  zu  Ende. 

,  Wenn   aber  Uig)  nur  eine   Function   von  9;  oder  eine  Constoste 

ist,  so  liefern  die  in  §  4  des  15,  Kap,  gegebenen  Mittel  keine  neue 
Lösung,  denn  es  ist  dann  U^ip  eine  Function  von  <f  allein  und  femer 
ist  (ViV^)  von  der  Form  i{ifi)ü,f  -\-  aAf.  Um  eine  zweite  Lösung 
zu  finden,  verfahren  wir  vielmehr  so:  Wenn  91  etwa  e  wirklich  ent- 
hätt,  so  können  wir  x,  y  und  cp  als  neue  Veränderliche  einfuhren. 
Dadurch  gebt  Af  über  in: 


.  Sf 


and  tt 


Af^  Ax  ^  ■ 

'  ex 

weil  Alp  ^  0  ist,  und   U^f  geht  über  in: 

ü^f  hat  keinen  Nutzen  weiter,  da  wegen  der  Kenntnis  von  U^f  und  y 
^i.nunniehr  U^f  ^'^  trivial  zu  betrachten  ist.  Ist  nun  üi^  ^  0,  so  bat 
Z.tJjf  zur  Integration  der  Gleichung  AJ=Q,  welche  U^f  gestatte^ 
keinerlei  Wert,  denn  ÜJ'  transformiert  ausser  x,  y  auch  tp,  das  in 
Af  ^  0  nur  die  Kolle  eines  Parameters  spielt.  Ks  wird  dies  eio- 
leuchtend  sein,  wenn  wir  ein  Beispiel  nehmen:  'L.  B.  gestattet  dh 
Differentialgleichung 

X{x,y)^+J{x,y)^'^0 
äf 


I  infinitesimale  Transformation  - 


wenn    wir   ( 


als   Differential- 


gleichung in  X,  y,  e  auffassen,  aber  offenbar  kann  dies  zur  Integration 

der   Differentialgleichung   nichts    beitragen.     Ähnlich    verhält   es  sidi 

überhaupt,    sobald    JJif   die    Veränderliche   tp    wirklich    transformiert. 

Wenn  also  I7,9!5^0  ist,  so   haben  wir  noch  Af^Q,  d.  h.  eine  gt- 

wöhaliche   Differentialgleichung   erster    Ordnung   in    etvei    Veränderlidim, 

zu  integrieren. 

^^^         Ist  dagegen    U<p  ^  0,  so   transformiert   Uf  die  Veränderliche  fp 

^°gar    nicht   und   kann   als    infinitesimale  Transformation   in   x,  y  aut- 

gefasst    werdeu,    welche    Af=0   invariant   lägst     Nach    Theorem  8 

(§  1  des  I).  Kap.)  erhalten  wir  dann  eine  Lösung  von  Af^  0  durcli 

*iuadratnr. 
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Sonach  hat  sich  ergeben: 

Theorem  44:    Gestattet   die    lineare  partielle   Differential- 
gleichung 

'  cx    *        cy    *        de 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^fj  U^f,  welche 
eine  Relation 

ßM  y,  ^)  TJ,f+  ßM  y,  ^)  ü,f  +  a{x,  y,  z)Äf  =  0 

erfüllen^  in  der  sich  ß^  :  ß^  nicht  auf  eine  Constante  reduciert, 
so  verlangt  die  Integration  von  Af^=0  im  ungünstigsten  Falle 
die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen, 

§  3.     Beispiele. 

Wir    wollen    die   Integrationstheorien    des    vorhergehenden   Para- 
graphen durch  eine  Reihe  von  Beispielen  erläutern. 

1,  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

wovon  man  sich  überzeugen  möge.  Hier  besteht  zwischen  C/,/)  U^f 
und  Af  keine  lineare  Relation^  während 

K^i^%)  —  ^\^x'^  "^  dy~  dz)  ~  y  +  2z  +  \ 
2 

ist.     Demnach  ist  — r—z — p- r,  oder  also 

y  -f-  Z2f  -f-  1 

(p^y  +  2z 
eine  Lösung  von  Äf=0.     Nun  ist 

Nach   der  allgemeinen  Theorie  des  vorliegenden  Falles  in  §  2  bilden 

wir  demnach 

Vf  =  0-UJ-2>U,f, 

d.  h.  wir  werden  als   Vf  direct  U^f  benutzen. 
Die  beiden  Gleichungen 

Af=0     und     UJ=Q 

bilden  ein  vollständiges  System.  Statt  der  zweiten  Gleichung  thun 
wir  besser  die  einfachere 
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UJr-sl^ +  2^-^  =  0 
^'        dx    '        dy       dz 

zu  beDutzen,  die  beim  Wegstreichen  des  Factors  y  -{'  2e  -{-  1  übri^ 
bleibt  Wir  benutzen  als  Veränderliche  x,  y  und  9  ^  y  +  2jf.  Da 
durch  gehen  Af  und  U^f  über  in: 


a»' 


^^r^w.  +  ^Ty 


Also  ergiebt  sich  die  gesuchte  zweite  Losung  in  der  Form 

dx  dy 


* 


^"""l""f  +  ^     y-2a;  +  9 


a;--|-  — Y  +  2     y  — 2a;  +  9 
1  8 

-t/(-..-t.>+^t'_7_7;-.") 

Hierin  ist  nun  der  Wert  9  ^  y  -f-  2je;  zu  substituieren,  sodass  kommt 


X 


t  +  ilg2(x-y-xr+l). 


<2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 
Af^  {xz  +  e»-")  |{  -  Kl  +  x)  l{  +  «(c»—  -  ;^)  IJ  =  0 


dx         ^      '      '^  ^y 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 


dz 


UJ~ 


dx         dz 


uj= 


Man    möge   dies   verificieren.     Zwischen    U^f,    TJ^f  und    Af  bestehl 
keine  lineare  Relation,  und  es  ist 

Nach  unserer  allgemeinen  Theorie  sind 

dx  dy 


(p  = 


1    XB  +  ey 


— X* 


o; 


dz 
—  e{\  +  rc)     ee»""  —  e^ 

—  z 


\  -\-  x 


0 


1  +ar 


Beispiele. 
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t  = 


dx  dy  dz 

xz  +  ey~"     —  je(l  +  x)     ze»-""*  —  z^ 

1  .  1 


z{\  +  X)  1  +  X 

Losungen  von  Äf=0.     Es  bedeutet  hierin  zi  die  Determinante 

xz  +  ey-"     —  z{l  +  a;)     jeiey-'*  —  z^ 

X  ^  —  z 


^  = 


1+  X 

1 

xr(l  +  X) 


0 

1 


1   +  X 

1 

\  +  X 


—  (1  +  cy-")jei. 


Man  findet: 


,./ 


if(ia;  +  cS'-"dy +«(«£? 


xg)  +  ^dy 


~-^  =  lg  (6-'  +  ey). 


Es  ist  daher  einfacher  e"  +  e^  eine  Lösung  von  Af  «=  0.    Weiter  ist 
_    /"—  g((i  —  g)e^*  +  ^)dx  -  ;gg*My  +  ((1  +  xz)(^'  +  ey)dz 


t 


+ 

=  -  a;  —  y  +  lg  s  +  lg  (ef  +  e")- 

Demnach  wenden  wir  als  zweite  Lösung  die  Function  x  -\-  y  —  lg  « 
benutzen  können. 


0 


3.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

^/•=2(y-;»)e»'+'|^  +  (l+y-<.)|^  +  (l~y  +  ^)g 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

^^'—dx^     ^if—'^^dx^  dy^  dz 
Zwischen  U^fj  U^f  und  Af  besteht  keine  lineare  Relation^  während 

{U,U,)  =  2U,f 

ist     Nach    unserer    allgemeinen    Theorie    für   den   vorliegenden   Fall 

ist  also 

dx  dy  dz 

2{y^z)ey^'     1  +  y-z      l-y  +  x? 

1  0  0 


9=  2 


2(t/  —  £;)cy  +  '        \+y-z        1—  y  +  XJ 

1  0  0 

2a;  1  1 


eine  Losung  von  Af^^O.    Es  kommt: 

Lie,  Differentialgleichtmgen. 
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/'(l  -  y  +  z)d{y  -  r)  -  2(y-z)dz 

=  2^-(lg(y-xr)-(y-xr)) 

=  y  +  ^  —  lg  (y  —  0). 

Würden  wir  nun  entsprechend  der  allgemeinen  Theorie  Xj  y  and  tp 
als  Veränderliche  benutzen,  so  entstanden  algebraische  Schwierigkeiten, 
indem  sich  z  nicht  algebraisch  durch  Xj  y  und  q>  ausdrücken  lassi 
Wir  benutzen  deshalb 

X,     y  +  0  =  w,     q> 

als  neue  Veränderliche  und  finden,  dass  Af  und  Uif  übergehen  in 

Nach  der  Theorie  ist  demnach 

^'»l       dx      du  I 


I        1         0    : 

=  — rr  +  ie**'-^ 

eine  zweite  Losung  von  Af  =  0,  wenn  darin 

M  =  y  +  jer,     9  =  y  +  £  —  lg(y  —  ^) 

eingesetzt  wird.     Demnach  kommt: 

i>  =  —  X'\-^{if  —  z)cy-^'. 

4,  Beispiel:    Die  Gleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

^'         a:y  +  y£r  +  £:ic  ^;5  ' 

liier  besteht  zwischen  Ci/",  U^f,  Af  eine  lineare  Relation,  nämlich: 

U^f  =  (a;y  +  y£  +  zx)  UJ  +  Af. 

Demnach  ist: 

(p^i^xy  +  ys  +  zx 
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le  Losung  von  Äf^^^O.    Nun  ist: 

TT  ^  +  y  -h  ^^  /      I     \ 

Uig>=    ^^y^     (^  +  y) 

ich  eine  Lösung,  oder  also  es  ist 

(^  +  y  +  4^)  (x  +  y) 
le  Losung  von  Äf^^O,    Diese  lässt  sich  so  schreiben: 

(x  —  yY  +  Afp 
id  demnach  werden  wir 

if^x  —  y 
B  zweite  Losung  annehmen. 

5.  Beispiel:    Die  Gleichung 

stattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

TT  r ^f    i       ^f    \       ^f 


3  ist  hier 


*'  "  '  yz  dx  ~^  zx  dy    '    xy  dz 


*'         xyz      ^' 
id  demnach 

(p  ^xye 

le  Lösung.  Es  ist  Uifp^3%  U^fp^S,  sie  geben  also  keine  neue 
isung.  Daher  führen  wir  x,  y,  (p  als  Veränderliche  ein,  wodurch 
f=0  übergeht  in: 

ä  Uiip=^0  ist,  so  nützen  die  infinitesimalen  Transformationen  nichts 

ehr  zur  Integration.   Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Gleichung  Af^^  0 

integrieren.   Sie  ist  äquivalent  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx       dy 


^y    y     X   ''y 

er 

er  auch: 

dx                      dy 

x^y^  —  tpx         (py  —  x^y* 

er  endlich: 

(pd{xy)  —  x^y^d{x  +  y)  —  0 

9>^^j)-d{x  +  y)  =  0. 

Iso  ist 

29* 


452  Kapitel  20,  §  3. 

<P 

oder,  da  (p^^xyz  ist: 


^        xy    ^         '    ^ 


if^x  +  y  +  z 
die  gesuchte  zweite  Losung  von  Af «»  0. 

6.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 
lässt  die  beiden  infinitesimaleo  Transformationen 

tr./-^  («  -  ,)  (II  + 1£  + 10 


zu.     Hier  ist 
und  demnach 


g>^x  —  y 

eine  Lösung  von  Äf  =  0.  Uig>  ^  0  liefert  keine  zweite  Lösung. 
Demnach  fQhren  wir  x,  q>  und  ß  (da  (p  von  x  und  y  abhängt)  als 
neue  Veränderliche  ein.    Dadurch  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

If={x- q>^  0)1^  + g>{x^  0)1^  =  0, 

während   U^f  in 

Üf=  —  '\'  ^ 
*'        dx    "^  dz 

übergeführt  wird.  Weil  Ui<p^O  ist,  so  trägt  U^f  im  jetzigen  Falle 
zur  Integration  von  Af  =  0  bei.     Es  ist  also 

/■dx  dz       I 

X  —  tp  —  z  y(a;  —  z)  \  __    i^tpix  —  z)dx  —  {x  —  q>  —  z)dz 

\  X  —  tp  —  z  q)(x  —  e)  \        J        X  —  <p  —  z  —  (p(x  —  e) 
I      1  1     I 

/<p(x  —  «)  {dx  —  dz)  —  (x  —  tp  —  z  —  (p{x  —  g))dz 

J  X  —  <p  —  2  —  <p(x  —  z) 

.         l'    {x  —  B)d(x  —  z) 

eine  zweite  Lösung  von  Af  =  0. 
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Zur  eigenen  Durchrechnung  empfehlen  wir  dem  Leser  noch  ein 

7.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

Man  verificiere  dies  und  integriere  die  Differentialgleichung  in  Ge- 
mässheit  der  einschlägigen  Methode  des  §  2.  Man  findet  die  Losungen 
X  +  yjg?  und  y  ■+■  X0. 

Die  vorstehenden  Beispiele  sind  sehr  einfacher  Natur.  Li  den 
meisten  derselben  kann  man  die  Integration  auch  ohne  Benutzung 
unserer  Theorie  ausführen.  Diese  Beispiele  sollten  aber  überhaupt 
nur  dazu  dienen,  den  Leser  in  der  Anwendung  jener  Theorie  zu  üben. 

Wir  geben  nun  noch  einige  Beispiele  in  geometrischer  Einkleidung. 

8.  Beispiel:  Eine  Schar  von  cx)*  Curven  des  Raumes  sei  durch 
folgende  Angaben  definiert:    Sie  sollen  sämtlich  eine  beliebige  Ebene 

-^  =  Const.    durch   die  x-Axe  in  Punkten   mit   parallelen  Tangenten 

schneiden^  und  zwar  soll  die  Richtung  der  betreffenden  Tangente  für 
jede  der  Ebenen  gegeben  sein.     Man  soll  die  Curven  finden. 

Wir  verfahren  so:  Ist  (a:,  y,  0)  ein  Punkt  einer  dieser  Curven 
und  sind  dx,  dy,  dz  die  Incremente  der  Coordinaten  längs  derselben, 

so  sind  -^  und  -r-  die  Tangenten  zweier  Winkel,  durch  welche  die 

Richtung   der   Cürve   im   Punkt   {x,  y,  z)   bestimmt   wird.     Da   alle 

Curven  eine  Ebene  ~  =  Const.  in  Punkten  mit  parallelen  Tangenten 

•     m      du  dz 

schneiden  sollen,  so  sind  mithin  -^-  und  ^-   gewisse  gegebene  Func- 

Cm  X  Ck  X 

tionen  Y  f  — )  und  Z  l—j  •     Demnach    lautet    das    simultane   System, 

welches  die  Curven  definiert: 

dy  ^^ 

oder 


=  yU),  P  =  z(^-) 

dx  \z  /  ^     ox  \x / 


dx dy         dz 

1  T  "^^ 


Die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  ist  diese: 
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Ihre  Charakteristiken  sind  jene  oo*  Curven.  Aus  der  geometrischen 
Vorstellung  erhellt  sofort,  dass  jede  dieser  Curven  in  eine  ebensolche 
übergeht,  wenn  eine  Verschiebung  längs  der  x-Axe  ausgefELhrt  wird. 
Af=0  gestattet  demnach  die  infinitesimale  Translation 

^^f  —  dx 

Ebenso  ist  klar^  dass  die  Curven  unter  sich  vertauscht  werden,  wenn 
alle  Radienvectoren  vom  Anfangspunkt  aus  proportional  vergrossert 
werden^  d.  h.  Af'^O  gestattet  auch  die  infinitesimale  Ähnlichkeits- 
transformation 

Man  kann  nachträglich  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  analytisch  veri- 
ficieren.  Es  besteht  nun  zwischen  Afj  U^f  und  U^f  keine  lineare 
Relation^  denn  ihre  Determinante 

\     Y    Z 

1    0    0  i  =  z  y  -  y^ 

X     y     s  \ 

ist  im  allgemeinen  nicht  identisch  Null.  Den  Fall  ^  ^  0  betrachten 
wir   nicht;   denn   in   demselben   sind   die    gesuchten   Curven   offenbar 

Geraden  in  den  Ebenen  —  =  Consi     Sei  also : 

z 

Es  ist  ferner 

Nach  unserer  Theorie  in  §  2  ist  demnach  : 

dx     dy     dz 


n     ax    dy    az 

J      1   l      0      0        -^ 


Zdy  —Yiz 
Zy  -  Yz 


eine  Lösung  von  Af  =  0.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

^(?)''(f) 


q)  =  \^Z  + 


^©  1  -  ^  (f ) 


Nunmehr   werden    x,  z   und    9    als    Veränderliche    benutzt.     Dadurch 
geht  Af  ^=  0  über  in: 

wo  aber  in  Z\j-\  statt  —  die  betreffende  Function   von  q>  und  z  zu 
setzen  ist.     Uy^f  geht  in 


Beispiele.  4ÖÖ 

^^'  —  dx 
über.     Also  ergiebt  sich  die  zweite  Losung: 

^=j{dx-^)  =  x-j^. 

Hierin    ist   vor   der   Quadratur   Z  als   Function   von   q>   und   z   aus- 
zudrücken und  während  der  Quadratur  q>  als  Constante  zu  bebandeln. 

Alsdann  sind 

q>  =  Const.,     ^  =  Coust. 

die  gesuchten  Gleichungen  der  Curvenschar. 

9.  Beispiel:  Eine  Schar  von  <x?  Curven  im  Räume  sei  dadurch 
definiert;  dass  in  jedem  Curvenpunkte  die  Neigung  der  Tangente  zur 
a;-Axe  und  ihre  Neigung  zum  Lote  vom  Curvenpunkt  auf  die  a;-Axe 
Functionen  der  Länge  dieses  Lotes  allein  sind.  Man  soll  die  Curven 
berechnen. 

Der  Cosinus  der  ersteren  Neigung  wird  durch 

dx 

der  der  letzteren  durch 

ydy  +  zdz  1 


Vy^+  z'       Vdx*  +  dy^  +  dz* 
gemessen.    Demnach  sind 

dx  ,      ydy  +  zdz 

VtoT^yS-^*     ^^  dx 

gegeben  als  Functionen  von  y^  +  ^  allein.     Sei  also  etwa: 
dx'+dy*  +  dz^        ^    .    dy*  +  dz*        .     ,       /  «    ,      2\ 

dx* 1  +     dF-  =  1  +  9>(y'.+  '')^ 

ydy  4- zdz  ,  /   «    i       »\ 

Dann  ist: 


dz 


=  zr^,  (■^^  -yVV-  (/+  ^)  -  V) , 


dx        y^  +  z'^ 

und  die  gesuchten  Curven  genügen  dem  simultanen  System: 
dx  dy  dz 


!/*+«'        yip  +  z^tp^  (y*'+  z*)  -  ip*        zip  -  y  V9^'  +V^  -  V»* 

Die  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  lautet: 
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df 


df 


df 


0, 


WO  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist. 

Es  bandelt  sieb  um  die  Integration  der  Gleicbung  Af^^O,  deren 
Obarakteristiken  die  gesucbten  Curven  sind.  Aus  der  geometrisdien 
Ansebauung  erbellt,  dass  jede  unserer  Coryen  durch  eine  Verscliiebang 
längs  der  :r>Aze  in  eine  ebensolcbe  übergebt,  ebenso  durch  eine 
Rotation  um  dieselbe.  Daher  gestattet  Äf  »>  0  die  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen: 


u.f^H' 


u.r^^% 


c{ 


=  (y'  +  ^* 


Zwischen  Afj  U^f  und  U^f  he^iehi  keine  lineare  Relation,  denn  ihre 
Determinante: 

y*  +  ^^    y^  +  x?B    £fV'  — yB 

1  0  0 

I 

0  JE?  — y 

ist  nicht  identisch  Null,  es  sei  denn  ^  ^  0.  Dies  aber  erj^be,  dass 
unsere  Curven  zu  den  Loten  zur  x-Axe  senkrecht  verlaufen,  also  auf 
Rotationscylindern  um  die  a;-Axe  liegen,  d.  b.  Schraubenlinien  sind. 
Wir  setzen  also  voraus,  es  sei  ^  ^  0  oder  also  ^  ^  0.  Nach  unserer 
allgemeinen  Theorie  sind  nunmehr 

dx  dy  dz 

y«  +  je*    yV'  +  zB,    et  —  yR 
10  0 

i\ztff  —  yli)dy  ^  {ytif  +  zE)d£ 


und 


z^i, 


+  arctg  f 


t  = 


dx  dy 

y^  +  e*    ytif  +  £R 
0  z 


dz 
zif  —  yR 

—  y 


Lösungen  von  Af=0.  Die  unter  den  Integralzeichen  verbliebenen 
Functionen  R  und  tif  enthalten  nur  y*  +  ^-  Die  gesuchten  Curven 
haben  dann  die  Gleichungen 

q)  x=z  Const,,     ^  =  Const. 
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§  4.  Zweite  Integrationsmethode  für  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  in  x^  y,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale 

Transformationen  gestattet. 

Wir  werden  nunmehr  die  in  §  2  durchgeführte  Integrations- 
theorie verwerten  zur  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y  und  dadurch  zu  derjenigen  Inte- 
grationsmethode derselben  gelangen,  auf  die  im  19.  Kapitel  mehrfach 
hingewiesen  wurde. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y:  P^f-  ^-^^ 

y  —<o{x,y,y)  =  0  u,/,  u,/. 

sei   vorgelegt,   welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 

in.x,  y  zulässt; 

_      df  cf 

^^f—^^di  +  i^J^j' 

Wie  wir  wissen  (vgl.  Einleitung  des  19.  Kapitels),  können  wir  immer 
annehmen,  dass  Uif  und  U2f  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinite- 
simalen Transformationen  bilden,  und  dass  insbesondere  der  Klammer- 
ausdruck 

(U,  U,)  =  0     oder    (ü,  U,)  ez  UJ 
ist. 

Die  Differentialgleichung 

y'—(o(x,y,y)  =  0 
oder 

wo  ^  ^  j/  ist,  ist  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  in  drei 
Veränderlichen  Xy  y^  if: 

^f^%  +  y'Ty  +  <^'y'y')%-^ 

äquivalent,  welche  die  aus  U^f  und  U^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

^^^  —  ^^dx^^'  dy^\dx^y\dy        dx)       y     dyjdy'' 

^^f= «« ä5  +  ^2  ä^  +  Vä^  +  ^  W  ""  ä^/     ^   äv;  ab- 
gestattet.    Das    Problem    der    Integration    der    Differentialgleichung 
f/' —  a)(x,  y,  y)  =  0  reduciert  sich  auf  das  der  Integration  der  Glei- 
chung  Af=0.    Auf   diese  Gleichung    wenden   wir  die  Integrations- 
theorie des  §  2  an. 
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Hauptfiu:  ^^'  beginnen  mit  dem  Fall,  ilass  U^f  imd  U^f  mit  einander  ver- 

(u,ir^)  .0.  tauschbar  sind: 

oder,  was  nach  Satz  2;  §  1  des  17.  Kapitels,  dasselbe  ist^  dass 

ist.  Es  fragt  sich  zunächst,  ob  zwischen  Af,  U^f,  JJ^f  eine  lineare 
Relation 

besteht,   in   der   /S^  :  /S^   keine  blosse  Constante  ist  (d^nn  sonst  wäre 
eine  der  beiden  infinitesimalen  Transformationen  trivial). 
iTut?rftüL  ^^^  werden  zunächst  die  Möglichkeit  untersuchen  und  erledigen, 

dass  zwischen  Vif,  U^'f  und  Af  eine  Relation  besteht  Dabei  sind 
die  beiden  Annahmen,  dass  zwischen  U^f  und  U^f  eine  oder  keine 
lineare  Relation  besteht,  d.  h.  dass  U^f  und  U^f  dieselben  oder  yer- 
schiedene  Bahncurven  in  der  Ebene  {x,  y)  besitzen,  verschieden  zu 
behandeln. 

Sei  also  zunächst: 

UJ=qUJ    (p  e^  Const.). 

Wir  untersuchen,  ob  dann  zwischen  U^fy  V^f  und  Af  eine  Relation 

bestehen  kann.    Da  in  CTi/*  und  U^f  die  Coefficienten  von  -g—  und  •«- 

frei  von  y  und  nicht  sämtlich  Null  sind,  so  enthält  q  nur  x  und  y. 
TJ^f  ist  die  Erweiterung  von  f^TJJ  oder  von 

und  diese  hat  die  Form 

Daher  lautet  die  Determinante  von  Af,  TJ^f  und  XJ^f'. 

^1       ^1  ex  "^^  \dy         dx)       y     cy 

I         dg     ,      ,1      dg         y    diÄ        ^,^y    dg 

+  Vi  -f^  +  y  [Vi  ay  -  Si  a^j  -  y  -li  gy 

Dieselbe  reduciert  sich  auf: 

M-       y    \  f      ^9     t       fl      ^9  fc    ^P\  '2fc    ^9\ 
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Hierin  ist  der  erste  Factor   i^,  —  y  |j   sicher  nicht  Null.     Der  zweite 
wäre  nur  dann  Null,  wenn  einzeln 


d9 


wäre.     Dies  aber  würde,  da  l^  und  i^j  nicht  beide  Null  sind,  —^  ^e  0 

und  ^  ^  0  liefern,  d.  h.  q  wäre  eine  Constante,  was,  wie  gesagt,  aus- 
geschlossen ist.  Im  vorliegendem  Falle  ist  somit  die  Determinante 
nicht  Null  und  es  besteht  keine  lineare  Relation  zwischen  Äf\  U^f 
und   U^f.     Dieser  Fall  kommt  also  nicht. in  Betracht. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  U^f  nicht  dieselben  Bahn- 
curven  wie  JJ^f  habe,  also  keine  lineare  Relation  zwischen  ZJJ^  und 
U^f  bestehe.  Um  alsdann  zu  entscheiden,  in  welchem  Fall  zwischen 
Afj  Ulf  und  U2f  eine  lineare  Relation  besteht,  d.  h.  wann  die  Deter- 
minante 


1 

£2 


y 

Vi 

V2 


ex     '    ^   \dy         ox/        ^      cy 
dx    *    ^  \d¥         dxl        ^      cy 


'y  ex/  "  cy 
identisch  verschwindet,  denken  wir  uns  wie  in  §  2  des  18.  Kapitels 
canonische  Veränderliche  j,  5  der  zweigliedrigen  Gruppe  von  infini- 
tesimalen vertauschbaren  Transformationen  J^/)  XJ^f  mit  verschiedenen 
Bahncurven  eingeführt,  wodurch 


^'f-%- 


_(i^. 


also  auch,  wenn  erweitert  wird  durch  Hinzunahme  von  b^  =  -—^ 


0i7= 


dl 
9j' 


wird.     In  den  neuen  Veränderlichen  £,  t)   lautet   unsere  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  etwa: 

\)"—  m;(e,  9,  t)')  =  0. 

Da  sie  -^  und  w-  gestattet,  ist  hierin  w  eine  Function  von  5'  allein. 
Die  Determinante  ^  hat  nunmehr  die  Form 


1    9' 

tv(t)') 

1     0 

0 

0     1 

0 

und  verschwindet  nur  dann,  wenn  w^O  ist,  d.  h.  die  Differential- 
gleichung die  einfache  Form 


r-0 

aunimmt,  deren  lutegralgkicliung  lautet: 

i)  =  Conet.  ■  j  -|-  Const 
Die   CurTen    5  ^=  Coiist.    sind    die  Bahncurveu    von    l^f,    die   Carren 
j  =  CoDst  die   von    U^f  und   jede   infiuiteBimale  Transformatign  tot 
der  Form  c,  L\'f-+-  c,  Üif  (c,,  c,  =  Const.)  oder  c,  -^  +  f,  -^  hat  offau- 
bar  Bahucurveji  von  der  Form 

t)  =  Const.  ■  i  +  Const., 
d.  h.:    Im   vorliegeiideu  Fall   sind   die  Integralcurven   der  Differentüil- 
glcicbiing  die  00*  Bahncurven  aller  00'  infinitesimaleu  Transformationeii 
der   zweigliedrigBu    Gruppe    l}^  f,    IK  f  von    infinitesimalen    Transfor- 
mationen. 

In  dieaem  Fall  ist  die  Differentialgleichung  g" — o(x,  y,  y')  =  U 
sofort  integrierbar  durch  Einführung  der  canonischen  Veränderlicheo 
j,  5.  Da  die  Bestimmung  derselben  nach  §  2  des  18.  Kapitels  swei 
Ton  einander  unabhängige  Quadraturen  erfordert^  so  sehen  wir: 

Wenn  y" —  oj(j;,  y,  jf)  =  0  zwei  infinitesimale  yertanschbare  Trans- 
formationen Uj',  l\f  mit  verschiedenen  Bahncurven  gestattet  imi! 
zwischen  üif,  ü^f  und  Äf  eine  lineare  Kelation  besteht,  so  verlangt 
die  Integration  ewd  voti  einander  unabhängige  Quadraturen.  Damit  ist 
der  Ausnahmefall,  dase  die  Determinante  identisch  verschwindet,  erledigL 

In  dem  soeben  besprochenen  Fall  können  die  zwei  QuadratuRD 
sogar  auf  eme  eimi/je  reduciert  werden.     Wenn  eine  Belation 

besteht,  so  heisst  dies  nach  den  geometrischen  Auseinandersetzungea 
des  §  4,  15.  Kap.,  daes  jede  Charakteristik  von  ^/'=  0  fOr  sich  im 
Räume  {x,  y,  y)  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 
JJxf-\-  cTJ-lf  gestattet,  wo  c  eine  Coustaute  ist,  die  von  Charakteristik 
zu  Charakteristik  eine  andere  sein  wird.  Jede  Charakteristik  von 
Af=0  wird  also  eine  Bahucurve  einer  infinitesimalen  TransfornutioD 
XJi  f -\- cUx  f  stän.  Kehren  wir  nnn  zur  gewöhnlichen  Diffierentüi- 
gleichung 

y"~  e}{x,y,y)  =  0 

in  der  Ebene  (x,  y)  zurQck,  so  lehrt  dies,  dass,  wie  wir  schon  oben 
auf  andere  Weise  einsahen,  jede  der  c»"  Integralcurven  dieser  Olü- 
chuug  Bahncurve  einer  gewissen  infinitesimalen  Punkttransformation 
U,f -\- c  üff  der  Ebene  ist.  Das  Integrationsproblem  kommt  alao 
■  darauf  zurück,  diese  zu  bestimmen.     Ist  9  eine  Invariante  von 
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UJ  +  c  U,f, 

80  stellt  q>  =  Const.  die  oo^  Bahncurven  dieser  Transformation  dar. 
Da  U^f  und  U^f  vertauschbar  sind,  so  gestattet  die  Gleichung 

der  q>  genügt,  die  infinitesimale  Transformation  üif,  d.  h.  U^^  ist 
eine  Function  von  q>  allein  und,  sobald  nicht  e  <=  0  ist,  nicht  Null 
(denn  U^f  und  U^f  haben  verschiedene  Bahncurven).  Demnach  kann 
€p  immer  so  gewählt  werden,  dass  U^f^  1  wird,  und  q)  genügt  also 
den  beiden  Relationen: 

Uiq>  +  c  U^q)  =  0, 

oder : 

üiq>  =  1,      U^q>  =  a 

(a  =  Const.),  woraus  sich  •;^  und  -^  berechnen  lassen.  Daher  er- 
V  /'  dx  oy 

giebt  sich  q>  durch  eine  Quadratur  in  der  Form 

dx    dy    0 

Allerdings  kommt  unter  dem  Integralzeichen  eine  arbiträre  Constaute 
a  vor.     Ist  q>{x,  y,  d)  dies  Integral,  so  stellt 

die  00*  Integralcurven  von  y" —  ©(y,  y,  y)  =  0  vor. 


^      f  iiVi  —  üni 


Von  dem  Ausnahmefall,  das  zwischen  17//*,  C^Y  und  -4/*  eine  un'J®Jf®[i 
lineare  Relation  besteht,  können  wir  nunmehr  absehen.  Wir  nehmen 
also  jetzt  an:  Die  Determinante  von  J7iY,  U^f  und  Af  sei  verschie- 
den von  Null,  während  es  für  die  weitere  Behandlung  gleichgültig 
ist,  ob  zwischen  Uif  und  U^f  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht. 
Denn  bei  beiden  Annahmen  giebt  die  Theorie  des  §  2,  da  (I7/C^')^0 
ist,  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  Integrale: 

i  dx    dy  dy 


9==  I    -7 


1 


y 

Vi 


<ö  (^,  y>  y) 


drix 


Ä     '    ^  V^v         dx)        ^      dy 


dy 


t  = 


dy  dt/ 

y  « (a;,  y,  y) 


—  y 


dy 


^■. 
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in  denen  /i  die  Determinante  von  A^f^  TJ^f  und  TJ^f  bedeutet: 

^     '^^      aa;  "T"  y   Vay  "  Bx)        ^      dy    \ 

unsere  Ergebnisse   sprechen   wir  in   folgendem^   auch  den   oben 
betrachteten  Ausnahmefall  umfassenden  Satze  aus: 

Satz  1:    Gestattet  eine  gewöhnliche  DifferentudgleidiMng  zweiter  Ord- 
nung in  Xj  y: 

W(x,  y,  y',  y")  =  0 

ßwei  bekannte  vertauschbare  infinitesifnale  Transformationen 

von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt  die  Integration  der  Differential- 
gleichung höchstens  sswei  von  einander  unabhängige  Quadraturen, 

Hwptflii:  "^^  ^^^^  j®^^  ^^^^  ^^^  isweite  Hauptfall  zurück,  dass  U^f  und  UJ 

(«7iüi)EiEo.^j-g^  vertauschbar  sind,  also  etwa 

und  daher  auch 

ist.  Wir  erkennen  genau  so  wie  früher,  dass,  wenn  Uif  und  U^f  die- 
selben Bahncurven  haben,  die  Determinante  von  U^f,  JJ^f  Af  nicht 
verschwindet.  Haben  sie  verschiedene  Bahncurven,  d.  h.  besteht  keine 
lineare  Relation  zwischen  Uif  und  C^/)  so  -verfahren  wir  analog  wie 
oben:  Wir  führen  wie  in  §  4  des  18.  Kapitels  durch  zwei  successive 
Quadraturen  solche  canonische  Veränderliche  £,  t)  ein,  dass 

wird.  Alsdann  geht  die  Diflferentialgleichung  y' — ^{x,y,y)=0 
etwa  über  in: 

r-  <h  ^,  ^')  =  0. 

Da  sie  -^  gestattet,  ist  w  frei  von  \),  und  da  sie  E  -  +  t)  ^^  zulässig 
so  hat  w  die  Form: 


w^ 


(vgl.  §  3   des   19.  Kapitels).     Die    Determinante    von  Af,    U^'f,   Uif 
lautet  nun  in  den  neuen  Veränderlichen  j,  t),  da  jetzt: 


Zweite  Integrutioi 


e  gewöhnliche  Differentialgl.  2.  0.  in 


".V-eK 


Sie  soll  Null  sein,  d.  L.  ea  ist  f(5')  ^  0,  uud  die  DiSerentialgleicIiuDg 
reduciert  eich  auf 


und  giebt  integriert: 

5  =  Const.  ■  J  +  Conat 

Hieraus  folgt  wie  in  einem  i'rühereD  Falle,  dass  die  IntegralcurYen 
der  Differentialgleicbung  die  co^  ßahncurTen  der  oo'  infiDitesimaleu 
Tr  aas  form  ationen  c,  f/,/ '+  c.^  U^f  {c^,  c^  ^  Const.)  sind. 

Der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  verschwindet,  ist  somit 
durch  etvei  successive  Quadraturen  zur  EinfÜbrung  von  £  und  q  erledigt. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  die  allgemeine  Äuuahme  übrig,  dass  keine 
lineare  Relation  zwischen  Af,   JJif  und   JJ^f  besteht,  während 


ist.     Nach  der  allgemeinen  Theorie  des  { 
91  sofort  dnrch  Quadratur: 


2  ergiebt  sich  eine  Lösung 


/"^   \  dx    dy 


dx    '    ■'    \cy         diel        ■' 


.  d\ 


wo  wieder  <J  die  Determinante  von  Af,  Ui'f,  ü^f  vorstellt.  Um  eine 
zweite  Lösung  i!  zu  finden,  hat  man  etwa  x,  y  und  <p  als  neue  Ver- 
änderliube  zu  benutzen.  Dadurch  reduciert  sich  Af  •=  0  auf  eine 
Gleichung  Af=0  in  x  und  y  allein  und  ütf  &af  eine  inäniteaimaie 
Transformation  Ü\f  in  x  und  y  allein.  Beide  enthalten  noch  ^,  doch 
ist  <p  wie  eine  Constante  zu  bebandeln.  Da  Af  •=  0  die  infinitest- 
malo  Transformation  U,f  gestattet,  so  ergiebt  sich  die  zweite  Losung 
ip  durch  eine  Quadratur. 

Es  gilt  demnach  der  auch  den  Ausnahmefall  umfassende 


Oeaamt- 
ergebnia. 
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Satz  2:   Gestattet  eine  geicöhnliche  DifferenHaJgleichung  etoeUer  Ord- 
nung in  Xy  y: 

®(^,  y,  y\  f)  =  0 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  TJ^f  w  x,  jf, 
für  die  {U^U^~z=fE  Uif  und  von  denen  keine  trimal  ist,  so  verlangt  die 
Integration  der  Differentialgleichung  höchstens  &wei  successive  Qua- 
draturen. 

Die  beiden  Sätze  1  und  2  können  wir  noch  in  folgendes  Theorem 
zusammenfassen : 

Theorem  45:     Gestattet   die    gewöhnliche   Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

Wix,  y,  y',  y")  =  0 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  TJ^fy  TJ^finx^^ 
die  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen bilden  und  von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichung  nur  ewei  Quadra- 
turen. Dieselben  sind  unabhängig  von  einander,  wenn  UJ 
und  U^f  vertauschbar  sind;  andernfalls  sind  sie  von  einander 
abhängig. 

Man  bemerkt;  dass  dies  Ergebnis  einfacher  ist ,  als  das  des 
19.  KapitelS;  in  welchem  wir  eine  nicht  so  vollkommene  Integrations- 
theorie  entwickelten. 

§  5.     Beispiele  und  Ausblicke  auf  weitergehende  Theorien. 

Nunmehr   werden   wir   zu   der   im   vorhergehenden   Paragraphen 
entwickelten    Integrationstheorie     der     gewöhnlichen    Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  mit  zwei  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen eine  Reihe  von  Beispielen  geben. 
Beispiele.  J.  BeispicL'     Dic  Differentialgleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ^xyU^  +  y»%. 

Man  soll  sie  integrieren. 

Da  (C^C^)^O  ist  und  C^/*  und  E^/*  dieselben  Bahncurven  habeD, 
so  ist  die  Determinante: 
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^  = 


'  y  ('-^)'f© 


x*"  xy 


X 

y  —  ^y 

^y  y      y'(3t  —  i>y') 
=  —  (y  —  xy'y 

verschieden  von  Null.     Demnach  ergeben  sich  sofort  durch  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen  die  Zwischenintegrale: 

dx    dy  dy 


9 


A 


x"    xy 


X 

y  —  ^y 


und 


__    r( t  ly\  ^^y  —  yäx    .    dy—  x(Uj  —y'dx\ 

-"J\       ^\x)  x'  "^  iy-xy)'        ) 


*  = 


dx    dy  dy 

,  ^  ('^''rf(f) 

^y    y^      yiy  —  ^y) 

__    n dx /y  f    I  1      \  xdy  —  ydx 

J  \       X*         \x  ^    *    x  —  xy/ 


xy 

,     y  dy  —  xdy^  —  y'dx\ 
-r  ^        i.^^r^  -    ) 


X' 


+ 


X 


(y 


^  i. y fy.  c  (y_)  j  (y) . 

X        x{y  —  xi/)       J  X  '  \xl     \x/ 


Setzt  man  q>  und  ^  Constanten  a  und  h  gleich  und  eliminiert  y,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung: 

>+i'/f(f)''(f)--/fi(l)<'(Ö --»«+'» 

der  vorgelegten  Di£ferentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

2.  Beispiel:    Vorgelegt  sei  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Lineare 

Ordnury  2.  Ordnung. 

y"+  X,{x)y  +  X{x)y  +  Xo(a;)  =  0, 

und  es  seien  Zi{x)y  e^{po)  zwei  "bekannte  von  einander  unabhängige  Par- 
ticularlösungen  der  verkürzten  Gleichung 

z'+Xi/+Xz  =  0. 

Alsdann   gestattet   die   erstere   Gleichung ,    wie   wir   schon   in   einem 
früheren  Beispiel  (§  2  des  19.  Kap.)  bemerkten  ^  die  miteinander  yer- 

Lie,  Differontialgleichnngen.  30 
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tauschbaren    iDfinitesimalen    Transformationen    mit    denselben   Bahn- 
curven: 


UJ^e^'f 


UJ=e, 


df 


Hier  ist  also  nach  unserer  Theorie  ein  Integral  dieses: 

dx     dy  dy 

1       y      —  X^y  —Xy  —  X^ 


"fi 


0 


et 


Zt 


da  die  Determinante 

1     y'     —  X^y  —  Xy  —  Xo 


^i^ 


e^ 


~zzz  jPj  B^   ~~  ^1  ^8 


0 


0    0^ 

0       ^8 

ist.    Es  kommt  daher: 

Da  aber  j?}  und  e^  die  Identitäten  erfQllen: 

so  lassen  sich  vermöge  derselben  X^  und  X  aus  g>  eliminieren  und 
es  kommt;  da  sich  die  Quadratur  zum  Teil  durchführen  lässt,  als 
erstes  Integral 

9'  ^  yf~  %  +  frr^^w  '^^  =  Const. 

Analog  ergiebt  sich  das  Integral: 

^  =  3 y;_-lViL  +   r_i^.J?.)  _.  rfa:  =  Const. 

Eliminiert  man  aus  beiden  Gleichungen  y  ^  so  erhält  man  die  definitive 
Integralgleichung  zwischen  x  und  y  allein: 

y  =  ^1 J  ~^^z^'z\  ^^^  ""  ^V  ^^'^i%  ^^  "^  Const^r,  +  Consi^^. 

Natürlich  lässt  sich  die  in  dem  früheren  Beispiele  gefundene  Form 
auf  diese  zurückführen. 

Die  gewöhnliche  Methode  der  Variation  der  Constanten  beruht  be- 
kanntlich darauf;  dass  man 

y  EE  ©i^,  +  ®2^2 
setzt   und   Oj  und   m^  passend  zu  bestimmen   sucht.     Dies  führt  auf 
die  beiden  Bedingungen 

cj/ieri  +  (o^z^  =  0,     Oi'^i'  +  ö/V  =  —  Xq  . 
Hieraus  bestimmt  sich 


Beispiele  und  Ausblicke  auf  weitergehende  Theorien.  467 

d.  h. 


»1  =       , 

Zi  Z^  Zi  z^ 


(»1  =    1 r* — S —  dx  +  Const 


und  analog  o^ ;  sodass  t/  «=  o)^  ;er^  4~  ^s  ^%  ^^  ^^^  That  die  obige 
Form  erhält. 

Eine  vierte  Integrationsmethode  ist  schliesslich  diese:  Der  linearen 
Differentialgleichung  ist  die  partielle: 

äquivalent;  welche  die  aus  U^f  und  TJ^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

gestattet.  Die  drei  Symbole  in  rr,  y,  y  :  Af^  U//*,  J7//  haben  nun 
die  beiden  Eigentümlichkeiten,  dass  sie  erstens  mit  einander  ver- 
tauschbar sind:  (J.{7/)^^0  u.  s.  w.,  und  dass  zweitens  ihre  Deter- 
minante verschieden  von  Null  ist.  Ein  Satz  der  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen;  dessen  Beweis  wir  hier  nicht  beibringen  wollen, 
lehrt,  dass  es  alsdann  möglich  ist,  an  Stelle  von  Xy  y^  y  solche  neue 
Veränderliche  £,  %  J  einzuführen,  dass 

Af=^       n'f=^^^        TT'f=K 

At—^^y    ü^r—^^y    ^%t—^^ 

wird.  Da  dann  -45^0,  -4j^0  ist,  so  sind  ^  und  }  Lösungen  von 
Af  =  0.  Wir  werden  also  nur  ^  und  }  zu  bestimmen  suchen  aus 
den  Forderungen: 

^^dy"^"^  dy~  dt)'    *«  ay  "•"  *«  ä?  ~  ?a  ■ 

• 

Die  Veränderliche  £  dagegen  hat  kein  Interesse  für  unseren  Zweck, 
t)  genügt  also  den  drei  Bedingungen: 

Hieraus  folgt 


dx  z^z^'  —  z^z^  ^      dy       z^z^  —  z^  z^ 

a^  _        — «r. 


dy'       Zx^x—'^i^% 


f 


und  weiter,  wenn  wir  vermöge 

80 
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zC-\-  XX  +Xz,=0,    O  X,z:  +Xz,  =  Q 

X^  und  X  eliminieren,  vermöge  einer  Quadratur  fQr  ^  derselbe  Wert 
wie  oben  für  —  ip.  Entsprechend  kommt  }  «>  —  fp^  sodass  q>  <=  Const., 
^  «=*  Const  wieder  als  Integralgleichungen  hervorgehen. 

3.  Beispiel:  Man  kann,  von  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
ausgehend,  die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  nach  den  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  fragen,  welche  diese  beiden  gestatten. 

Liegen  z.  B.  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  vor: 

^U  —  dyy 

wo  (JJJJ^^O  ist,  so  verfahrt  man  so:  Nach  §  5  des  15.  Kapitels 
suchen  wir  die  Form  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche  U^f  gestattet.  Zu  dem  Zweck  erweitern  wir  U^f  einmal  und 
bilden  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x^  y,  yi 

deren  Losungen  x  und  y  sind.  Nach  dem  Früheren  hat  folglich 
die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  U^f  ge- 
stattet, die  Form 

oder 

y"=a,(a;,y'). 

Nuu  soll  sie  noch  TJ^f  gestatten,  d.  h.  es  soll  der  Klammerausdruck  von 

^^1  —dx^^  dy^  dy 
und 

ein  Vielfaches  von  Af  sein.     Es  kommt: 


(j'.-^)  -  ß: +%)ii- «. 


d.  h.  CD  ist  eine  Function  von  x  —  y  allein.    Daher  lautet  die  Differen- 
tialgleichung: 

y"—  ta{x  —  y)  =  0. 

Da  sie  zwei  infinitesimale   vertauschbare  Transformationen    U^fj  U^f 
gestattet,  und   da  die  Determinante  ^  von   ZJ//*,    U^f  und   Äf  nicht 
Null  ist,  so  lange  nicht  o  ^  1  ist,  so  verlangt  ihre  Integration  zwei 
ier  unabhängige  Quadraturen,  nämlich 
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•-/' 


dx    dy         dy 
1      y     (o{x  —  y) 
0       1  0 


und 


X 

"2 


5         2^"T"J      cö(x-t/')-l 


dx    dy         dy 

1      j/    (o{X'-y) 

\      X  1 

Indem   man   nach   Ausführung   der   Quadraturen   y    aus   q>  =>  Const^ 
^  =  Const.  eliminiert^  erhält  man  die  allgemeine  Integralgleichung. 


4,  Beispiel:  Eine  Schar  von  Cunren  in  der  Ebene  sei  dadurch 
definiert,  dass  der  Krümmungsradius  q  eines  Curvenpunktes  als  Function 
der  Tangentialrichtung  in  dem  betreffendcD  Curvenpunkte  gegeben  ist. 
Man  soll  diese  Curven  bestimmen. 

Da  sich  der  Krümmungsradius  des  Punktes  {x^  y)  einer  der  ge- 
suchten Curven  durch  y  und  y\  die  Tangentialneigung  durch  y  aus- 
drückt;  so  ist  also  y'  als  Function  von  y  definiert: 

y"-a)(y')-0. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  dieser  Gleichung.  Offenbar  geht 
eine  der  gesuchten  Curven ,  wenn  sie  durch  eine  Translation  fort- 
geführt vrird,  immer  wieder  in  eine  solche  Curve  über,  d.  h.  die  Differen- 

tialgleichung  gestattet  die  Translationen  ^  und  ^*    Die  Integration 

reduciert  sich  demnach  auf  die  beiden  von  einander  unabhängigen 
Quadraturen: 

r^dy^y'dy'  ^  ßdy[ 


*-/' 


oadx  —  dy      


00 


'     _^         Cdy' 


5.  Beispiel:  Eine  Curvenschar  in  der  Ebene  sei  dadurch  definiert, 
dass  das  Verhältnis  aus  Krümmungsradius  q  und  Ordinate  y  eine 
gegebene  Function  der  Tangentialrichtung  t  ist: 

Ä(-?-,r)=0. 

In  diesem  Falle  ist  y"  gegeben  als  eine  Fimction  von  y',  mulipliciert 
mit  — : 

y 

Bei  einer  Verschiebung  längs  der  a;-Axe  bleiben  p,  y  und  r  ungeändert, 
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d.  h.  jede  derartige  Curve  geht  dabei    in    eine  ebensolche   über,  die 
Differentialgleichung  gestattet  demnach  die  Translation 

*'        ox 

Bei  einer  ähnlichen  Yergrösserung  der  Figar  vom  Anfangspunkt  aus 
bleibt  r  nngeändert,  während  q  und  y  in  proportionaler  Weise  wachsen, 

sodass  auch  -^  dasselbe  bleibt.    Demnach  fOhrt  auch  die  infinitesimale 

y 

Ähnlichkeitstransformation 

TT  4^—         ^f     I  ^f 

jede   Curve   der   gesuchten    Art   in    eine   ebensolche   über.      Da   hier 
(JJJJ^  ^  Ulf  und  die  Determinante  von 

nicht  verschwindet^  sondern  den  Wert 

/l  =  (o{y) 

besitzt;   so  verlangt  die  Integration  naeh  unserer  Theorie  zwei  suc- 
cessive  Quadraturen.     Zunächst  diese: 

dx    dy         dy 


9 


1     y     y  ^iy) 


1         0  0 

Hat  mau  die  Quadratur  ausgeführt;  so  hat  man  etwa  gefunden: 

9?  =  lg  y  —  d'iy'). 

Nun  werden  x,  y,  (p  als  neue  Veränderliche  benutzt.     Sei  etwa 

die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  y\  so  geht  Af^=^  0  über  in 

Sie  gestattet 

^'        ox 
und  wird  sofort  integriert,  wodurch  sich  ergiebt: 

/  —        C     <iy 

J  xOsv  —  v) 
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Während  Aet  Integration  ist  hierin  (p  als  Gonstante  zu  behandeln. 
Durch  Elimination  von  y'  aus  g)  «=>  Oonst.;  ^  *=  Gonst.  ergiebt  sich 
die  gewünschte  Gleichung  unserer  Curvenschar. 


6.  Bei^nel:  Alle  Gurven  werden  gesucht,  längs  deren  das  Ver- 
hältnis aus  Erfimmungsradius  q  und  Badiusvector  r  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  0,  den  r  und  q  bilden,  ist  Diese  Gurven  sind 
definiert  durch  eine  Gleichung 


Ä(f,e)-0. 


Offenbar  wird  jede  derartige  Gurve  durch  eine  Rotation 

in    eine   solche  Gurve   übergeführt,   ebenso   durch   eine   Ahnlichkeits- 
transformation 


Da 


^^f^-ü+yr,- 


°  y  —  xy 

ist,  so  hat  die  Differentialgleichung  der  Gurvenschar  die  Form 


y"_  1/(1  +  ^15! .  a,  f-+i^)  =  0. 
"         f     «•  -f-  y'  ^xy  —  yl 

Sie  gestattet  Uif,  U%f,  und  es  ist  (üi£^)^0.    Ferner  haben  wir  hier: 


dx 
und  es  ist  die  Determinante 


J  = 


y    K  x*  +  j/« 


CD 


— y    X 
X      y  1 

im  allgemeinen   verschieden   von  Null.     Demnach   reduciert   sich    die 
Integration  auf  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 
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9>  = 


und 


i^  = 


dx  dy 

—  y  X 

dx  dy 

1  y 


dy 


X 


y 


V  «•  +  y'  •"' 

1  +  y'» 
0 


Bequemer  wird  übrigens  die  Integration ,  wenn  man   statt  recht- 
winkliger Polarcoordinaten  r,  (p  benutzt. 

ge^ndl^in-  ^^  vorigeu  Paragraphen  haben  wir  den  Fall  ins  Auge  gefasst^ 
*thIorion'  ^^^^  ^^®  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y,  um  deren 
Integration  es  sich  handelte,  nur  zwei  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestatte.  Gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
mehr  als  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen,  so  kann  man 
das  Integrationsgeschäfk  noch  weiter  vereinfachen. 

Entsprechend  kann  man,  wenn  eine  Differentialgleichung  dritter 
oder  höherer  Ordnung  vorliegt  und  einige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben  bekannt  sind,  die  Integration  auf  ein&chere  Inte- 
grationen zurückfahren.  Allerdings  gestattet  nicht  jede  Differential- 
gleichung zwischen,  x,  y  infinitesimale  Punkttransformationen.  Wir 
gaben  ja  früher  ein  Beispiel  dazu  an.  (Vgl.  S.  384.)  Wenn  eine 
Differentialgleichung  in  x,  y  vorliegt,  so  wird  man  sich  also  zuerst 
fragen,  ob  sie  infinitesimale  Transformationen  gestattet.  Diese  Frage 
lässt  sich  immer  beantworten.  Gestattet  sie  infinitesimale  Trans- 
formationen, so  ist  es  zweckmässig,  zunächst  diese  zu  bestimmen  und 
darauf  durch  Benutzung  derselben  das  Integrationsgeschäfk  zu  verein- 
fachen. Diese  wenigen  Andeutungen,  deren  weitere  Ausführung  hier 
nicht  am  Platze  ist,  zeigen  schon,  dass  sich  auf  dem  skizzierten  Wege 
eine  ganz  besimmte  IntegrationsfnetJwde  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  X,  y,  welche  infinitesimale  Transformationen  gestatten, 
ergeben  wird. 
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r  Abteilung  V. 

Integration  von  gewöIniHchen  DifTerentialgleiehungen  zweiter 

Ordnnne,    wolctie    eine   dreigliedrige   tirnppe   gestatten,   and 

verwandte  Frobleme. 

In  der  vorhergeheuden  Abteilung  gaben  wir  eine  lutegrations- 
eorie  für  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in 
y  mit  zwei  bekannten  infinitesiinaleu  Transformationen,  welclie  eine 
feigliedrige  Gruppe  bestimmen.  Lag  eine  solche  Differentialgleichung 
it  mehr  als  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  vor, 
Webe  eine  Gruppe  bilden,  ao  führten  wir  diesen  Fall  auf  den  obigen 
rück,  indem  wir  eine  zweigliedrige  Untergruppe  jener  Gruppe  aus- 
iblten.  Man  kann  aber  in  diesem  letzteren  Falle  einen  grösseren 
(urteil  aus  den  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  für  das 
Ctegrationsgescbäft  ziehen.  Wir  werden  in  dieser  Abteilung  insbeson- 
ffe  annehmen,  die  DifferenUalgleidmng  gestatte  drei  bekannte  infinitesi' 
tle  Transformationen,  welciie  eine  Gruppe  bilden. 

Von  jetzt  ab  wollen  wir  auch   für  ^-,  -5-  die   schon  früher  er- 
••  dx>    dtf 

Ihnten  Abkürzungen  p  und  q  gebrauchen  (vgl.  S.  122),  also  die  in- 
Ütesimale  Transformation  |  ^ — \~  V  ^  ™i''  ^P  "I"  Vi  bezeichnen. 


I,  Kapitel  21. 

»tiniDiuiig  der  ZiisamnK'nsotzHun:  aller  drvigliedrtgeii  (iruppeu  von 
influitesimaleu  Trausfornintionen. 

Im  18.  Kapitel  haben  wir  alle  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen 
in  infinitesimalen  Transformationen  bestimmt.  Dabei  war  es  zunächst 
1  §  1)  gleichgültig,  wie  gross  die  Anzahl  der  Veränderlichen  war, 
'ir  fanden  daselbst,  dass  die  zweigliedrigen  Gruppen  jedenfalls  zwei 
iD  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Uif,  U^f 
ithalten,  für  die  entweder 

(  Uy  Ui)  =  0 
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Kapitel  31,  §  1 


ist.     In    entsprechender   Weise    werden    wir    in    diesem    Kapitel  di« 
KlammerausdrUcke   bei   den  dreigliedrigen  Gruppen  von   infinitesimalen 
Transformationen    auf   einfache    tj^pische   Form    zurückführen.     Dabei 
mtlssen   wir  aber  zuvörderst  einige  wichtige  allgemeinere  Begriffe . 
sprechen. 


§  1.  Begriff  der  ZneanunensetEiuig;  und  Begriff  der  invariantes 
Untergruppen  einer  Ornppe  von  infinitesimalen  Transformationen. 
Unter  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Tranaformationea  ver- 
stchen  wir  nach  §  4  des  17.  Kapitels  eine  Schar  von  infinitesimalen 
Transformationen  von  dieser  Art:  Ist  sie  r-gHedrig,  so  enthält  sie  r 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  U,/',  Uff--V,{ 
und  mit  diesen  auch  jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

iu  der  c,,  c^-  ■  ■  c^  irgeud  welche  conataute  Werte  haben.  Femer  ist 
jeder  Klammerausdruck  zwischen  zwei  infinitesimalen  TransformatioDeti 
der  Gruppe  wiederum  eine  infinitesimale  Transformation  derselben,  d.li. 
linear  mit  constanteu  Coefficienteu  durch  Vif,  U^f  •  ■  ■  ?/,/^  ausdrOckbar. 
Dazu  ist  ofi'enbar  notwendig  und  hinreichend,  dass  dies  ftir  die  r  in- 
fiuiteaimalen  Transformationen  UJ  ■  •  ■  Urf  selbst  eintrifft,  d.  h.  dsu 
jedes  iJJiU^  die  Form  hat: 


(1) 


(U,U,)='^-c,uU,f 


Dies  tritt  z.  B.  ein  bei  den  drei  infinitesimalen  Trausfon 
in  X,  ij: 

UJ  =  p  +  q,     UJ^xp  -f-  yq,     UJ^  x*p  +  i/q, 
denn  hier  ist: 

{U,ü,)  =  UJ,     {U,  U,)  ~  2  ü^f,     i^U^U^)  =  U^r, 
d.  h.  es  ist  hier: 

Cis.  =  1,     Ci3j  =  0,     Cij3  =0; 
C,31  ^  0,     c,3,  =  2,     C,,g  =  Oj 

C,3,  =  0,       Cj„  =  0,      Cj33  =  1. 

Mithin  bilden  die  infinitesimalen  Transformationen 

C-^iP  +  q)+  Cs(:rp  +  yq)  +  c,(a;'p  +  y*a) 
oder: 

(c,  4-  c,x  4-  C:,x')p  -}-  (ci  +  o,v  +  c,s(*)3 

iu  ihrer  Gesamtheit  eine  dreigliedrige  Gruppe. 
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An  BteUe  der  r  in&nitesim&len  TraDsformationen  Uif  ■  ■  ■  Urf 
IkAnnen  wir  irgend  welche  r  von  einander  nnabhängige  intimtesimale 
^aoBformationen  der  Gruppe,  etwa: 


p) 

U,f=rriV,f+-+y„V.r 
benutzen,  in  denen  die  y  irgend  welche  Constanten   bedeuten,   deren 
Determinante   ^+ yn^jj  ■  ■  ■  yrr  =+=  0  ist.     Aledann    treten    an    Stelle 
ler  Relationen  (1)  andere.     Es  ist  ja: 

(KR,) SB (r„U,f+  ■■■  +  y.rV,!,  y.,V,f+  ■■■  +  r.rV.f) 


=2'2''">'"(np.). 


iL  h.  nath  (1): 


(V.U,)s'^'^;.,y.,^.e„.U.f, 


nnd  hieraus  künnea  wir  die  U,f,  die  sich  nach  (2)  linear  mit  cou- 
.nten  Coel'ficienten  durch  die  üf  auedrückeu  lassen ,  entferuen, 
todass  sich  schlieaslich  zu  (1)  analoge  Relationen  ergeben: 


(.V,U,)='^y..,U.f- 


Man  sieht  also,  dass  durch  Benutzung  anderer  r  von  einander  unab- 
hängiger infinitesimaler  Trauaformatioaen  der  Gruppe  die  Relationen 
{Qr  die  Klammerausd rücke  abgeändert  werden  köunen,  und  es  stellt 
sich  damit  das  Problem,  in  einem  vorliegenden  Falle  solche  infinitesimale 
Transformalionen  der  Gruppe  aitseutcÖhlen,  dass  diese  Relationen  eine 
mitglichst  einfache  Gestalt  annehmen.  Dies  Problem  haben  wir  für 
zweigliedrige  Gruppen  U,f,  U^f  schon  in  §  1  des  18.  Kapitels  erledigt. 
Wir  erhielten  dort  die  beiden  Formen  {UiU3)  =  0  und  (J}i,ü^)=JJJ. 
Dasselbe  Problem  werden  wir  nachher  fBr  dreigliedrige  Gruppen  er- 
ledigen. 

Wir  sagen,  dass  die  Coefficienten  Cu,  in  den  Relationen  (1)  die^' 
Zusammensetimng   der   r-gUedrigen    Gruppe   vorstellen,   ihre   Kenntnis"!«' 
zieht   die    der  Relationen  (1)    selbst   nach   sich.     Das   zu   erledigende 
L'roblem    ist   also    dies:    Alle   möglichen  Zttsammenseleungen   von  drei- 
gliedrigen Gruppen   von    infinitesimalen   Transformationen   auf  mögliehst 
cinfacM  typische  Formen  zu  hringeti. 


Inf  Tll. 

J 


47(i  Kai>it«l  31,  g  1. 

Hierbei  wird  sich  der  schon  in  §  4  des  17.  Kapit«l8  eingefOhrte 
Begriff  der  Untergruppen  als  uUtzlich  erweisen,  den  wir  kurz  re<&|ittD- 
lieren:  Wir  sagen,  daas  in  der  Gruppe  Üj/'---  t/r/"  etwa  U,f---Uff 
eine  p-gliedrige  Untergruppe  bilden,  sobald  jeder  Klammeransdru^ 
zwischen  Uif-  ■  ■  U^f  allein  sich  linear  mit  Constanten  Coefficienten 
durch  UJ---UJ  allein  ausdrücken  lässt,  d.  h.  sobald  U,f--Üff 
fUr  sich  eine  Gruppe  bilden. 
"  Insbesondere   nennen   wir  diese  Untergruppe   U,f-  ■  •  U^f  eine  »- 

varianlc  ünterffttijipe,  wenn  auch  die  Klamm  er  ausdrücke  dieser  Uif--  Cff 
mit  alkn  ÜJ  ■  ■  ■  Urf  sieh  linear  mit  constanten  Coefficieuten  durch 
Uff--  üvf  allein  darstellen  lassen.  In  der  obeu  als  Beispiel  u- 
gegebenen  dreigliedrigen  Gruppe 

p  +  <j,  xp  +  yi,  x*p  +  y*'i 

ist  offetibiir 

P  +  '1,    ^P  +  VI 
eine   zweigliedrige    Untergruppe,    denn    ihre   Klaninieroperation   gieU 
p  +  q-    Ebenso  ist 

eine  zweigliedrige  Untergruppe.     Dagegen  ist 

P  +  1,  ^P  +  V*1 
keine  Untergruppe,  denn  ihr  Klanimerausdruck  giobt  2xp  +  2tfq  tmd 
diese  inSnitesimale  Transformation  lässt  sich  nicht  linear  mit  con- 
stanteti  Coefficieuten  durch  p  -{-  q  und  z''p  +  V'q  ausdrücken.  Eeiue 
der  beiden  augegebenen  Untergruppen  ist  übrigens  eine  sogenannte 
invariante  Untergruppe. 

Dagegen    besitzt    die    dreigliedrige    Gruppe    von    infinitefliinakn 
Transformationen  in  zwei  Vemnderlichen  x,  y: 

p,  q,  ^q, 

wo 

(p,  q)  =  0,     (p,  xq)  =  q,  (q,  xq)  =  0 

ist,  zweigliedrige  invariante  Untergruppen,  uümlich  die  von  der 

q,     i>  +  axq. 

Hierin  bedeutet  a  irgend  eine  Coustante.  In  der  That  ist 

(<i,p)^-0,    {q,q)  =  0,  iq,xg)  =  0; 
(p  +  axq,  p)  =  -  aq,     (j)  +  axq,  q)  =  0,     (p  +  axq,  xq)  =, 


Form:    j 


Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfoniu- 
tionen  U^f  ■  ■  ■  (/,/' vor,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  (Pifi),  die 
ja  auch  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigea  Gruppe  sind, 
für  Bicb  eine  invariante  Untergruppe  bilden.     Es  giebt  nämlich  jedes 
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(0177*),  combiniert  mit  irgend  einem  (///',  eine  aus  den  (i',-f/t)  allein 
linear  mit  constanten  Goefficienten  zusamnieiisetzbare  iotinitesiraale 
Trans t'ormation,  denn  nncli  (1)  ist: 


nn,n,)u,)=^-cn,(n,n,). 


Also  gilt  das 

Theorem  46:  Ist  ÜJ--Urf  eine  r-gliedrige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformalionen,  so  bilden  die  (C,Dt)  eine 
invariante   Untergruppe  derselbe». 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  sind  unter  den  (ROi) 
gerade  r  von  einander  unabhängige  enthalten  oder  weniger.  Der 
erste  Fall  tritt  z.  B.  bei  der  Gruppe 

p-\-i,   xp-\-  yq,   ^p  +  y*2 

ein.     Allgemein  nennen  wir  die  Gruppe  der  {Ü.Ut)  die  erste  deriviertc  ^ 
Gruppe.     Man    kann    von   dieser  derivierten   Gruppe   wieder  die  erste   ' 
derivierte  Gruppe  suchen  u.  s.  w.    Die  gicli  dadurch  ergebenden  Unter- 
gruppen beiäsen  dann  die  zweite,  dritte  u.  b.  w.  derivierte  Gruppe  der 
gegebenen  Gruppe   f,/"- ■  •  R-/.     8o  hat  die  fanfgliedrige  Gruppe 

p,    xp,     q,    xq,    x'q 
Bk  erste  derivierte  die  yiergliedrigo: 


xq,    x'q, 


:  eweite  die  zweigliedrige: 


trährend  eine  dritte   derivierte  Gruppe   wegen  (g,  xq)  ~t  0  nicht  ' 
banden  ist. 

Die  hier  eingefilbrlo  Terminologie  hat  tiefer  liegende  Gründe,  die'^,"" 
an  dieser  Stelle  noch  nicht  erörtert  werden  können.  Wir  wollen  nurj^f",^ 
die  Bezeichnung  der  Gruppen  von  infinitesimalen  Transfomiatvmen'^^l 
etwas  näher  begründen  und  gehen  dazu  von  Beispielen  aus.  (Vgl.  dabei  ' 
§  2  des  2.  Kap.)  Im  18.  Kapitel  fanden  wir  vier  Typen  von  zwei- 
gliedrigen Gruppen  von  inBnitesimalen  Transformationen  in  der  Eben«. 
Der   erste  derselben  war  dieser: 

P,     fJ- 

Dieser  Gruppe  gehört  allgemein  die  infinitesimale  Transformation 
p  -\-  aq     (a  =  Const.) 
Dieselbe   erzeugt,  wie  wir   wissen,  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
endliciien  Transformationen: 

Xi  =  X-\-t,     !/,=!/  +  «/. 


I 


Ka|)i(e!  81.  S§  1,  i. 

Wenn  wir  nun  zu  jeder  beliebigen  infiniteeimaleu  Transfornution 
p  -\-  aq  unserer  zweigliedrigen  Gruppe  die  zugehörige  eingliedrige 
Gruppe  von  endUdien  Transformationen  aufsuchen,  so  haben  wir  s 
beliebig  za  lassen,  und  wir  haben  also  oo'  Scharen  von  je  oo'  end- 
lichen Transformationen,  also  insgesamt  ao*  endliche  Transformationen 
von  obiger  Form,  in  denen  (  und  a  willkfirlicbe  Parameter  sind,  and 
die  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben  lassen: 

a;,  =j  +  a,     y^  =  y  ^  ß. 
Diese  co'  Transformationen  bilden,   wir  wir  wissen,  eine  Grvppt  vm 
endlichen  Transfimnationen  und  zwar  eine  zweigliedrige.  (§  1  des  I.  Kap.] 
Der  zweite  Typus  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infiniiesimaitii 
Transformationen  der  Ebene  war  dieser: 

f],    xq. 
Hier  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

q-\-axq. 
und    die   von    ihr   erzeugte  eingliedrige  Gruppe   von   endlichen  Tnuu* 
formationcu  stellt  sich  so  dar: 

a^i  =  X,    f/j  <=  j(  +  (1  -f-  az)t 
Lassen  wir  a  alle  möglichen  constauten  Werte  annehmen,  so  ei^ben 
sich  CO*  endliche  Transformationen,  die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

■^.  =  -r,     !/]=■¥  +  «  +  ß^- 
Dieselben  bilden  eine  sweigliedrige  Gruppe,  denn  eliminieren  wira:,,!^ 
vermöge  dieser  Gleichungen  aus  den  Gleichungen: 

so  kommt: 

1,-1,    j,  _  ,  +  („  +  „,)  +  (p  +  ß^)x. 

Der  dritte  Typus  war  dieser: 

a,   xp-i-yg, 

und  hier  lautet  die  von  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

'/  +  "(a^i'  +  yq) 

erzengt«  eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transformationen: 

Xj  =  xc",     Ji  =  ye"  +  ^—^ — -  ■ 

Hierin  lassen  wir  wieder  die  Gonstante  a  variieren  und  erWtaa 
dadurch  oo^  Transformationen,  die  sich  auch  schreiben  lassen: 

Xi  =  ax,     f/t  =  tttl  +  ß. 
Offenbar  stellen  sie  eine  eweigliedi-^e  Gnippe  von  endlichen 
matimen  dar. 
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Gaus  ähulich  ergiebt  sicli  beim  vierten  Ty|>UB 

mit  der  allgemeiuen  infinitesimaleQ  TraoBrormation  ^^^ 

q  +  nyq  ^H 

die  gtmgliedrige  Grvpjie  von  endlichen  Transformatmmi  ^^^^ 

oder  anders  gescbriebeD:  ^^| 

a:,  =■  s,     yi=  ay  -\-  ß- 

Abulicb  verbält  es  sieb  Dnn,  wie  wir  ohne  Beweis  an^^ebeii,   bei 

jeder  Gruppe  von  infinitesimalen  Traneformationep.    Bilden  ü^f--  ürf 

eine  r-gliedrige  Gruppe   von   infinitesimalen  Transformationen,  so   ist 

ü,f+  a,V,f+  a,BJ+  ■■■  +  a,U,f 
die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  derselben,  wenn  a^,a^---ar 
irgend  welche  Constanten  bedeuten.  Uiese  infinitesimale  Transformation 
erzeugt  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  von  endliciwn  Transforma- 
tionen mit  einem  Parameter  L  Die  Gleichungen  derselben  enthalten 
flj,  Og  ■  -  ■  flr  nnd  lauten  etwa,  wenn  x,  ■  ■  x„  die  in  den  Uf  vor- 
kommenden Veränderlichen  sind: 

Xj'  =  ipi(Xj  •  •  ■  x^,  a^    ■  •  ür,  i)         (i=i. 9  -■«). 

Variieren  wir  hierin  nicht  nur  t,  sondern  auch  o,,  %  -  ■•Ori  so  ergeben 
sich  oc  entUkite  Transformationen  und  dieselben  bilden  eine  r-gliednge 
Gruppe,  wie  man  allgemein  beweisen  kann. 

Hiernach  wird  es  der  Leser  gerechtfertigt  finden,  dass  wir  den 
Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
eingeführt  haben. 

§  2.     Erster  T^pna  von  dreigliedrigen  ZasammensetBangeiL 
Wir   gehen    nunmehr  daran,    alle  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  U^f,  U^f,  ü^f 
zn   bestimmen.     Dabei  kümmert  uns  zunächst  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen, die  in  der  Gruppe  vorkommen,  gar  nicht. 

Nach  den  Bemerkungen  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  dae 
Problem  in  die  folgenden  einzelneu  zerlegen:  Alle  Zusammensetzungen 
von  dreigliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  deren  erste  derivierte  Gruppe 
dreigliedrig  (d,  b.  sie  selbst  ist)  oder  zweigliedrig  oder  eingliedrig 
oder  nullgliedrig  ist.  Im  gegenwärtigen  Paragraphen  erledigen  wir 
den  ergten  Fall. 


diiiiim»  VorausgeaetEt    wird    also,    dass    JJJ,    IJ.f,    JJ^f  eine    eingliedrig« 

Ä'"^rt«  ^"PP®  bilden,  d.  h.  dasa  (Z7,P,),  (P,P,)  und  (^7,(7^)  sich  linear  mit 
coDstanten  Cocfficienten  durch  U^f,  U^f  und  (7,/'  selbst  ansdrScken 
laBsen  und  dasa  diese  drei  Klammerausdrückc  drei  von  einander  anah- 
hängige  infinitesimale  Transformationen  seien,  Wir  werden  auf  iwei 
Wegeu  erkennen,  dasa  sich  die  Zusammensetzung  einer  solchen  Gruppe 
immer  durch  passende  Auswahl  dreier  von  einander  unabhängiger 
aus  der  Schar  der  infinitesimalen  Transformationen 

Const.  r/,/"-|-  Coust  U^f^  Conat.  V^f 
anf  eine  gewisse  canouische  Form  bringen  lässt. 

Der  erste  Weg,  um  dies  zu  beweisen,  ist  rein  elementar.  D« 
zweite,  elegantere,  setzt  die  Kenntnis  homogener  Punkt-  and  Linien- 
coordinaten  in  der  Ebene,  sowie  einige  Sätze  aus  der  projectiven 
Geometrie  voraus  und  ist  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  er  typisch 
ist  für  die  Bestimmung  vuu  Zusammensetzungen  von  Groppen  überhaupt. 

Miiwi™'  Zunächst  schlagen  wir  den  elementaren  Weg  ein:  Nach  Theorem 40 
(§  4  des  17.  Kap.)  gehört  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe, 
also  etwa  Uj',  wenigstens  einer  zweigliedrigen  Untergi-uppe  an  nnJ 
diese  kann,  wenn  l\f  eine  von  l^J  unabhängige  Transformation  der- 
selben ist,  nach  Säte  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  auf  eine  der  beiden  FormeD 

gebracht  werden.  Der  zweite  Fall  ist  auszuschliessen,  da  (f7,F|)i 
(fi^i)  und  {üjU,)  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen sein  sollen.     Wir  nehmen  daher  an 

iUiU,)=  UJ. 
Sei  nun  etwa 

wo  die  a  und  ß  Constanten  bedeuten.     Wir  wenden  anf  Uif,  ü^f,  X^f 
die   Jacobi'sche   Identität,    die   wir   in    §  4    des   10.   Kapitels 
lernten,  an.     Es  ist  danach 

{{l\ü,)U,}  +  {{Ü,U,)U,)  +  ({U,Di)F,)  =  0, 
also,  wenn  wir  ausrechnen; 

«,!J,  +  «,n,  +  «,U,  —  ß,l\  —  ß,(.n,U,  +  «,(7,  +  «,C,)  • 
-«,U,+  a,(ß,U,  +  ß,U,  +  ßM  =  0 
oder,    da    zwischen    Uif,    U^f,    H^f  keine    lineare   llelation    mit  con- 
stanten  Coefücienten  bestellt; 


.0,     B,(l 


>,)  =-  0. 
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icher  ist  a^^O,  denn  sonst  wlire  (UiTJ^)  ^a^Ui^  a^(UiU^)f  (1.  h. 
e  drei  Ausdrücke  {U^U^,  (^^if^);  (^^4)  waren  nicht  von  einander 
labhängig.  Da  «^  ^l^o  =4=  0  ist,  so  folgt  ft  =  1  und  ft  =  —  a^, 
»dass  wir  haben ,  wenn  Vif  von  nun  an  kurz  mit  Ui  bezeichnet  wird : 

{U,U,)  ^  a,U,  +  a,U,     (a,=|=0), 

n  Stelle  von  U^f  können  wir  nun  eine  infinitesimale  Transformation 

U^f=U,f+k,U,f+X,U,f, 

der  X^y  Ag  irgend  welche  Constanten   bedeuten^  und  die  sicher   U^f 
ithalt^  einführen.     Dann  haben  wir: 

~  (ß,  -  2k,)U,  -  («.  +  X,)U,  +  U^. 
ehmen  wir  also 

I,  so  kommt 

ie  von  Null  verschiedene  Zahl  a^  kann  leicht  gleich  irgend  einer 
>n  Null  verschiedenen  Zahl  gemacht  werden.     Setzt  man  nämlich 

ÜJ-:^aUJ,     frj=UJ,     Ü,f=aU;f   (a-JpO), 
kommt 

urch  passende  Wahl  der  von  Null  verschiedenen  Constanten  a  können 
ir  hier  dem  Factor  a^a^  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  geben. 
Insbesondere  wollen  wir  a^a^  =  2  macheu.     Wir  finden  demnach 
e  Klammerausdrücke 

Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
$ren  infinitesimale  Transformationen  durch  die  Klammeroperatiouen 
imtlich  reproduciert  werden,  kann  also  durch  passende  Auswahl  der 
ei  von  einander  unabhängigen  Transformationen  auf  die  Zusammen- 
tzung 


ibracht  werden. 

Lie,  Difforentialgloichnngen.  31 
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Beispiele  hierzu  sind  in  einer  und   in  zwei  Veränderlichen  diese 

drei  Gruppen: 

p,    xp,    x*p', 

2(i>  +  xq),    xp  +  2yq,     {a^  —  y)p  +  xyq; 

p  +  q,    xp  +  yq,     x^p  +  y^q. 

der^Redtc^         Nunmehr  betreten  wir  zum  Nachweis  jener  Zusammensetzung  den 
^^%Ah^¥orm^^^^^  eleganteren  Weg. 

Dabei  bedienen  wir  uns  einer  eigentümlichen,  in  der  Gruppen- 
S*f"  Trf^  ai7*'^®^^^®  äusserst  fruchtbaren  geometrischen  Deutung.  Wir  wollen  nämlich 
^Eblne^*'^^'  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

unserer  dreigliedrigen  Gruppe  Ui,  U^,  U^  als  Bildpunkt  einen  Punkt 
in  einer  Ebene  zuordnen^  der,  bezogen  auf  ein  Coordinatendreieck,  die 
homogenen  Coordinaten  a^,  a^,  a^  hat.  Hiernach  wird  jede  infinitesi- 
male Transformation  der  Gruppe  symbolisch  durch  einen  Punkt  dieser 
Ebene  dargestellt^  und  umgekehrt  entspricht  jedem  Punkte  dieser 
Ebene  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten  du  a^,  c^  eine  infinitesi- 
male Transformation 

OjETi  +  a^U2  +  03^3 

der  Gruppe.  Da  die  homogenen  Coordinaten  nur  ihren  Verhältnissen 
nach  bestimmt  sind,  so  wird  dem  Punkte  (a^,  «g,  a^)  zwar  auch  jede 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

zugeordnet  sein,  aber  diese  sind  wir  schon  gewöhnt  als  mit  der  obigen 
identisch  anzusehen,  da  sie  sich  von  ihr  nur  um  einen  coustanten 
Factor  k  unterscheidet. 

Es  ist  ohne  weiteres  einzusehen,  dass  dreien  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  die  Ecken  eines  wirklichen 
Dreiecks,  dreien  von  einander  abhängigen  aber  drei  Punkte  einer  Geraden 
entsprechen. 

Durch  die  Klammeroperation  wird  zwei  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

wegen  der  Relationen 

(3)  {UiUk)  =  CnJJ,  +  Cn^U,  +  CnzU, 

<»,  *  =  1,  2,  3) 

t 

eine  dritte  infinitesimale  Transformation 


Er9t*r  Tvpii 


n  dreittliedrigeii  ZuHtimmeDGetxaiigpn. 
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=  ("ift-«,«(P,fö  + 

+  («.ft-.,ft)(I7.0,) 
=  («,|J,  ~  o,^,)(c,„lf,  +  c,„!7,  +  »„,;/.)  + 
+  Kft  -  ..ft)  fe„  P,  +  <:,„  U,  +  c„,  IQ  + 
+  („.ß,  -  ■.,/).)(«,„ rj,  +  c,„U,  +  r„JJ,) 
zugeordnet,   wo  also: 

(«I  -  («ift  -  «.A)«,..  +  («.ft  -  "Mn,,,  +  M,  -  'Mc,,,, 

(4)     h,  -  t«,Ä  -  »,A)»„,  +  (".(i,  -  «,ft)<i.,  +  («,ft  -  «,««.,„ 

I«.  -  {-.ß,  -  'M',..  +  (.«.ß,  -  'M  <i..  +  («.A  -  ",ft)t.,. 

iat.  Entsprechend  gehört  danach  jedem  Fuuktepaar  (a,,  a,,  «,),  (/3,, 
Ai  W  ^^'^  Bihlebene  ein  Punkt  (f,,  t^,  tj)  derselben  zu,  dessen 
Coordiaaten  *,,  s^,  i,  sich  vermöge  (4)  durch  die  der  ursprünglichen 
beiden  Punkte  ausdrücken.  Die  heideu  ersten  Punkte  —  wir  be- 
zeichnen sie  kurz  niit  (er)  und  {ß)  —  beatioimen  eine  Gerade.  Zwei 
beliebige  Punkte  (ä)  und  (ß)  derselben  haben  die  Coordinaten: 

«,  =  (., +  p^,,   «,  =  «,  +  pft,   «3  =  «. +  PA.; 
ß^^«,  +  <fß„   Ä  =  «,  +  ffA,    ^  =  «,  +  tfA.; 

ihnen  gehören  die  infinitesimalen  Transformationen 

„,  u.  +  «,u,  +  -,u,  +  e(ß,u,  +  ß,u,  +  ft(4), 
«lU,  +  i,u,  +  «.ti,  +  »(a;/,  +  ß,u.  +  ß,u,) 

xa.    Der  Klammerausdruck  derselben  ist  offenbar  gleich 

(»  -  (,)  C«.  ff,  +  «,  (7,  +  «,{7.,    ß,U,  +  ß,  U,  +  Af/.). 
Die  Coordinaten  dcB  dieser  infinitesimalen  Transformation  zugeordneten 
Punktes  (?)  unterscheiden  sich  demnach  von  den  obigen  i, ,  Ej,  e,  nnr 
um   den   Factor  (ö  —  p),  d.  h.   dieser  neue  Punkt  (e)  deckt  sich  mit 
dem  Punkt  {(). 

Wenn  also  zwei  Punkten  (k),  (ß)  der  Bildebene  ein  dritter  Punkt 
(c)  derselben  vermöge  der  Klammeroperation  zugeordnet  ist,  so  ist 
jedem  Punktepaar  (ä),  (ß)  der  von  (a)  und  (jJ)  bestimmten  Geraden 
eben  dieser  Punkt  (s)  zugeordnet.  Daher  rechtfertigt  es  sich,  zu 
sagen,  dass  die  Klammeroperation  jeder  Geraden  der  Bihlebene  einen 
Punkt  derselben  zuordnet,  Es  fragt  sieh  nun,  welches  der  geome- 
trische Charakter  dieser  Zuordnung  ist. 

Die  durch  die  Punkte  (a)  und  (f))  bestimmte  Gerade  hat  die 
Linicncoordinaleii 
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und  die  Puuktcoordinateo  £,,  «,,  c,  des  dieser  Geraden  zugeordneten 
Punktes  drücken  sich  nach  (4)  linear  und  homogen  durch  dieselben 
BUS.     Die  Determinante  dieser  Ausdrücke  ist  diese: 

C,j,       C,,|       C,jj  C,jg       C,„       C|(j 

^ "™    ^ai     ^sw     '^tn     ""^     ^js     ^äi     c»w 

^11       Cjii       ''ms  Csi3       Cjj,       Cj|,j 

Wir  wollten  nun  nur  den  Kall  im  vorliegenden  Paragraphen  iiu  Aoge 
hssen,  in  welchem 

j  (  U,  U,)  ^  e.„  U,  +  Cu,  P,  +  cj„  tr, , 

\  ( fr,  u^)  =  f,, ,  p;  +  c,„  ^4  +  ft,„  fr, 

von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  die  Determinante 
ist. 

lienutzen  wir  die  Jacobi'sche  Identität: 

(( ff,  ü,)u.)  +  ((u,u,)u,)  +  i.in,  i{)  c)  s  0^ 

SO  liefert  sie  Dach  (3): 

oder,  da  (RH)  Si  0  und  (V,V,)  s  -  (K  £7,)  ist: 

Da  nan  (f^f^),  C^^i)  ""^  i^i^t)  nach  Voraussetzung  von  einaiidw 
unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  einzeln 

ist.     Mithin  ist  auch  dte  Determinante  ^  symmdrisch. 

Die  projective  Geometrie  lehrt,  dass  hieraus  folgt,  dass  die  durcb 
(4)  hergeatellte  Zuordnung  von  Gerade  und  Punkt  die  durch  einen 
(nicht  ausgearteten)  Kegelschnitt  vermittelte  Beziehung  zwischen  Polue 
und  Pol  ist. 

In  der  Bildebene  existiert  also  ein  gewisser  Kegelschnitt  vo^  dar 
Art,  dass  der  Bildpunkt  des  Klammerausdruckes  aus  zwei  infinitoi- 
malen  Transformationen  der  Gruppe  der  Pol  der  Geraden  ist,  waiohi 
die  Bildpunkte  dieser  beiden  letzteren  infinitesimalen  TransformatioDCS 
verbindet.  Die  Gleichuug  dieses  Kegelschnittes  lautet  übrigens  nadi 
den  Lehren  der  projective n  Geometrie  in  den  liomogenea  Fuaktr 
coordinaton  j,,  j:^,  jr,,: 


Erster  Typus  von  dreigliedrigen  Zugammengetzungen. 
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^811 

^21 

El 

^232 

^312 

C,82 

h 

^233 

^313 

^123 

h 

=  0. 


Fig.  35. 


Da  nun  die  Abbildung  eine  ein-eindeutige  ist,  so  können  wir  diese 
geometrische  Eigentümlichkeit  gruppentheoretisch  verwerten :  Wir  con- 
struieren  irgend  ein  Dreieck,  bestimmt 
darch  eine  Sehne  und  die  Tangenten 
des  Kegelschnittes  in  den  Schnitt- 
punkten der  Sehne  und  bezeichnen 
diese  Schnittpunkte  als  Bildpunkte  der 
neuen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ui,  U^  und  den  Schnittpunkt 
der  Tangenten  als  Bildpuukt  der 
neuen  ü^.  (Figur  35.)  Sicher  sind 
diese  neuen  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  von  einander 
unabhängig,  da  ihre  Bildpunkte  ein  wirkliches  Dreieck  bestimmen. 

Der  Sehne  ist  der  Tangentenschnittpuukt  als  Pol  zugeordnet,  und 
es  ist  daher  jetzt 

Femer  hat  jede  Tangente  ihren  Berührpunkt  als  Pol.     Demnach  ist 
auch  jetzt: 

Sicher  sind  die  Gonstanten  a,  /3,  y  sämtlich  verschieden  von  Null,  da 
sonst  ^  =  0  wäre.     Die  Jacobi'sche  Identität  liefert  noch: 

d.  h. 

Benutzen  wir  schliesslich  an  Stelle  von   &[,  Z^,  Z^  die  infinitesimalen 
Transformationen 


Oi  =  aO;,      U,=  hü^,     U^  =  cU^, 


so  kommt: 


( U,  ü,)  =  baU„    CÜi  U,)=^U„     ( U,  U,)  =  ha U,. 

Über  die  Constanten  a,  &,  c  können  wir  beliebig  (doch  so,  dass  keine 
Null  wird)  verfügen.     Wir  setzen  also: 

1  2 


6  = 


und  dann  kommt 


u 


ac  ^^  —^ 


aß 
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CÜJJ,)=U„    (ÜJJ,)=-.2U,,    (uji,)=ü„ 

und  wir  sind  in  der  That  zu  der  oben  auf  anderem  Wege  gefundeuen 
Zusammensetzung  unserer  dreigliedrigen  Gruppe  gelangt. 

Wählt  man  an  Stelle  von  ü^f^  U^fi  U^f  drei  infinitesimale  Traun- 
formationen  Vj/*,  Fj/*,  V^f^  deren  Bildpunkte  die  Ecken  eines  Polardrei- 
eckes unseres  Kegelschnittes  sind,  indem  man  etwa  setzt: 

so  kommt 

Hierin   kann   man   durch  passende  Wahl  der  vou  Null  verschiedenen  Con- 
stauten  X^  fi,  V  erreichen,  dass  inbesondere 

(F,7,)  =  7s,     (V,V,)  =  r„     (7,F,)  =  F, 
wirJ. 

Es  ist  dies  eine  symmetrischere  Form  der  Zusammensetzung  unserer 
dreigliedrigen  Gruppe.     Ein  Beispiel  hierzu  ist  dies: 

—  xq  +  yi>,     fj  +  xifp  +  y^qy     —p  —  x^p  —  xyq. 

Wir  werden  jedoch  in  diesem  Buche  die  weniger  symmetrische  frühere 
Form  der  Zusammensetzung  benutzen. 

§  3.    Die  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen  Znsammensetzungen. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  die  dreigliedrigeu 
Zusammensetzungen  für  den  Fall  bestimmt  haben  ^  dass  die  Determi- 
nante J  der  Coefficienten  Cik>,  verschieden  von  Null  ist,  kommen  wir 
jetzt  zur  Erledigung  der  übrigen  Fälle. 

Es  sei  also  die  Determinante 

z/  =  0, 

dagegen    sollen    zunächst    nicht    sämtliche   zweireihigen   ünterdetermi- 
nanten   von  z/  verschwinden,  d.  h.   es   sollen   von   den   drei  infinitesi- 
malen  Transformationen   {UiU^^  (KtQ,  (C'af^'i)   zwei   und   nur  zwei 
Die  ersto  yQ,j  einander  unabhängig  sein,  mit  anderen  Worten,  die  erste  derivierie 

^wci^liear*  ^^^^PP^  ^'^*  G^^^Pl^  Ulf,   L\fy   U^f  soll  gerade  zweigliedrig  sein. 

In  diesem  Falle  wählen  wir  als  U^f  und  U^f  zwei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  derivierten  Gruppe 
und  können,  wie  wir  nach  Satz  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  wissen,  ins- 
besondere {U^U^^^O  oder  {L\U^^  Ui,  also  allgemein 


Die  übiigen  Typen  Yon  dreigliedrigeu  Ziuammeusetzuugen. 
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anDehmen.     Dann   müssen   sich   (U^U^)  und  {U^üi)   linear   mit   con- 
stanten  Goefficienten  durch   Ui  und   £4  Ausdrücken,  d.  h.  es  ist: 

( U,  U,)  =  c,„  U, , 

(  ^  Ua)  =  ^281  Ui  +  Cgsa  Uif 

Die  Jacobi'sche  Identität 

(( U,  ü,)  ü,)  +  ((  U,  U,)  U,)  +  (( U,  U,)  U,)  =  0 
liefert  nun: 

^121  (         ^311^1  ^312^2/  ~r  ^282  ("T"  ^121^4)  "T  ^11^121^4  ^  ^ 

oder  also: 


^232^121  ^} 


^312^121  ^* 


Wäre  Ci2i  =4=  0,  also  C232  =  c^^  =  0,  so  würden  in 


J  = 


c„i       0       0 


^231       ^32        ^ 

aite  zweireihigen  Unterdeterminanten  verschwinden,   was  der  Voraus- 
setzung zuwiderläuft.    Also  ist  c,2i  =  0  und 


(DiDi)  =  0, 


während  die  Determinante 


^281        ^232 


'811 


C312 


4=0 


ist.     Bedeuten  nun  x  und  X  zwei  Constanten,  so  ist 

=  C       ^^11  +  ^^28i)^  "r  (       *^3i2  "r  ^^32)t^> 

und  dies  lässt  sich  wegen  des  Nichtverschwindens  der  vorstehenden 
Determinante  durch  passende  Wahl  der  beiden  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Constanten  x,  k  immer  auf  die  Form 

a{xU,  +  W^) 
bringen.     Diese  Forderung  führt  nämlich  zu  den  Bedingungen: 

Es  sind  dies  zwei  lineare  homogene  Gleichungen  für  x,  A,  welche 
nur  dann  nicht -verschwindende  Werte  für  x,  X  liefern,  wenn  ihre 
Determinante 


^811  " 


—  e. 


312 


*'231 
^232  ^ 


0 


ist.     Dies    aber   ist   eine  quadratische  Gleichung  für  a,    welche    sich 
immer  durch  passende  Wahl  von  a  erfüllen  lässt.    Da  bisher  U^  und 
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Ui  gauz  symmetrisch  aufgetreteu  »lud,  weil  (C^C^)^O  ist,  so  können 
wir  insbesondere  x  4=  ^  voraussetzen,  und  dann  verwerten  wir 
xUi  -\-  ^ü^  als  neues   Ui  und  erhalten: 

Hier   sind    die  Coustauten  a  und  ß^  beide  =f=  0,   da  sonst  die  erste 
derivierte  Gruppe  nicht  mehr  zweigliedrig  wäre. 
Benutzen  wir  an  Stelle  von    U^f: 

U,f=  £4/-+  aUJ, 
WO  a  eine  noch  verfügbare  Constante  ist,  so  erhalten  wir 

und 

(U,U,)  =  ß,U,  +  ß,ü,  +  aaU,  =  ß,l\  +  (ft  +  («  -  ß,)a)U,. 

Sobald  a  4=  /^s  ^^^>  können  wir  hiernach  a  so  wählen,  dass 

wird;   ebenso  dann,   wenn  zwar  cc '^  ß^,  aber  auch  ß^  ^=  0  ist    Es 

ergiebt  sich  somit  in  diesen  Fällen,  wenn   U^f  von  jetzt  ab  mit  U^f 
bezeichnet  wird,  die  Zusammensetzung: 

iU,U,)^ß,U„ 
WO  a  und  ßi=^0  sind.     Benutzen  wir  schliesslich  an  Stelle  von   U^ 
noch  — f^,  so  erreichen  wir  insbesondere  diese  Form: 


c  ^;=  0. 

Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y: 

Py    Qy    ocp  +  cyq. 
Wenn  dagegen  «  «=  j3^  und  /Sj  =j=  0  ist,  so  haben  wir  zunächst: 

{U,U,)^ß,U,  +  aU, 

und  hier  sind  cc  und  ß^  4=  0.    Nehmen  wir  auch  hier  —  U^   als   neues 
U^,  so  ergiebt  sich: 
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wo   c  4=  0  ist.     Noch    können    wir   c  Ui    als   neues    C|   benutzen,  und 
dudurch  geht  der  Typus  hervor: 

(!/,(/,)^-0    ((',!/,)=.!?,     WQ=u,  +  r,\, 


der    sich   nicht   auf  den  vorher  gefundenen   zurQckl'iilireu   lädst.     Ein 
Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y. 

p,   1,   («  +  y)p  +  y<i- 

Wir  sind  also  zu  zwl'I  verschiedenen  Typen  yelauyt  und  heben 
noch  hervor,  dass  sich  die  Constante  c  im  erstwu  nicht  durch  passt-nde 
Wahl   der   infinitesimalen   Trans rormationeu   fJ, ,   ü^,   U^   spei'ialiMiereu 

lUsst.     Nur  läs8t  sich  dadurch,  dass  man 

U,  =  li„     11,  =  L\,     V^=  jUj 
Btttzt,  jene  Zusammensetzung  fiberführen  in: 


also  c  in  —  verwandeln.  Je  zwei  jeuer  Zusammensetzungen  sind  also 
in  einander  Qberftihrbar,  mit  Ausnahme  derjenigen,  für  die  c  =  —, 
d.  b.  c  ■=  +  1  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  für  unsere  dreigliedrige  Gruppe 
U^,  Vi,  ü-i  seien  alle  zweireihigen  Unterdeterniinanten  von  ^  gleich 
Null,  während  nicht  alle  Glieder  der  Determinante  einzeln  verschwinden. 
Ea  sollen  sich  also  (t^jt^j),  (^i^a),  {U^U,)  alle  durch  eine  einzige 
infinitesimale  Transformation,  die  wir  als  Ui  benutzen,  darstellen 
lassen  und  nicht  sämtlich  verschwinden,  d.  h.  die  erste  clerivicrte  GruijK  ui* . 
soll  eingliedrig  sein.     In  diesem  Falle  ist:  timpi 

und  K,  ß,  y  verschwinden  nicht  sämtlich.    Die  Jacobi'sche  Identität 
liefert  hier  für  a,  ß,  y   keine  Bedingungen.     Wohl   aber  können   wir 
durch    passende  Einführung    von  xU,  -{■  ^U^   als  neues   £^   erreichen, 
dass  insbesondere  (  U,  Uf)  fz:  0,  d.  h,  a  =  0  wird. 
Ist  dann  ^  ^  0,  so  setzen  wir  nachträglich 
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Dann  können  wir  also  durch  Benutzung  von  Ü^  an  Stelle  von  T» 
auch  y  ==  0  machen.  -^  ZJ,  als  neues  U^  macht  schliesslich  noch 
/3  s=  1^  und  so  ergiebt  sich  die  Zusammensetzung: 


Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Gruppe 

p,     q,    xp. 

Ist  dagegen  /3  =  0,  so  ist  y  =f=  0  und  yZ\   als  neues   DJ   macht 
y  =  1,  sodass  wir  den  Typus  erhalten: 


Diese  Zusammensetzung  besitzt  z.  B.  die  Gruppe: 

q,    p,     xq. 

Wir  kommen  nun  zur  letzten  Annahme^  dass  nämlich  alle  Glieder 
dJri^erte  ^®r  Determinante  J  verschwinden,    d.  h.   die  erste   derivierte  Grtippe 
u*X'uedrig.w^%'*^'i?;  gar  nicht  vorhanden  ist: 


(U,U,)  =  0    {U,ü,)  =  0    {U,U,)^0 


Hier  diene  als  Beispiel: 


g,     xq,    arq, 


Fassen  wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  und  dieses  Paragraphen 
übersichtlich  zusammen,  so  ergiebt  sich 

Satz  1:  Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesifnalen  Transfornia- 
tu/iicn  lässt  sich  durdi  passende  Auswahl  dreier  von  einaruler  unab- 
liängiger  UJ,  L^f,  U^f  aus  der  Schar  ihrer  infinitesimalen  Transformi- 
Honen  auf  eine  und  nur  eine  der  folgenden  Farmen  hr^ingen: 


A.  1) 

{U,U,)-l\ 

( U,  IQ  -  2  U, 

{U,U,)-U„ 

B.  2) 

(^UQ-0 

{U^U,)--'U, 

iüiUs)  —  cUt    (<:  =  ^0,     --1), 

2') 

( u,  ig  ^.  0 

iu,u,)-=u, 

(U,U,)-U„ 

3) 

(U,U,)^.0 

(  U,  U,)  =r-.    U, 

iU,U,)-U,+  IL, 

C.  4) 

iU,U,)-0 

iU,U,)-^-U, 

{U,U,)-0, 

ä) 

( u,  U,)  ^  0 

( ih  Uz^  -  0 

iiW,)-u„ 

D.  6) 

iU,U,)-0 

(L',[Z,j--0 

iu,u,)-o. 
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Wir  haben  hier  den  Typus  2')  vom  Typus  2)  abgetrennt,  weil  er 
aus  gewissen  Gründen  eiue  bemerkenswerte  selbständige  Bedeutung 
besitzt. 

1,  Beispiel:    Die    drei   infinitesimalen   Transformationen   in   zwei  Bei«pieie. 
Veränderlichen : 

Uif^p,     U^f^  smx  '  p  '\-  cos  X  '  q,     ü^f^  cos  x  -  p  —  sin  a?  •  3 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen; 
denn  es  ist: 

{U,l\)  -  U„    {U.U,)  =  -  V,,    iU,U,)  -  -  u,. 

Offenbar  ist  die  erste  derivierte  Gruppe  dreigliedrig.  Die  vorliegende 
Gruppe  gehört  daher  zum  ersten  Typus.  Um  sie  darauf  zurück- 
zuführen, denken  wir  uns  wieder  üi^  ü^,  U^  als  Punkte  einer  Bild- 
ebene interpretiert,  wie  in  §  2.  Sie  bilden  alsdann  sicher  ein  Polar- 
dreieck jenes  daselbst  auftretenden  Kegelschnittes,  da  die  Combination 
zweier  ü  jedesmal  das  dritte  U  giebt.  (Vgl.  die  Note  zum  Schluss 
des  §  2.)  Nach  §  2  handelt  es  sich  nun  darum ,  statt  dieses  Polar- 
dreiecks ein  Dreieck  aus  zwei  Tangenten  und  ihrer  Berührsehne  ein- 
zuführen. Als  Tangentenschnittpunkt  wählen  wir  den  Bildpunkt  von 
[4  selbst.  Die  Berührsehne  ist  alsdann  die  Gerade,  welche  die  Bild- 
puukte  von   [^  und   U^  verbindet.     Auf  ihr  müssen  die  neuen  Ui  und 

Ü-^  liegen.     Wir  setzen  daher: 

und  müssen  nun  die  Gonstanten  a,  /3,  y,  d  so  wählen,  dass 

wird.     Dies  liefert  die  Bedingungen: 

—  y  =  üS^      —  ö  =  (Jy. 

Überdies  muss  die  Determinante 

a     ß 


=  (1  +^ö)ad4=0 


—  <y*      ö 

sein.     Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  etwa  setzen: 

6=1,    y  =  l,     d  =  —  1. 
Wir  nehmen  somit  an: 

f7,  E^  U^  -\-  U^^(l  -{-  cos  x)  'P  —  siu  X  '  q, 

[^  =  Z7i  —  C4  ^  (1  —  cos  x)  '  p  -^  sin  X  '  q 

und  erhalten  dann 
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während 

wird.     Somit  ist 

(1  +  cos  x)  'p  —  9,\nx  '  Qy    sin  a;  •!>  +  cos  x  •  g, 
(1  —  cos  x)  '  p  -^^  smx  '  q 

eine  solcLe  Gestalt  unserer  Gruppe,  wie  wir  sie  suchten. 

2.  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  in  x^  y: 
UJ^P,     UJ=yp,     UJ=xyp+  (1  +  y*)g 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
denn  es  ist 

Sie  soll  auf  ihren  Typus  zurückgeführt  werden.  Da  die  erste  deri- 
vierte  Gruppe  zweigliedrig,  nämlich  U^  U^  ist,  so  ist  der  Typus  ent- 
weder der  zweite  oder  der  dritte.     Wir  bestimmen: 

SO,  dass 

wird.     Dies  liefert: 

«  =  (>/Ji    /5  =  —  (>«, 

und  wir  setzen  daher  ()  =  i*,  a  =  1,  ß  =  —  i,  sodass 

ir[=  u,-iu, 

ist.     Dann  kommt: 

Indem  wir  alsdann 
setzen,  kommt: 

Wir  setzen  noch 

u^  =  kV,  +  iiU,    (ft  +  o) 

und  bekommen: 

( ü,  u,)  -  0,   (CT,  ü,)  =  {k  +  fti)  ü,-(ta  =  (21  +  pt)  u,  -  u, . 

Indem  wir  also  etwa 

A  =  i,     f*  =  —  2 

annehmen,  erhalten  wir  insbesondere 

{U,  U,)  =  -  u,. 
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Mithin  hat  unsere  Gruppe  in  der  Gestalt: 

P,  =  (1  —  «!/)j),      ll^(i-  y)p.     Ü,  ^  -  ixyp  -  ii\  +  ./')  f, 
die  gewünschte  Form.     Sie  gehört  zum  Typus  2  des  Satzes  1. 


Kapitel   22. 

Beütimtoniig  aller  Typen  von  ilrei^lieilrigeii  liriippeii   vou  iiifliiitcfli- 
maleii  Transformationen  in  zwei  Veränilerli<;hen. 

Die  Bestimmung  aller  möglichen  ZuBammensetzuiigen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen,  die  im  21.  Ka- 
pitel durch  Reduction  derselben  auf  gewisse  typische  Formen  geleistet 
wurde,  war,  wie  bemerkt,  ganz  unabhängig?  von  der  Zahl  der  Ver- 
änderlichen. Gleichwohl  haben  wir  damals  jeder  typischen  Form  als 
Beispiel  eine  derartige  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  hinzugefügt 
Jetzt  werden  wir  in  systematischer  Weise  alle  dreigliedrigen  Gruppen 
von  infhiilesmaleti  Transformationen  in  zwei  VoänderUcJien  x,  y,  also 
in  der  Ebene,  dadurch  bestimmen,  daas  wir  alle  derartigen  Gruppen 
der  Ebene  von  den  gefundenen  sechs  Zusammensetzungen  darch  Ein- 
führung zweckmässiger  neuer  Variabein  auf  möglichst  einfache^  von 
arbiträren  Grössen  frek  Typen  zurückführen. 

Es  ist  dann  klar,  dass  eich  jede  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene 
durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen  Transformationen  und 
passende  Wahl  des  Coordinatensystems  auf  eine  der  zu  findenden 
Formen  zurückführen  lassen  raus.^. 

§    1.     Beatimmung    aller    Tjpen    von     dreigliedrigen    Gruppen     der 
Ebene,  deren  erste  derivierte   Gruppen  dreigliedrig  sind. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  der  betreffenden 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  1  des  Satzes  1  (§  3  des  21.  Kap.): 

Nach    §  4   des   18,   Kapitels   läast  sich   die  zweigliedrige  Gruppe,«» 
welche  hier   f/,   und    U^   bilden,  durch   Benu'zung  zweckmässiger  Va-   'ii«ben 
riabeln  auf  die  Form  bringen: 

Di  =p,      Ut  =  xp-\-  yq, 


P,t 


sobald   Vi   und    ü^,  wie   wir  znaäebst  annehmen, 
curven  haben.     Ist  dann: 
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U^  EZ  |p  +  riq, 
so  wird 

Da  ersteres  gleich  2U^y  letzteres  gleich   ü^  sein  soll;  so  kommt: 


X 


dx+y^^^^'  ^äx+yä^=2,. 


Hieraus  folgt,  dass  ^  uod  ij  die  Formen  haben: 

§  =  x^  +  ay*,     12  =  2iry  +  /8y^ 

wo  a  und  /3  Constanten  sind.     Es  wird  also: 

ü,  =  (x'  +  af)p  +  (2«y  +  ßy')q. 

Fohren  wir  nun  die  neuen  Veränderlichen 

x  =  x  +  yy,    y  =  y 
ein,  so  wird 

^i  =i'^    ü^  =  {po  +  yy)p  +  yä  =  ^p  +  m 

und 

U,  =  (a;«  +  ay»  +  2yxy  +  ^yy*)^  +  (2a;y  +  ßy^j 

=  (^  +  («  +  ^y  -  y*)y*)P  +  (2iy  -  2yy*  +  ^y*)«. 

Nehmen  wir  also  die  Constante  y,  über  die  wir  verfügen  konneu,  so 

an,  dass 

CC  +  ßy  —  y^  =  0 
wird,  so  kommt: 

üs  =  i^P  +  (2xy  +  ()y^)^. 
Jetzt  also  hat  unsere  Gruppe,   wenn  wir  .r,  y  nunmehr   mit  rr,  y  be- 
zeichnen, die  Gestalt: 

P,     ^P  +  2/3,     ^P  +  (2^!/  +  Qy^)q. 
Wenn  nun  ()  =4=  0  ist,  so  lässt  sich  durch  Einführung  von  Vielfachen 
von  X  und  y  als  neuen  Variabein  erreichen,    dass   schliesslich    q  =  i 
wird.     Sonach  ergeben  sich  die  beiden  Typen: 


P    ^P  +  yQ    ^'l>  + (2^y +  !/^g 


p   ^p  +  ya   ^^p  +  ^^yQ 

Diese  beiden  Typen  sind  wesentlich  von  einander  verschieden:  es  giebt 
keine  Transformation,  welche  den  ersten  in  den  zweiten  überfuhren 
könnte.     Der  Grund  hierfür  wird  in  §  2  des  23.  Kap.  gegeben  werden. 
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Wir  hatten   oben   angenommen,    dasa    U^f  und  U^f  verschiedene^^y®^^*;^^^!^^ 


Bahncurven    haben.     Besitzen    sie  dagegen   dieselben   Bahncurven,   so^^^^^J^^^^ 
können  wir  wegen  (UiU^)  ^  üj  nach  §  5  des  18.  Kapitels  solche  Ver-    kurven, 
änderliche  x,  y  annehmen,  dass  insbesondere 

lJ,=q,     U^  =  yq 
wird.     Sei  dann 

U^—zlp  +  riq, 
so  ist: 


( IJ^  U3)  =  y  (g|  p  +  II  3)  —  ij(?. 


Der  erstere  Klammerausdruck  soll  gleich  2  11^,   der  letztere  gleich   U3 
sein.     Demnach  folgt: 


I, 


Also  ist  S  EiE  0  und  tj  ^  y^,  sodass  die  Gruppe  lautet: 


Q   ya  y^9i 


Wir  haben  also  gefunden,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene,  deren  erste  derivierte 
Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  auf  eine  der  drei  typischen  Formen 
bringen  lässt: 


1)  p    xp  +  yq     a;2p  +  (2a:y  +  y^g 


2) 
3) 


p   xp  +  yq   x^p  +  ^xyq 


2. 


q  yq   y^q 


Für  die  beiden  ersten  Typen  wollen  wir  noch  einige  andere  Formen 
angeben,  die  sich  durch  Einfachheit  auszeichnen.  Um  Typus  1)  zu  er- 
halten, führten  wir  schliesslich  die  neuen  Variabein 

x^x  +  Yy^   y  =  y 

in  die  Gruppe 

.    p,  xp  +  yq^   {^^  +  ay^)p  +  {^xy  +  ßy^q 

ein,  indem  wir  y  als  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

«  +  /3y  —  y*  =  0 

wählten.    Da  diese  Gleichung  zwei  Wurzeln  y,  etwa  y^  und  y^  besitzt, 
so  können  wir  auch,  sobald  y^  =f=  72  '^t, 
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einführen,  wodurch  sich  ergiebt 

p  +  i,   ^p  +  yh   ^p  +  y*5- 

Diese  typische  Form  hätten  wir  auch  direct  aus  der  Form  1)  ableiten 

können,  indem  wir 

x  =  x,    y=x  +  y 

in  dieselbe  einführten.     Wir  sind  also  zu  dem  Typus  gelangt: 

p  +  q,    xp  +  yq,    a^p  +  y^q. 

Wenn  wir  dagegen  in  Typus  1  die  neuen  Veränderlichen 

ä;  =«  2a;  +  y,    y  =-  2x^  +  2xy 

einführen,  so  kommt: 

2{p  +  xq),    xp  +  2yq,    {x^  -  y)p  +  xyq, 

wo   wir   natürlich   in   der   ersten    infinitesimalen  Transformation  den 
Factor  2  weglassen  können. 

Führen  wir  in  Typus  2)  die  neuen  Veränderlichen 

x^x,    y=yy 

ein  und  bezeichnen  dann  x,  y  einfach  mit  x,  y,  so  kommt  die  aus 
gewissen  Gründen  vorzuziehende  Form 

Pf    ^(^xp  +  yq),    a^p  +  xyqy 

wo  natürlich  der  Factor  ^  gestrichen  werden  darf.     Wenn  wir  noch 
in  diese  neue  Form  die  Veränderlichen 

J^       _ x_ 

'^^  y'    ^~       y 
einführen,  so  ergiebt  sich  die  noch  einfachere  Gestalt: 

—  xqy    yq  —  xp,    yp. 

§  2.     Bestimmung  der  übrigen  Tyi>en  von  dreigliedrigen   Gmppen 

der  Ebene. 

Tjrp«n  von  Es  ist  jctzt  uuscrc  Aufgabc,  die  Gruppen  zu  bestimmen,  deren 

Mmmen-  Zusammcusctzung  die  in  Satz  1  des  21.  Kapitels  mit  2)  bezeichnete  ist: 

»«tsung  2. 

(C--0). 

Wenn  zunächst  Ui  und  V^  verschiedene  Bahncurven  haben,  so 
können  wir  nach  §  2  des  18.  Kapitels  wegen  (f^t^)^'^  solche  Ver- 
änderliche eingeführt  denken,  dass 

Ui=p,     Ui=q 
wird.     Sei  dann 
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Us  =  ip  +  mi 
SO  haben  wir  wegen  (f/^?^)^  f^   und   (DJ^)^^^^   ^a  verlangen: 

d^        n    dri  d^        i    drj      

^P  +  ^q^P,    ^p  +  ^-q  =  cq. 

Hiemach  ist 

|i=l,     11^0,    d.h.    |^a:  +  a, 

Fi-^^     Ij-"^'    ^'^'    n  =  cy  +  b, 
sodass 

Us  =  {^  +  o)P  +  icy  +  h)q 

wird.     Da  die  Gruppe  schon   Ui^p  und   ll^^q  enthält,  so  können 
wir  statt  U^  einfach: 

U^  —  aUi  —  bU2^xp  +  cyq 

benutzen,  sodass  sich  der  Typus  ergiebt: 


p    q    xp  '\'  cyq     (c =-  o) 


Haben    aber    U^    und    U^    dieselben  Bahncurven,    so  können   wir 
wegen  (DJZ^)^  0  nach  §  3  des  18.  Kapitels  annehmen: 

Oi  =  g,     U^^xq 
und  haben,  wenn 

U^  =  ip  +  M 
ist,  zu  fordern: 

l^P  +  ^^q  =  q,     x(^^p+^^q)-iq  =  cxq, 
d.  h. 

ay —   '    ay  —  ^    *'*^ay      «  =  ^^7 

also 

I  =  (1  —  c)a:,     12  =  y  +  9>(^)- 

Daher  lautet  der  Typus  zunächst  so: 

q,    xq,     il—c)xp  +  (sf  +  fp{x))q. 

Fahren  wir  y  +  ^(a;)  statt  y  ein,  wobei  ^  die  Gleichung 

(1  —  c)xifXx)  ^  g)  =  ^ 
erfüllen  soll,  so  kommt: 


q    xq     (1  —c)xp'\'yq 

(C  r.>==  0) 


Man  sieht,  dass  der  Fall  c  =  1  besonders  ausgezeichnet  ist,  denn  nur 

Lle,  DUTerontialglelohangen.  32 
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für   c  =  l    haben    alle   iDfinitesimalen    Transformationen    der  Grnppe 
dieselben  Bahneurven  y  «=  Const,  da  dann  der  Typus  lautet: 

q    xq    yq. 

m 

^dw  zu^"*         ^^^  gelangen  zu  den  Gruppen  mit  der  dritten  Zusammensetzung 

sammen-    Jgg    SatzeS    1: 

««trang  3. 

Haben   U^  und   U^  verschiedene  Bahneurven^  so  können  wir 

Uy=p,     U^  =  q 
setzen  und  müssen  von 

Ü9  =  ^P  +  Vi 
verlangen,  dass 

d.h. 

wird.     Somit  kommt 

[73  =  (a:  +  y  +  a)i)  +  (y  +  b)q 
oder,  da  p  und  q  schon  in  der  Gruppe  auftreten: 

(^  +  y)p  +  yq- 

Der  Typus  ist  folglich: 


p  Q   {^  +  y)p  +  yQ 


Wenn  dagegen  f/j  und  t4  dieselben  Bahneurven  haben,  so  können 

wir  annehmen: 

Ui^q,     U^^xq 

und  erhalten  die  Forderungen  für   E^: 
sodass 

|i  =  0,    g^l,    ,|J_|^1+., 

d.  h. 

|  =  —  1,  *7i  =  y  +  ip(x) 
also 

Us^—p  +  iy-h  fp{^))qy 

wird.     Statt  x  wird   —  x,   statt  y  die   Function  cr'jfpel'dx   benutzt. 

Dann  folgt: 


q     —xq    p  +  yq 
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Wenden  wir  uns  zur  vierten  Zusammensetzung:  '^dTr  zu^° 

Wie  früher  können  wir  zunächst  annehmen: 

und  haben  für  ü^  die  Bedingungen: 

^P+^q=p,    ^p+^q  =  0, 

d.  h. 

5  ^  a;  +  a,    ly  ^  6, 
sodass 

ü^  =  (x  +  ä)p  +  bq 

oder;  da  p  und  q  schon  als   Ui  und    t^  auftreten: 

Us  =  xp 
gesetzt  werden  darf.     Also  finden  wir: 


P    q    ^P 


Ist  dagegen  anzunehmen: 

üi  =  q,     U^  =  xq, 
so  kommt: 


d.  b. 

also 
daher 


dy^    '    ay^— ^'     "Vay^    '    dy 

»»—   '    ay  — ^'    *ay     *—  ' 

*^s  =  «!'  +  (»  + 9»  («))  3- 


y  —  X  I  -^  dx  als  neues  y  macht 

Ui  =  xp  +  yq, 
sodass  wir  erhalten: 


q    xq    xp  +  yq 


Die  fünfte  Zusammensetzung  ist  nach  Satz  1,  §  3  des  21.  Kap.,  diese:  d«  zI"" 

sammeo'- 

Zunächst  haben  wir 

Ui=p,     ü^  =  q, 
also 

-^^P  +  ^-q^O,    ^p  +  ^q=p, 
d.  h. 

82* 
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M 

_y  +  o,    ij_ 

=  6, 

U»       (y  +  o)j)  +  hq 

oder,  da  p  und  g  schon-  in  der  Gruppe  vorkommen 

JJt      yp- 

p  q  yp 

• 

Wenn  wir  andererseits  haben: 

U^       q,     U^       xq, 
so  kommt: 

^^  «  j.  ^"J  «       f 

^     -./«««_!.' 

^1  «^       t 

|  =  — 1,    ij  =  9)(a;), 
Ut  =  —p  +  q>(x)q. 

Benutzen  wir  y -\- Jip(x)dx  als  neues  y,  so  bleibt: 

und  es  kommt  der  Typus  (in  dem  —  U^  statt  U^  geschrieben  ist): 


L 


q     xq    p 


Er  deckt  sich  aber  mit  dem  vorhergehenden  Typus,  wie  sich  durch 
Yertauschung  yon  x  mit  y  ergiebt.  Dass  dies  eintreten  kann,  liegt 
darin,  dass  im  vorliegenden  Falle  U^  und  U^  völlig  äquivalente  Rollen 
spielen.  In  allen  übrigen  bisherigen  Fällen  sind  die  erhaltenen  Typen 
wesentlich  von  einander  verschieden. 

Typen  ron         Jctzt  haben  wir  nur  noch  die  letzte  Zusammensetzung  zu  erledigen: 

der  Zu- 

Hier  würde  die  Annahme: 

Ui=p,     U^  =  q 
für   U^  ergeben: 

^  =  0       -^-  =  0      ^  =  0       ^  =  0 
dx  '     dy  ^     dx  *     dy  ' 

d.  h.  5  =  Const.,  ri  =  Const.  und 

U^  ^  Consi  p  +  Const.  g, 

wäre  nicht  von   Ui  und   U^  unabhängig.    Diese  Möglichkeit   ist   also 
ausgeschlossen.     Es  bleibt  die  andere: 

üi  =  q,     U^^xq, 
in  welcher  sich  für   ü^  ergiebt: 


ZoHanin 

.»ilelluog 

aller  Typen 

von  ilreigl.  Crupiieu 

d.  h. 

H-' 

.    I^  =  ».     i  = 

Also  h 

»ben  wir 

ala  leUten 

[ 

den  Typus: 

q    r.q     X{x)q     \. 
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In  ilemselbcn  ist  ^{x)  eiue  arbiträre  Function  von  x. 

Die  bemerken a werte  Thatsache,  dass  die  Ännahms  (7,  ^J),  tj^j 
in  dem  jetzigen  Falle,  wo  alle  Klammerausdrilcke  Null  sind,  keine 
dreigliedrige  Gruppe  liefert,  können  wir  mit  Benutzung  der  in  §  4 
des  14.  Kapitels  eingeführten  Bezeichnung  bo  aussprechen: 

Satz  2:  Sind  drei  infinitesimale  Transformationen  ü/,  U^f,  U^f 
der  Ehene  mit  einander  vertauschbar,  so  sind  sie  von  einander  abhängig. 

3,     ZnsammenAtellnng   aller   Typen    von    dreigliedrigen   Oruppen 
von  infinite Bimalen  Transformationen  der  Ebene. 

Die  in  §§  1  und  2  gefundenen  Typen  sollen  nun  in  einem 
Schema  zusammengestellt  werden.     Dabei  bemerken  wir  Folgendes: 

Zwei  Typen  ergaben  sich,  die  eine  arbiträre  Constante  c  ent- 
hielten, die  4=0  war.  Die  speciellen  Formen,  für  die  c^l  ist,  be- 
sitzen aus  gewissen  Gründen  besondere  Bedeutung  und  sollen  deshalb 
besonders  angegeben  werden.  Wir  sehen  übrigens,  daas,  wenn  c  =  0 
gesetzt  wird,  Typen  hervorgehen,  die  später  besonders  aufgestellt  wurden. 

Für  die  beiden  ersten  Typen  haben  wir  in  §  1  mehrere  Formen 
abgeleitet.  Einige  derselben  sind  in  dem  fdgeudeu  Schema  ange- 
geben. Dabei  bedeutet  das  Zeichen  sh  die  Worte:  „durch  Einfüh- 
rung neuer  Veränderlicher  UberfUhrbar  in". 

A.    Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  dreigliedrig, 

\    p^q    xp-i-yq    x*p-\-y*q    \  = 


p  +  xq     xpi-  2yq     (x*  —  y)p  -f-  xyq 


p     2xp  +  yq    a/'p-i-xyq     \  = 


=  xq     xp  —  yq     yp 


V'J    y"? 
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B.     Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  zweigliedrig. 


4) 
5) 


P    g     xp  +  cyq    0  :-o,  =s  1 


q     xq     {1  —  c)xp -{- fjq     cHO,   h=  i 


6) 

7) 
8) 
9) 


10) 


11) 


12) 


13) 


p  q  «p+y«   ' 

q    xq    yq 

p  9  (^+  y)p  +  yq 

,       1 

q    xq    p  +  yq     •. 

e  derivierte  Gnt^ 

ppe  ist  eingli 

P    ü    a-j) 

q    xq    xp  -i 

• 

ijypc  ist  nulUj 

c)q     '. 

1 

P    Q    ^q 

1 

• 

fe  derivierte  Gru 
q     xq      X(;3 

Nach  §  4  des  4.  Kapitels  sind  fast  alle  Typen  projective  Gruppen, 
nämlich  Typus  1  in  seiner  zweiten  und  die  übrigen  in  den  hin- 
geschriebenen Formen  mit  Ausnahme  der  beiden  Typen  3  und  13, 
you  denen  man  beweisen  kann,  dass  sie  sich  nicht  durch  Einführung 
neuer  Variabein  auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  dass  ihre  in- 
finitesimalen Transformationen  projectiv  werden.  Obgleich  wir  von 
dieser  Thatsache  keinen  Gebrauch  machen  werden,  wollen  wir  ihren 
Beweis  kurz  angeben:  Da  eine  infinitesimale  projective  Transformation 
die  Diflferentialgleichung  zweiter  Ordnung  y"  =  0  invariant  lässt  (vgl. 
das  Beispiel  zu  §  6,  Kap.  16,  S.  389),  so  mtissten  auch  die  drei  hr^ 
finitesimalen  Transformationen  g,  yq,  y'^q  gemeinsam  eine  DiflFerential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  wenn  der  Typus  3  durch 


ZDrSckdlbruDg  dieigl.  Gtuppei 


n  iuf.  Trf.  der  E 
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EiafübruDg  neuer  Variabein  projectiv  gemacht  werdeu  könnte.  Es 
mÜHste  also  eine  Scliar  von  oo'  Curven  existieren,  welche  durch 
ffi  V^t  y*i  unter  einander  vertauscht  würden.  Wäre  y  =  t\x)  eine 
dieser  Curven,  so  würden  die  endhchen  Translationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  q  diese  in  die  Curven  ff  =  f(x)  +  a  überführen,  die  auch  der 
Schar  angehören  niiissteu.  Ferner  würden  die  endlichen  Trausforma- 
tioneu  der  üruppe  yq  die  Curven  y  =  f{z)  +  a  offenbar  in  die  Curven 
by  =  f{x)  +  a  QberfUhren,  und  die  endlichen  Transformationen  der 
Ijruppe  y^q  würden  diese  in  die  Curven 


diu  Ciirveu 

Dies   aber  sind   co'  Curven.     Jede  Curve   wird  also   bei 
oo'  Curveij  übergeführt,  niemals  in  nur  oo'.    Es  esistiert 

demnach  auch  keine   invariante  Differentialgleichung  /weiter  Ordnung 

beim  Typus  3.    Beim  Typns  13  wird  eine  Curve  y  =  f\x)  auch  stets 

in  oc'  Curven 

y^f(i)  +  a  +  lx  +  oX(x) 

transformiert,   sodass    auch    diöser   Typus    keine    Differentialgleichung 

Eweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann. 


oder  i 


verwandeln. 
9,  VI,  fa 


Kapitel  23. 

Znriii'kllihrniig  der  drfigliedi-igeu  tirnppen  von  iniliiiteKimale»  Irnns- 
foriuatioiien'dfr  Ebene  auf  ihre  caoonixeheu  Formen. 

Das  Ziel  aller  unserer  jetzigen  Betrachtungen  ist,  wie  schon 
hervorgehoben  werde,  die  Integration  derjenigen  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine  bekannte  drei- 
gliedrige Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten.  Durch 
die  Aufstellung  der  canonischen  Formen  der  dreigliedrigen  Gruppen, 
wie  sie  in  §  3  des  vorhergehenden  Kapitels  angegeben  iat,  sind  wir 
diesem  Ziel  schon  bedeutend  näher  gerückt.  Die  Schritte,  die  noch 
nötig  sind,  werden  nun  in   diesem  und  dem  nächsten  Kapitel  gethan. 
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§  1.    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  jt,  y,  welche  eine 
dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

d^M^^'^ode  Nehmen  wir  an,  die  Differentialgleichung 

c€f£  Sl{x,  y,  y,  y")  =  0 

oder  inv.  gestatte  die  drei  infinitesimalen  Punkttransformationen  U^f^  U^f,  UJj 
welche  eine  dreigliedrige  Gruppe  bilden.  Alsdann  ist  die  Schar  der 
cx>^  Integralcurven: 

der  Differentialgleichung  invariant  gegenüber  diesen  dreien   und  über- 
haupt jeder  infinitesimalen  Transformation 

Const.  UJ+  Const.  UJ+  Coust.  U^f 

der  dreigliedrigen  Gruppe. 

Betrachten  wir  insbesondere  eine  bestimmte,  aber  beliebige  unter 
diesen  IntegralcurveU;  erteilen  wir  also  a  und  l  bestimmte  Werte. 
Ulf  führt  diese  Curve 

a}{x,y,a,b)  =  0 
in  die  Curve 

(o(x,  y,  a,  b)  —  Uioät  =  0 

über.    Diese  muss  zur  Schar  der  Integralcurven  gehören  und  also  auch 
eine  Gleichung  von  der  Form  haben: 

(o{Xy  y^a  —  dl«,  h  —  S^V)  =  0 
oder: 

(o{x,  y,  a,  6)  -  ^  ä^a  —  -^  d^ft  =  0. 
Hier  sind  ä^a  und  ö^h  gewisse  unendlich  kleine  Zahlen.     Es  ist  also: 

Analog  führen   Ü2/  ^*"^   U^af  ^^^  Curve  cd  ==  0  in  benachbarte  Curveu 

a)(xy  y,a  —  d\a,  b  —  d^b)  =0, 
a}{x,  y,a  —  8^a,  b  —  6^b)  =  0 


über,  und  es  ist 


*^«"'  =  ä^  IT  +  dh  Ti  > 

jj      —  dto  S^a    .    da  S,b 


Nun  ist  es  leicht,  eine  infinitesimale  Transformation 

c,UJ+c,UJ+c,UJ 
der  dreigliedrigen  Gruppe  anzugeben,  welche  die  lutegralcurre 
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,  welche  eine  dreigl.  ' 
r,  6)  =  0 
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a  (x,  y,  a 
iuvariaiit  lässt.     Wir   haben  ja  nur  c, ,  Cg,  c^  so  zu  bestiiumeu,  li&as 

c,  tr,  o  +  c,  U^e)  +  f,  U^to  =  0 
für  üile  Punkte  (x,  y)  der  Curve  wird,  d.  h.  wegen  der  obigeu  Werte 
Ton   t^oj,   ?/^ra,  (/j,ra  haben  wir  c,,  e,,  f^  so  zu  beBtiniiucu,  dass 

wird.  Es  lassen  sich  aber  stets  solche  Constanten  Pj,  c^,  Cj  angeben, 
denn  -4y  u.  s.  w.  sind  ja  sümtlich  bestimmte  Zahlen.  Unter  den  in- 
finitesimalen TraiisformationGn  der  dreigliedrigen  Gruppe  giebt  es  also 
sicher  miodesteus  eine,  welche  eine  beliebig  ausgewählte,  aber  be- 
atiiunite  lutegralcurve  invariant  lüsst,  d.  h.: 

Satz  1:     Geslalld  die  Diß'erenlialglekhung  zweiter  Ordnung 

^{^,  y,  y,  y")  =  o 

eine  ärmgliedrige  Gruppe  höh  infmitesimalen  Transfomtationen  in  x,  y, 
so  ist  jede  lutegralcurve  hei  mindester^  einer  itißnitcsimaten  Transfor- 
mation der  dreigliedrigen  Grtyjpe  invariant. 

Audi    aus   diesem    Satze   kann   man    schliegsen,   dass   die  beiden 
dreigliedrigen  Gruppen 

a>  yi,  y'a, 

q,  xq,  X{x)q 
keine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen.  Denn 
die  erste  hat  nur  oc'  Bahncurren  x  ^  Conat.  und  ausser  diesen  bleiben 
□ur  gewisse  Geraden  y  ^  Const.  bei  irgend  einer  infiuitesi  malen  Trans- 
formation der  Gruppe  invariant,  sodass  also  keine  ot>-  solche  Curveu 
existieren,  deren  jede  wenigstens  eine  der  infinitesimalen  Transrorma- 
tionen  zulässt.  Die  zweite  Gruppe  besitzt  die  <xi^  Babncurven  x  ^  Const. 
und  ausser  diesen  giebt  es  keine  Curve,  welche  irgend  eine  ihrer  in- 
finitesimalen Transformationen  gestattet.  Hiermit  ist  die  zum  Schluss 
des  g  3  des  Kap.  22  gemachte  Bemerkung  in  etwas  anderer  Weise 
begründet,  als  dort  geschehen. 

Handelt   es    sich    nun  darum,   eine  vorgelegte  Dilf'erenlialgleichung  ^'^ 
guieiter  Ordnung  J| 

^{^,y,y'}y")  =  o 

zu  integrieren,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Traußformaliunen  U^f,   U^f,   U^f  gestattet,  so  bietet  sich  die 


folgeude  lutegratluusuiftliode  dar:  Mau  liUirt  iu  die  Ciruppe  üulche 
neue  Veränderliche  ein,  dasa  sie  ihrii  canunisclie  Form  anoinimt.  DaW 
goht  ilio  DifTereutialgleichiiug  iu  eine  eolche  Ober,  welclie  eiue  der 
oben  bestimuiteu  Typeu  vou  dreigliedrigen  tiru[>peu  gestattet,  uod 
vereinfacht  »ich  deshalb  bedeutend,  da  jeue  Typen  selbst  sehr  einFsche 
ü estalt  haben. 

Die  Integration  wäre  also  geleistet,  wenn  uian 

1)  jede  dreigliedrige  Gruppe  auf  ihre  canouische  Form  zuraek- 
führen  und 

2)  jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  eine  jener 
cäuonischen  Gruppen  gestattet,  integrieren  könnte. 

Mit  dem  ersten  Problem  beschürttgun  wir  uns  in  diesem,  mit 
dem  zweiten  im  nächsten  Kapitel,  Eine  andere  Integrationsmethode, 
nach  der  die  Zurück ttthrung  auf  die  caiiouiscbcu  Formen  in  den  meisten 
Fällen  vermieden  werden  kann,  aoll  zum  Schluss  des  nächsten  Ka- 
pitels entwickelt  werden. 


idiiotiöii'         Unsere  Aufgabe  ist  also  jetzt  die,  chie  vorgcleyk  drci/flutirigc  Gruppe 
"'^ai^Äft   f^/i   fj/  "'*f  '^''"'   ^KP"*   durch   Jienulming  passender    Variabeh 
'"'''^'^'ewiickttiftihren.     Dabei    bemerken   wir,   dass    dies    Problem   eigenÜieh 
zwei   einzelne   enthält     Erstens  nämüch  handelt  es  sich  darum,  über- 
haupt zu  erkennen,  welche  von  den  obigen  13  Gruppen  der  zngehdrigs 
Typus  ist,  und  etecitens  darum,  wie  man  die  zur  Überfiihrung  nötigen 
neuen  Variabein  bestimmt.     In  bezug  auf  das  erste  Problem,  das  wir 
™'^™^da3   der  Normierung  der  Gruppe   nennen,   können   wir  Folgendes  TOT 
vornherein  aussagen:    Indem   wir  {U^V^,  {UiÜ^   und  (Pgt^)  bildeo, 
erkennen  wir,  ob  die  erste  derivierte  Gruppe  3-,  2-,  1-  oder  0-gliedrig 
ist,   d.  h.   ob   der  gesuchte   Typus   in  der  Zusammenatellong  des  §  3 
des  vorigen  Kapitels  unter  Ä,  li,  C  oder  D  vorkommt.    Dadurch  wiii 
die  Zahl  der  Typen  in  jedem  Fall  erheblich  verringert.    Auch  können 
wir   die   Gruppen    3    und    13   nach   dem   Obigen  toq   vornherein  aua- 
schliessen. 

Wie  sich  die  weitere  Normierung  des  Typus  und  die  Überfahrung 
in  den  Typus  in  jedem  einzelnen  Falle  gestaltet,  soll  in  den  folgenden 
Paragraphen  entwickelt  werden. 

Dabei  wird  von  einer  einfachen  Bemerkung  mehrfach  Gebrauch 
gemacht,  die  wir  hier  vorausschicken  wollen. 


"ti«""""^         Bilden    ü,f,    f^/',    ÜJ'  eine  dreigliedrige   Gruppe  und    sind    r,'/", 
DfHBi  1.  o  t^Yi    iJ^'f  die   einmal    erweiterten    infinitesimalen   Trans formaÜoou^ 
also  etwa 
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wo  gr'  ^  ö-v ,  80  können  wir  nach  den  Differentialgleichungen   erster 

Ordnung 

W(x,  y,  y)  =  0 

fragen,  welche    ?7,,   U^  und   {^  gestatten.     Für  diese  müssen 

dW    cW 
sämtlich  vermöge    W^^O  verschwinden,  d.h.  es  muss,  da  -fz-)-^ 

und  -,^-7-  nicht  sämtlich  vermöge  W=^0  verschwinden  oder  wenigstens 

W«=0  immer  so  geschrieben  werden  kann,  dass  dies  vermieden  wird, 
die  Determinante 

j  ?i     Vi     Vi 

'  ^3     ^8     Vs 

sein  vermöge  W=0,  Ist  sie  nun  nicht  identisd^  Null,  so  muss 
z/ =  0  völlig  die  Gleichung  W=0  ersetzen,  d.  h.  ^  ==  0  ist  die 
gesuchte  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Man  kann  nun  umgekehrt  beweisen,  dass  jd  ^=0  immer  die  drei- 
gliedrige Gruppe  Uifj  U^f\  U^f  gestattet.  Doch  brauchen  wir  diesen 
Satz  nicht.  Es  genügt,  durch  Nullsetzen  der  Determinante  überhaupt 
ein  Mittel  zu  habend  alle  eventuell  existierenden  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  finden.  Zerfallt  J  in  einzelne  Factoren, 
so  kann  man  in  einem  concret  vorliegenden  Fall,  wie  dies  unten  ge- 
schehen wird,  immer  verificieren,  dass  jeder  Factor  gleich  Null  ge- 
setzt eine  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  darstellt, 
vorausgesetzt,  dass  er  y  enthält.  Doch  entgeht  bei  dieser  Ableitung 
unter  Umständen  eine  invariante  Differentialgleichung  der  Aufmerk- 
samkeit, nämlich  die   der  oo^  Geraden  x  =  Const.  mit  der  Gleichung 

-\  =  0. 

y 

Es  liegt  dies  in  einem  Mangel  des  Cartesischen  Coordinatensystems. 
In  jedem  Fall  ist  also  noch  besonders  zu  untersuchen,  ob  die  Schar 
X  =  Const.  invariant  bleibt.  Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
die  Incremente  von  x  sämtlich  nur  von  x  abhängen. 
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Kapitel  23,  §  2. 


Nor- 
mienuig. 


§  2.     Zorüokfiihrung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  dreigliedrig  ist,  auf  ihre  canonische  Form« 

Angenommen,  es  handelt  sich  um  die  gegebene  dreigliedrige 
Gruppe  Ulf  U^,  U^,  deren  erste  derivierte  auch  dreigliedrig  ist,  und 
deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  sämtlich  dieselben  Bahn- 
curven  haben.  Nach  dem  Früheren  muss  sie  auf  einen  der  Typen 
reducierbar  sein: 

1)      p  +  Qf  ^p  +  yif  ^p  +  y^r, 

2)        p,    2xp  +  yq,    s^p  +  xyq. 

Um  zu  entscheiden,  auf  welchen,  suchen  wir  die  Anzahl  der  in- 
varianten Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Zu  dem  Zweck 
bilden  wir  nach  der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  die 
Determinante  jd.    Beim  Typus  1  lautet  sie: 

1      1  0 

X     y  0 

a^    y*    2(y  —  x)y 

In   der  That   ist,   wie   man    verificieren    mag,   y  =  0  eine  invariante 
Differentialgleichung  erster  Ordnung.     Offenbar  ist  auch 


=  2(,  -  i)V. 


7-» 

beim  ersteu  Typus  eine  solche.    Beim  Typus  2  lautet  die  Determinante 


1 

2x 


0 

y 


0 

-y' 


.2 


y' 


x''    xy    y  —  xy 

Sie  liefert  also  keine  invariante  Differentialgleichung.  Aber  offenbar 
ist  auch  hier 

y 

invariant.  Typus  1  und  2  unterscheiden  sich  mithin  dadurch,  dass 
der  erste  zwei,  der  zweite  nur  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung invariant  lässt,  weshalb  sie  auch  wesentlich  verschieden  sind. 

Nun  suchen  wir  in  derselben  Weise  die  bei  JJj,  üg,  U^  invarianten 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Sind  es  zwei,  so  ist  die  vor- 
gelegte Gruppe  auf  die  erste  Form,  ist  es  nur  eine,  so  ist  sie  auf  die 
zweite  Form  reducierbar. 


auf  T^pi^^i.         Zunächst  mögen  es  zwei  sein,  d.  h.  11^  U^,  U^  sei  auf  Typus  1 
reducierbar.     Dieser  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 
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wenn  seine  infinitesimalen  Transformationen  mit  F^,  Fj,  V^  bezeichnet 
werden.  Wir  bringen  daher  die  gegebene  Gruppe  auf  dieselbe  Zu- 
sammensetzung und  zwar  in  der  allgemeinsten  Weise,  in  der  dies 
möglich  ist.     Zu  dem  Ende  setzen  wir  etwa: 

f/s  =  Ci  üi  +  c^U^  +  c^U^ 
und  bestimmen  die  Constanten  a,  h^  c  in  allgemeinster  Weise  so,  dass 

wird.  Dies  ist  offenbar  ein  rein  algebraisches  Problem  und  immer  zu 
erledigen.     Ist  dies  geschehen  und  ist  etwa: 

so  können  die  $  und  17  noch  einige  der  Gonstanten  a,  6,  c  als  arbiträr 
enthalten.  Es  muss  nun  notwendig  solche  Functionen  x  und  y  von  x 
und  y  geben,  dass  [/^  in  F,,  £^  in  Fj  und  Ü^  in  Fg,  geschrieben  in 
X  und  y  statt  x  und  y,  übergeht,  und  zwar,  wie  man  allgemein  be- 
weisen konnte,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  noch  arbiträren  Con- 
stanten.    Wir  setzen  also  an: 

fc  ^  j_       K  —  Ka^K 
^1  dx  ■+■  '^i  dy~  dx'^  dy' 

t    df    ,         ^f  _-    df    ,.    df 

^^dx^^^  dy  ^  dx^^  dy 
Hieraus  liessen  sich  x  und  y  durch  Integrationen  bestimmen,  denn 
setzen  wir  f^^x  oder  ^^,  so  ergeben  sich  jedesmal  Differential- 
gleichungen für  X,  y.  Aber  wir  können  einfacher  verfahren:  Es  sind 
dies  drei  Gleichungen,  welche  das  Verschwinden  der  Determinante 
nach  sich  ziehen: 

liP  +  %^     1      1 

oder: 

oder: 

(JkP  +  %3)  +  ^y{liP  +  ViQ)  —  i^  +  y)  (fep  +  ri^q)  =  0. 
Andererseits   besteht   aber   zwischen   den   drei   infinitesimalen   Trans- 
formationen die  Relation  (vgl.  §  1  des  7.  Kap.): 
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oder: 


iiP  +  ViQ     Si     Vi 


0 


+  (63^1  —  ii%)  {^iP  +  V2Q)^  0. 

Sicher  besteht  keine   andere  Relation  als  diese  zwischen  ihnen,  denn 

zwischen 

j)  +  g,    xp  +  yq,    x^p  +  y^q 

besteht  nur  eine,  und  auf  diese  Gruppe  soll  ja  die  gegebene  reducierbar 
sein.  Wir  fanden  aber  vorher  eine  Relation.  Dieselbe  muss  sich  also 
mit  der  jetzigen  decken  und  der  Vergleich  giebt: 


xy 


a?  +  y  =  — 


ig  ^1  —  6t  nt 


Si  ^2  —  £s  ^1 

Also  lassen  sich  x  und  y  rein  algebraisch  als   Functionen  von  x^  y 
bestimmen. 

Damit  ist  die  Reduction  geleistet  und  zwar  in  der  allgemeinsten 
Weise,  in  der  sie  überhaupt  möglich  ist. 

ttufT"ypi^8\         Gesetzt  nun,  die  Gruppe   DJ,   U^,   ü^  lasse  nur  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  invariant,   sei  also  auf  den  zweiten  Typus 

reducierbar: 

p,     2xp  +  yq,    x^p  +  xyq. 

Wir  schlagen  dann  denselben  Weg  ein  wie  vorher:  Dieser  Typus  hat 
die  Zusammensetzung 

(F.F,)-2F„    {y,V,)^V„    (F,F,)  =  2r„ 

und  wir  bringen  zunächst  die  vorgelegte  Gruppe  in  allgemeinster 
Weise  auf  eine  solche  Form 

dass  sie  dieselbe  Zusammensetzung  hat.  Dies  erfordert,  wie  wir 
wissen,  nur  algebraische  Operationen.  Alsdann  giebt  es  Functioneo 
X  und  y  von  x,  y,  so  dass: 

£    ^I  +  ri    ^=^^ 

d£  .      ^/-  _  -2  a/  ,  _  _  ^7 

3  dx  "^  ^«  dy  "~  ^    dx'^  ^^  dy 
wird.     Also  besteht  die  Relation: 
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Up  +  VsQ    ^^   ^y 

oder: 

(SsP  +  %«)  +  ^\iiP  +  ^1^)  -  ^{Up  +  n%Q)  =  0, 

während  doch  zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  nur 
die  Relation 

bestehen  kann.     Somit  ist,  wie  der  Vergleich  lehrt: 

r;  63  ^1  — 'll^8  x;«  St  ^3  —  I3  ^« 

Diese  Relationen  geben  ^,  aber  nicht  y.  Dass  sie  sich  nicht  wider- 
sprechen, ist  von  vornherein  sicher.  Um  auch  y  zu  finden,  benutzen 
wir  die  drei  Gleichungen  (1).  Setzen  wir  darin  f^EEx,  so  ergiebt  sich 
keine  Bestimmungsgleichung  für  y,  wohl  aber,  wenn  wir  f^y  setzen. 
Dann  kommt: 

y    cy    y         cy 

^  dl  +  "i^  ^j = "^y  ■ 

Die  letzte  Gleichung  muss  sich  natürlich,  wenn  in  ihr  für  x  der  ge- 
fundene Wert    eingesetzt  wird,   auf  die   vorletzte  reducieren,   kommt 

also   nicht  in  betracht.     Die  beiden  ersten  geben     ^  ^  und     ^  ^  als 

bekannte  Functionen  und  daher  lg  y^  also  y  selbst  durch  eine  Quadratur, 
Die  Reduction  ist  also  vermittelst  einer  Quadratur  zu  leisten. 

Das  in  beiden  Fällen  zuerst  zu  erledigende  Problem,  die  vor- 
gelegte Gruppe  in  allgemeinster  Weise  auf  die  betreffende  Zusammen- 
setzung zu  bringen,  deckt  sich  wegen  der  in  §  2  des  21.  Kapitels 
gegebenen  geometrischen  Deutung  mit  dem  Problem  der  analytischen 
Geometrie,  als  Grunddreieck  des  homogenen  Goordinatensystems  in  alU 
gemeinster  Weise  ein  aus  zwei  Tangenten  jenes  Kegelschnittes  und 
ihrer  Berührsehne  gebildetes  Dreieck  einzuführen.  Doch  wird  man, 
wenn  es  nur  darauf  ankommt,  überhaupt  auf  irgend  eine  Weise  die 
Reduction  zu  leisten,  bequemer  verfahren,  indem  man  versucht,  ob 
nicht  irgend  eine  leichter  zu  findende  speciellere  Auswahl  der  infinite- 
simalen Transformationen   J7i,   U^,  ü^  zum  Ziele  führt. 
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=  («y+l)*-2y. 


Nach   einem   allgemeinen  Satze,   den  wir  jedoch  hier  nicht  ent- 
wickeln, ist  dies  bei  jeder  Annahme  der  Fall. 
Beispiele.  1,  Beispid:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

^P  +  Q7    —^p  +  y^7   P  +  y'i 

auf  ihre  canonische  Form  bringen.  Da  ihre  erste  derivierte  drei- 
gliedrig ist,  muss  sie  sich  auf  Typus  1  oder  2  reducieren  lassen.  Die 
Determinante    aus    den    erweiterten   infinitesimalen   Transformationen 

lautet: 

a^       1     -  2a:y' 

—  xy         2y 

Die  Gruppe  lüsst  also  die  Dififerentialgleichung  erster  Ordnung  y  =  0 
invariant  (wie  noch  verificiert  werden  mag)  und  überdies  offenbar  diese: 

im  ganzen  mithin  zwei,  und  sie  ist  daher  auf  Typus  1  zurdckzufQhreo. 
Man  erkennt,  dass  sie  überdies  schon  genau  dieselbe  Zusammensetzung 
wie  dieser  hat.     Versuchen  wir  daher^  direct  anzusetzen: 

—  xp  +  yq  =  xp  +  yq, 

p  +  y^2^  x^p  +  y^ä- 

Es  würde  sich  hieraus  ergeben: 

x^p  -]-  q         11 

—  xp   -{-yq      X      y 

P  +y^Q 


oder: 


x'2     y^ 


=  0 


(y  —  ^')iP  +  y^q)  +  xy(y  —  x)  (x^p  +  q)  —  if  -  x^)  (—  xp  +  yg)  =  0 
oder  also: 

{P  +  y^q)  +  xy{o(?p  '\'q)  —  {x  +  y)  (—  xp  +  yq)  =  0. 
Andererseits  besteht  aber  die  Identitüt: 


oder: 


a?p-{-q 


X 


2 


—  xp  -{-  yq      —  X 
p  +  y^q       1 


1 

y 


=  0 


{xhj  +  x){p  +  y^q)  —  {xy^+  y) {x^p  +  (?)  -  {x^y^ -  1)  (—  xp  +  y(?)  =  0, 
also: 

{p  +  fi)  -  l  i^'p  +  (?)  -  '"^  r  -'  (-  ^i»  +  y«)  =  0. 

Der  Vergleich  giebt: 


X 
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y 

xy  =  —  - 


_    ,    _        a?y  —  1 


also: 


.   xy  +  l 
Wir  können  also  entweder  setzen: 


X 


oder: 


x  =  y,   y  =  — 


1 


X 


X 


y^y- 

In   der  That  führen  beide  Variabelnpaare  die  vorgelegte  Gmppe  auf 
Typus  1  zurück. 

2.  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

j),    sin  a;  •  j)  4"  cos  x  •  q,    cos  x  -p  —  ainx  *  q 
auf  ihre  canonische  Form  bringen.     Ihre  erste  derivierte  Gruppe  ist 
dreigliedrig;   sie   ist   also   auf  Typus  1   oder  2  zurückzuführen.     Wir 
bilden  die  Determinante  der  erweiterten  Transformationen.     Sie  ist: 

10  0 

sin  X       cos  X       —  sin  a;  —  y  cos  x 

cos  X     —  sin  a;     —  cos  x  -{-  y  sin  x 
Daher  lässt  die  Gruppe  nur  die  eine  Dififerentialgleichung  erster  Ord- 
nung -r  «=  0  invariant,  die  Gruppe  ist  mithin  auf  Typus  2  zu  redu- 

cieren.     In   §   3    des   21.   Kapitels    haben    wir    schon    dies    Beispiel 
betrachtet.   Danach  nehmen  wir  die  Gruppe  in  der  Form  an: 

DJ  ^  (1  +  cos  rr)  •  p  —  sin  Ä  •  5,     D^  ^  2  sin  a?  •  j)  +  2  cos  x  •  g, 

t^  ^  (1  —  cos  x)  '  p  •:{'  sin  X  '  q. 
Wir  stellen  nun  die  Relation  auf: 


^  = 


oder: 


Ui  1  +  cos  X  —  sin  a: 
Ui  2  sin  a;  2  cos  x 
U^     1  —  cos  a?       sin  a: 


=  0 


(1  +  cos  a;)t^  +  (1  —  cos  a;)  C^  —  sin  a;!^  ^  0, 
während  andererseits       _  _  _ 

U^  +  x'U,  -xU2  =  0 
sein  soll,  wie  oben  in  der  allgemeinen  Entwickelung.    Somit  haben  wir: 

sin  Ä  -o        1  —  008  X 


X 


c? 


1  +  cos  x^  1  +  cos  X 

In   der  That  ist  die  zweite  Gleichung  eine  blosse  Folge  der  ersten. 
Zur  Bestimmung  von  y  haben  wir  nun  die  Gleicliungen: 

Lie,  Differentialgleiohangen.  33 
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(1  +  COS  a;)  II  —  8in  a;     ^  =  0, 
2  8ma;^|+  2co8a:^  — y, 


woraus  folgt: 


dlgy  smx  d\gy        l 


dx  2(1  +  cosa:)'        dy  2' 

und  eiue  Quadratur  giebt: 

ky  =  ^  —  lg  cos  ^a:, 


2 

also  setzen  wir: 


Bin  X 
X  = 


1  +  cos  « '      ^        C08  ^  o; 

In  der  That  gehen  U^j  Ü^,  U^  durch  Benutzung  dieser  neuen  Yariabeln 

über  in 

p,     2xp  +  yqy    Ä*J)  +  xyq, 

womit  die  Reduction  durchgeführt  ist. 

§  3.     ZnrüokfQhning  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  zweigliedrig  ist,  auf  ihre  oanonisohe  Form. 

Es  liege  nunmehr  eine  dreigliedrige  Gruppe  üi,  U^,  U^  in  x,  y 
vor,  deren  erste  derivierte  zweigliedrig  ist,  und  die  überhaupt  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann.  Dieselbe  muss 
sich  nach  dem  in  §  3  des  22.  Kapitels  gegebenen  Schema  auf  einen 
der  folgenden  Typen  zurückführen  lassen: 

p      q      xp  +  cyq,  (c-po) 

q    xq     {l  —  c)xp  +  yq,        (c=i=o,  nn) 

ff    «ff    yQ> 

q    xq    p  +  yq. 

Der  damals  mit  6  bezeichnete  Typus  ist  hier  in  dem  ersten  Typus 
enthalten,  da  bei  diesem  nur  der  Fall  c  =  0  ausgeschlossen  wird, 
nicht  auch  c  =  1. 

Normiening.  Zunächst  ist  Icicht  ZU  entscheiden,  wann  die  vorgelegte  Gruppe 
auf  die  dritte  Form  gebracht  werden  kann,  nämlich  dann  und  nur 
dann,  wenn  ihre  inßiiitesimalen  Transformationen  samtlich  dieselben 
Bahncurven  haben.  Vom  dritten  Typus  kann  daher  weiterhin  bei  der 
Normierung  abgesehen  werden. 

Um  nun  zu  unterscheiden,  auf  welchen  der  übrigen  Typen  die 
vorgelegte  Gruppe  reducierbar  ist,  werden   wir  die  ersten  derivierten 


IZarilcIcfilbniQg  e.  dreigl.Qr.,  deren  er jte  dcriv.  sweigl.  int,  aafihreci 


1,  Form.     filT) 


Gruppen  betTachten.  Sie  sind  die  Gruppen  p,  g  und  q,  xq.  Im  eraten 
und  vierten  Fall  haben  die  infinitesimalen  Transformalionen  der  ersten 
derivierten  Gruppe  verschiedene,  im  zweiten  und  letzten  Falle  die- 
selben Bahncurven.  Indem  wir  auch  die  erste  derivierte  Gruppe  der 
Torgeiegten  Gruppe  CT,,  U^,  JJ^  daraufhin  betrachten,  entscheiden  wir 
sofort,  ob  die  Gruppe  auf  den  1.  oder  4.  oder  aber  auf  den  2.  oder 
5.  Typus  reducierbar  sein  mass,  denn  es  ist  klar,  dass  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  jene  Eigentümlichkeit  nicht  ändert,  wenn  neue  Ver- 
änderliche in  dieselbe  eingeführt  werden. 

Nun  fragen  wir  weiterhin  nach  der  Anzahl  derjenigen  infinitcsi- 
tnalen  Transformationen  F/"  der  Typen,  welche  sich  bei  jeder  Klaramer- 
operation  reproduciereu.  Bei  allen  Typen  geben  ja  die  Klammer- 
Operationen  nur  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  derivierten 
Gruppe,  eo  z.  B.  beim  ersten  nur  j>,  q.  Wir  suchen  daher  z,  B,  bei 
diesem  eine  Transformation  ap  -\-  ßq,  sodass  jedes 

(ap  +  ^3,  Ap  +  fts  +  f («P  +  cyq)) 
die    Form  ^(ap  -f-  ßq)    hat,    welche    constanten   Werte   auch   l,  (i,  v 
haben    mögen,     Da    die   erste   derivierte    Gruppe    aus    vertausch  baren 
mfinitesimalen  Transformationen   besteht  —  wie  auch  bei  den  andern 
Typen  — ,  so  brauchen  wir  offenbar  mir  zu  verlangen-. 

{ap  +  ßq,  xp  -(-  cy?)  =  p{ap  -f-  ßq). 
Anarechnung  giebt: 

«iJ  +  jSc?  — p(ap  +  jS3), 

(l-p)«  =  0,  (c-p)^  =  0. 
Jst  c  =^  l,  so  liefert  dies  p  ^  1  oder  p  =  c.  Für  e  ^  1  kommt 
ß  ^0,  die  gesuchte  Transformation  ist  also  p.  p  =  c  liefert  «  =  0, 
d,  h.  die  Transformation  q.    Im  Falle  c  =4=  1  giebt  es  also  gerade  zwei 

I  infinitesimale  Transformationen  der  gesuchten  Art.  Wenn  dagegen  c=  I 
ist,    so    ist   p  ^  1    (weil   sonst   a  =  ^  =  0  wäre)   und   a  und  ß  sind 

'  beliebig,    d.  h.    alsdann    sind   alle    unendlich   vielen   Transformationen 

\ap-\-  ßq  solche  der  gewünschten  Art. 


Beim 
Beim 


zweiten 

vierten  Typus  fordern 


ypus  reproduciereu  sich  analog  nur  q 


xq. 


(ap  +  ßq,  (x  +  y)p  -f  yq}  =  ?(«].  +  ßq). 


Aasrechnnng  giebt: 


(i-e)«  +  /j  =  o,    (1-9)^  =  0. 
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Mithin  ist  (>  =  1  und  ß  «=0,  d.  h.  hier  ergiebt  sich  nor  eine  infini- 
tesimale Transformation  der  gewünschten  Art^  nämlich  p. 

Beim  fünften  Typus  endlich  ergiebt  sich  analog  auch  nur  eine, 
nämlich  q. 

Dieselbe  Rechnung  führen  wir  bei  der  gegebenen  Ghmppe  durch 
und  entscheiden  dadurch^  ob  sie  zu  Typus  1  für  c^  1  oder  zu  Typus 2 
oder  aber  zu  Typus  1  für  c  —  1  oder  endlich  zu  Typus  4  oder  5 
gehört;  denn  die  Anzahl  solcher  sich  bei  den  Klammeroperationen 
reproducierender  infinitesimaler  Transformationen  bleibt  unverändert, 
wenn  auch  neue  Variabein  in  die  Gruppe  eingeführt  werden. 

Da  wir  schon  oben  entschieden  haben,  ob  sie  auf  Typus  3  oder 
aber  auf  Typus  1  oder  4  oder  aber  auf  Typus  2  oder  5  reducierbar 
ist,  so  ist  nunmehr  der  Typus,  auf  den  sich  die  vorgelegte  Gruppe 
zurückführen  lassen  muss,  bekannt 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Reduction  für  die  einzelnen  Möglich- 
keiten wirklich  durchzuführen. 
^tt?din°  Angenommen  sei  also  erstens ^   dass  die  Gruppe  DJ,   C^,  Z^  aof 

entenTypuLJen    TypUS 

Pj    3,    ^P  +  cyq 
zuruckführbar  sei,  wo  allerdings  die  Constante  c,  die  sicher  =|=0  ist^ 
noch  unbekannt  isi     Der  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 

Cp,  q)  =  0,     (p,  xp  +  cyq)  =p,    (g,  xp  +  cyq)  =  cq. 

Entsprechend  werden  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
vorgelegten  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  so  auswählen,  dass: 

(üjj^)  =  0,     (Ü,  U,)  =  %    ißjj;)  =  Const  ü^ 

wird.  Dies  erfordert  nur  algebraische  und  verhältnismässig  einfache 
Überlegungen.  Die  Constante,  die  bei  der  letzten  Elammeroperation 
auftritt,  benutzen  wir  als  die  Grosse  c.     Wenn  nun  etwa: 

(I  =  1,  2.  8) 

ist,  so  giebt  es  sicher  solche  Functionen  x  und  y  von  x,  y,  dass: 

^dx'^^^dy~      dy' 

.    df    .         df        -  d£.      .df 

wird.  Zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  besteht 
daher  notwendig  die  Relation 
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oder: 


U,     l     0 
Ü,    0      1 

Z/j    X     cy 


=  0 


Bekanntlich   besteht   aber   zwischen   ihnen  nur  eine  lineare  Relation, 
nämliche  diese: 


jjr  ^  g»^3^63t/,    jj^  _  S.^a^fc^i    u^  ^  Q 


Demnach  ist: 


Si  ^1  —  li  n\ 


i\  Vt  —  ll  ^l 


a?  =  — 


6i  Vb  —  is  Vi         -  ^  itVs 


Sa^i 


Die  Beduction  ist  hiernach  rein  algebraisch  durchfährbar. 


Nicht   so   im  zweiten  Falle:    Die  vorgelegte  Gruppe   U^  U^,   TT^  ^tTd^ 

X  weiten 
Typui. 

2,    a:«,    (1  —  c)xp  +  yq 


sei  auf  den  Typus 


reducierbar.     Wie   vorher  bestimmen  wir  auch  hier  drei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

der  vorgelegten  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  so,   dass  sie  dieselbe 
Zusammensetzung  liefern,  wie  der  Typus,  d.  h.  dass: 

wird.     Die   zuletzt   auftretende   Constante   nehmen  wir  als  das  c  an. 
Nun  giebt  es  Functionen  2,  y  von  x,  y,  sodass: 

_„  =  :^ 
dy 


(2) 


5«  dx  ^  '»1  dv 


dy' 


^dx^^*  du     ^ 


dy' 


dy 

df        ,.  .-  df    ,    .  df 

wird.     Hiernach  besteht  zwischen  den   U  die  lineare  Relation: 


1*3  d~x  "^  ^» 


oder 


d.  h.  es  ist: 


0 


1 


0  X 

(1  —  c)x    y 

Ui  =  xUi, 


=  0 
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also: 

(Dass  diese  beiden  Werte  dieselben  sind,  ist  von  vornherein  sicher.) 
Um  y  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  (2)  f^i,  y.  Die  erste  Annalime 
giebt  für  y  keine  Bestimmungsgleichnng,  hat  also  keinen  Zweck. 
Setzen  wir  aber  f^y,  so  kommt: 

^^dx  ^^^  dy       ^' 

t  ^y    i    ^  ^y  —  a 
5»  a^r  "^  ^3  ay  ~  ^' 

(Die    zweite  Gleichung   giebt  offenbar  nichts  neues.)     Hieraus  lassen 

sich  ö^  und  ^  berechnen  als  lineare  Functionen  von  y.  deren  Coeffi- 
ox  cy  ^' 

cienten  von  x,  y  abhängen.  Bekanntlich  erfordert  alsdann  die  Be- 
stimmung von  y  nur  Quadraturen. 

Die  Beduction  verlangt  also  nur  Quadraturen. 

Reduc^tion  Wcun  die  vorgelegte  Gruppe   ü^,   C^,  U^  drittens  auf  die  Form 

dritten 

Typus.  qy     xq,     yq 

gebracht  werden  kann,  so  wählen  wir  wieder  drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

^■/ =  i  S  +  n^  % 

(i  =  1,  2,  3) 

in  allgemeinster  Weise  so,  dass  die  U  dieselbe  ZusammensetzaDg 
haben  wie  der  bekannte  Typus,  dass  also 

wird.     Alsdann  setzen  wir: 

^'  d~x  "^  ^^  ay  ""  dy' 

V  a/;  ,      df     -dl 

^dx  "T'^^'ay  ""^  dy' 

^3  dx^^^  dy       y  dy 
Zunächst  ist  hiernach 

Andererseits  müssen  ü^  und  f/g  sich  notwendig  in  den  Formen  dar- 
stellen lassen: 

U^  =  q{x,  y)l\,     V^  ~  0(x,  y)U,, 
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da  die  infinitesimalen  Transformationen  Ui,  U^y  U^  sämtlich  dieselben 
Bahncuryen  haben.     Also  ergiebt  sich  sofort 

Die  Reduction  erfordert  demnach  weder  Integration  noch  Quadraturen. 

Sei  die  vorgelegte  Gruppe   ÜJ,  U2,  U^  ^^icrtens  auf  die  Form         ^^^din" 

p,  ?,   ip  +  y)P-\-yq  Ä 

reducierbar.     Wir   wählen   zunächst   wieder   drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

(•  «  1,  2,  3) 

in  allgemeinster  Weise  so  aus^  dass  die   U  dieselbe  Zusammensetzung 
ergeben  wie  der  bekannte  Typus,  d.  h.  dass 

ist     Darauf  setzen  wir  an: 

^  K  j^^  K  —  ^L 

^^dx  '^^^  dy~'dy' 

^3ä^  +  ^3ä^  =  (^  +  y)a^  +  yä^- 

Hiemach  ergiebt  sich: 
während  doch 

ist.     Demnach  kommt: 

^^       fei?, -fei?i'  ^~«ii?,-S,^i 
Die  Reduction  erfordert  also  keinerlei  Quadraturen  oder  Integrationen. 

Endlich  wenden  wir  uns  zum  fünften  Fall:    J7,,  f/«,  ü,  sei  redu- Beduction 

'       '  IJ       87       a  auf  den 

cierbar  auf  fünften 

+  Typai. 

Vi- 

Nachdem  die  infinitesimalen  Transformationen 

«  =  1,2  ») 

in    allgemeinster  Weise   aus   der   vorgelegten  Gruppe  «o  ausgewählt 
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sind,  dass  sie  auch  die  Zusammensetzung  des  Typus  geben,  nämlich 
diese: 


so  setzen  wir: 


^^'dx  '^^^  dy~     ~d§' 
*2  ;^  *  "t"  '/s  ;)-,  —  ^  T^ii  f 


^  dx    *^   '^  dy  dy 

ä^  -r  ^8  ay  ""     dE'^^  dy 


und  erbalten  hieraus: 

t   df    ,        df  _     (^    df    ,        cf\ 
^di'^^^  dy~^  \^i  dx  "T"  ^t  dyf ' 

also: 

ii       Vi 

Um  y  zu  finden^  setzen  wir  f^y  und  unsere  drei  obigen  Gleichungen 
geben  (indem  die  zweite  überflüssig  wird): 

fc  ^*  o-  «   ?i  —  1 

^^dx  ^^^cy        ^' 

Wie  bekannt,  lässt  sich  hieraus  y  durch  Quadraturen  als  Function 
von  jc,  y  berechnen. 

Diese  Reduction  fordert  also  nur  Quadraturen. 

In  allen  fänf  Fällen  kann  mithin  die  Zurückfuhrung  der  Yor- 
gelegt^n  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  durch  algebraische  Opera- 
tionen und  höchstens  einige  Quadraturen  geleistet  werden.  Doch  ist 
in  jedem  Falle  eine  ähnliche  Bemerkung  wie  im  vorigen  Paragraphen 

zu  machen.  Sicher  existiert  jedesmal  eine  Form  ÜJ,  ZJ,,  U^  der  ge- 
gebenen Gruppe  derart,  dass  OJ,  ü^,  U^  direct  in  die  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  des  betreffenden  Typus  übei^efuhrt  werden 
können.     Diese  Form   suchten   wir,  indem   wir  in  allgemeinster  Weise 

{/i,  U^,  U^  so  bestimmten,  dass  sie  dieselbe  Zusammensetzung  liefern^ 
wie  der  Typus.  Bei  dieser  Bestimmung  treten  völlig  willkürliche 
Coustanten  auf.  Für  gewisse  Zahlenwerte  derselben  muss  die  Über- 
luhrung  zu  leisten  sein.  Dass  sie  für  alle  zu  leisten  ist,  folgt  aus 
allgemeinen  Sätzen,  die  hier  nicht  erörtert  werden  können.  Man  mag 
sich  in  jedem-  Beispiele  davon  überzeugen. 
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1,  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Gruppe  Beispiel«. 

auf  ihre  canonische  Form  bringen.     Hier  ist 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  also  zweigliedrig,  nämlich  Ui,  U^. 
Ihre  infinitesimalen  Transformationen  haben  verschiedene  Bahncurven. 
Mithin  kann  die  Gruppe  nur  auf  den  ersten  oder  vierten  Typus  redu- 
cierbar  sein.     Da  nun 

ist,  so  giebt  es  unendlich  viele  sich  bei  den  Elammeroperationen 
reproducierende  infinitesimale  Transformationen  a^Ui  +  «2^2^  ^i® 
Gruppe  ist  demnach  auf  Typus  1  für  c  =  1,  also  auf 

reducierbar.  Um  das  allgemeinste  neue  Veränderlicheupaar  x,  y  zu 
finden,  welches  die  Reduction  vermittelt,  nehmen  wir 

wo  die  a,  ß,  y  Constanten  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  d.  h. 

^3  =^  0     und     «i/Jj,  —  «jj/Ji  4=  0 

sein  sollen,  so  an,  dass 

wird.     Dies  liefert  für  die  a,  ß,  y  nur  die  Bestimmungen: 

(1  -  yj)«i  =  0,     (1  -  y,)a,  =  0, 
(1  -  ys)/»!  =  0,     (1  -  y,)/},  =  0. 

Also  ist  y^  =  1  anzunehmen,  während  die  a,  ß  und  y^,  y^  willkürlich 
sind.     Nun  setzen  wir 

TT   —  I  ^f 

Ui  =  a^xp  +  a^yq=^^^, 

Ui  =  ßiXP  +  ß2ya=  /gy 

Ui  =  yiX2)  +  ViVi  +  X  Iq  X  ■  i)  -\-  y  \g  y  q  =  X  ^^-\r  9  ^, 
d.  h.: 

(y»«  +  X  ]gx)p  +  (y,y  +  y\sv)q  =  x(«i^P  +  «iVO)  +  Hißi^P  +  ßiVl), 
sodass 
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{y%  +  lg  »)  y  =  («2^  +  Ay)y 

sein  muss.     Dies  giebt: 


X  = 


1 


ri  +  ^e^    ßi\      -  1        1  «1    n  +  'g^ 


y  — 


«,ft-«i(Ji     yg  +  lgy    /3,  1'  «iA-«fftia,     yg  +  lgyi 

Die  neuen  Veränderlichen  führen  also   U^,  U^^  ü^  in 

df      df      -  tf  JL-^ 
dx'     dy'     ^a^"^^  dy 

über.     Dabei    sind    a^,  a^;    /3|,  /S,;   }/j,  y^    ganz   willkürlich.     Nimmt 

man  z.  B.  diese  alle  gleich  Null  an  mit  Ausnahme  von  cTi  «»  /^s » 1, 

so  kommt: 

x  =  \gx,    y  =  lg  y. 
In  der  That  wird  dann: 

d\gx    df    .       dlgy  df        cf 

'^  cx      ox   *         ox    dy       ex       ^^ 

x  lg  a;  -1)  +  y  lg  y  •  g  =>  lg  a?  -p  +  lg  y  •  g  =  ä^  +  y«. 
^.  Bei^iel:   Die  Gruppe 

5,  |-ff,  «V  — ya 

soll  auf  ihre  canonische  Form  gebracht  werden.     Hier  ist 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  demnach  zweigliedrig:  UiUg  und  die 
infinitesimalen  Transformationen  U^,  U^  haben  dieselben  Bahncurven, 
nicht  aber  hat  auch  U^  eben  diese  Bahncurven.  Also  ist  die  Gmppe 
auf  den  zweiten  oder  fünften  Typus  reducierbar.  Wir  fragen  nach 
der  Anzahl  der  infinitesimalen  Transformationen  a^üi  +  ß^U^j  welche 
sich  bei  den  Elammeroperationen  reproducieren: 

{aU,  +  ßU„  U,)  =  Q{aU,  +  ßU,). 

Es  kommt  hier: 

-  aU,  +  ßiU,  -  U,)  =  Q(aU,  +  ßU,), 
also 

(Q+l)a  +  ß  =  0,     ß{Q  +  l)  =  0, 

Wäre  p  4=  —  1,  80  käme  cc  =  ß  =>  0.  Also  ist  p  =  —  1  und  /3  =  0, 
d.  h.  es  giebt  nur  eine  infinitesimale  Transformation  der  gesuchten 
Art,  nämlich   Ui'^  die  Gruppe  ist  sonach  auf  den  letzten  Typus 

zurückführbar.     Zunächst  setzen  wir  nun  allgemein  an: 
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und  nehmen  an,  dass  ^3  =f=  ^  ^^^  ^\ßt  ~"  ^2/^1  H^^  sei.  Die  Ui  sind 
so  zu  bestimmen,  dass 

wird.     Dies  giebt  für  die  a,  ß,  y  die  Bedingungen: 

—  «1^3  +  «2^3  =  «1,  —  «2^3  =  ^%\ 

—  ßiVz  +  ß%y^  =  A  —  <^i ,     —  ßty^  =  A  -  «2- 

Wäre  ^8  =f=  —  1>  so  käme  a^  ==  0,  d.  b.  a^  <=>  0,  was  auszuschliessen 
ist.  Somit  ist  y^  =  —  1  zu  setzen,  d.  h.  a^  =  0,  ßt=^  ^i*  Also 
baben  wir  die  Relationen  aufzustellen: 

TT   —  ^f 

Demnach  ist: 
während  f^y  liefert: 

Es  ist  daher  y  zunächst  von  der  Form: 

also  Dach  der  zweiten  Gleichung 
d.  b. 

^  =  ^  1  A^  [iL  JL.h\  L 

daher 

wo  c  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  »odass  also 


i  +  i;.  >-i:  +  'i:i+"-+H^- 
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die    neueu   Veränderlichen   sind,    welche    die   Transformation   in  die 
canonische  Form  leisten.     In  der  That  ist  wegen: 

^       dx       dx    dx'^dx    dy  x*  ^    *    \      a^x^  x^/^' 

^        dy'^cydx'^dy    dy^^  a^^ 
auch 

Natürlich    kann    man    die   Constanten    specialisieren ,    z.  B.    a^  =  1, 
/5j  =  yi  «=  y^  =  c  =  0  setzen,  sodass 


1 
X  =  - 

wird. 


a;  =  -,     y  =  y 


§  4.     Ztirüokführang  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  eingliedrig  ist,  auf  ilire  oanonisehe  Form. 

Eine  dreigliedrige  Gruppe  U^,  U^,  U^  in  x,  y,  deren  erste  deri- 
vierte Gruppe  eingliedrig  ist,  lässt  sich  nach  dem  Schema  in  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  drei  folgenden  canonischen  Formen  zurück- 
führen: 

p,      q,      xp] 

q,    xq,    xp  +  yq] 

3,     p,      xq. 

KonnieniDg  lu  allen  drei  Fällen  stellt  die  erste  infinitesimale  Transformation 
die  erste  derivierte  Gruppe  dar,  also  im  ersten  p,  in  den  beiden 
anderen  q.  Im  dritten  Falle  ist  q  mit  p  und  xq  vertauschbar,  im 
ersten  und  zweiten  Fall  ist  die  erste  infinitesimale  Transformation 
nicht  mit  allen  übrigen  vertauschbar.  Ferner  besteht  im  ersten  Falle 
zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  die  Relation: 

(x2))  -  x(p)  =  0, 


im  zweiten  diese: 
und  es  ist  im  ersten 
im  zweiten 


(xq)  —  x{q)  =  0 
{p,xp)=p, 
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Um  also  für  U^  U^,  U^  ^^^  zugehörigen  Typus  zu  bestimmen, 
bilden  wir  (JJiU^,  (U^U^),  (U^U^)  und  erbalten  dadurch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  ersten  deri vierten  Gruppe.  Sie  sei  etwa  U^. 
Alsdann  untersuchen  wir,  ob  sie  mit  allen  Transformationen  der 
Gruppe  vertauschbar  ist  oder  nicht.  Ist  sie  es,  so  ist  die  Gruppe  auf 
Typus  3  reducierbar.  Ist  sie  es  nicht,  so  kommen  nur  die  beiden 
ersten  Typen  in  Frage.  Dann  bilden  wir  die  sicher  bestehende  Relation 
von  der  Form: 

«1  C^i  +  «2 ^j  +  «3  C^s  —  9(^,  y)Ui=o, 

wo  9?  eine  wirkliche  Function,  nicht  aber,  wie  a^,  ofg,  a^,  nur  eine 
Constante  sein  soll.     Ist  dann 

80  ist  die  Gruppe  auf  Typus  2  zurückzuführen,  andernfalls  auf  Typus  1. 

Sei    —    nach  Beendigung   dieser  Normierung  —    die   vorgelegte  Redaction 
Gruppe  auf  den  ersten  lypus  ersten 

p,    g,    xp 

reducierbar.  Auch  sei  U^  die  erste  derivierte  Gruppe.  Sicher  lassen 
sich  dann  in  allgemeinster  Weise  U2  und  U^  so  aus  der  Gruppe  aus- 
wählen, dass  sie  von  Ui  und  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass 
sie  dieselbe  Zusammensetzung  wie  der  Typus  geben: 

Ist  etwa: 

Uif=  l^ip  +  ly.g 

U  «  1,  2,  3), 

so  können  wir  dann  x,  y  so  als  Functionen  von  x,  y  bestimmen,  dass 

611^  +  ^1^  =  ^, 

kp  +  nzQ  =  ^  ^. 

wird.     Zunächst  kommt  hiernach  sofort: 
Indem  wir  f^y  setzen,  kommt  ferner: 

t   ^y  _L  «  ^  _  1 
^d»:^^*dy~  '■' 
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woraus  sich  y  durch  eine  Quadratur  bestimmi  Die  Beduction  erfor- 
dert also  eine  Quadratur. 

^uÄ"         Is*  weifen« 
^^e^^n  g,    xq,    xp  +  yq 

der  Typus,  auf  den  die  vorgelegte  Gruppe  redncierbar  sein  muss,  und 
Ui  ihre  erste  derivierte  Gruppe,  so  wählen  wir  wieder  in  allgemeiDster 
Weise  {7^,  ^3  so,  dass  die  Zusammensetzung  der  vorgelegten  Gruppe 
in  der  neuen  Form  genau  die  des  Typns,  d.  h. 

ist.     Ist  etwa 

Ui  =  iip  +  fiiq 

SO  kommt  das  Gleich  ungensystem: 


Daraus  folgt: 


t       I  -df    ,    -df 


und  fE^y  giebt: 


i.  ^  -L  «  ^y  —  ü 

^^dx'^^^dy~'^' 
Hieraus  bestimmt  sich  bekanntlich  y  durch  Quadraturen. 

^an^f^der  ^^^  kommcn  zum  letzten  Fall,   in  dem    £7,,  f/,,  U^  auf  die  ca- 

Tyius"    nonische  Form 

q,    jp,     xq 

zurückgeführt  werden  kann.  Nachdem  wir  wieder  Z7,,  Z/g,  f/j  in  all- 
gemeinster Weise  so  aus  der  gegebenen  Gruppe  ausgewählt  haben, 
dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass  sie  dieselbe  Zusam- 
mensetzung wie  der  Typus  haben,  also: 

ist,  setzen  wir,  wenn 

Ui  =  gf|}  +  i]iq 

(I  =  1,  2,  8) 


ernach  wird : 


d  f^i  y  liefert: 
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^  —  -    — I 

Si         Vi 

^la^"*"^»  dy     ^' 

>raus  t^  durch  eine  Qaadratur  berechnet  wird. 

In  jedem  Falle  reichen  also  auch  jetzt  algebraische  Operationen 
d    höchstens    Quadraturen    zur    Reduction    der    vorgelegten    Gruppe 

s.  Es  ist  hierbei,  wie  in  §  2  und  §  3,  zu  bemerken,  dass  die  U 
ch  völlig  willkürliche  Constanten  enthalten,  demnach  auch  in  den 
erten  von  x  und  y  solche  auftreten.  Sicherlich  giebt  es  gewisse 
erte  der  Constanten,  für  die  x,  y  in  der  That  diejenigen  neuen  Ver- 
derlichen  sind,  welche  die  Reduction  leisten.  Man  würde  sie  in 
lem  Falle  durch  wirkliche  Einsetzung  von  x  und  y  in  die  U  rein 
;ebraisch  bestimmen  können.  Aber  man  kann  beweisen,  dass  diese 
mstanten  in  der  That  gänzlich  willkürlich  gewählt  werden  dürfen. 
)ch  gehen  wir  darauf  nicht  ein. 

Beispiel:     Die  Gruppe  Beigpiei. 

Pi    yp>    VQ 

11  in  allgemeinster  Weise  auf  ihre  canonische  Form  zurückgeföhrt 
^rden.     Hier  ist: 

I  ^  yp  also  stellt  die  erste  derivierte  Gruppe  dar.  Da  CTj  nicht 
t  üi  und  U^  vertauschbar  ist,  so  ist  der  zugehörige  Typus  sicher 
^ht  der  dritte.  Nun  besteht  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
rmationen  der  Gruppe  nur  die  folgende  Relation 

d  es  ist  {UiU^)^0.     Daher  ist  die  Gruppe  auf  den  zweiten  Typus 

qy    xq,    xp  +  yq 
lucierbar.     Wir  haben  nun  zu  setzen: 


528  Kap'td  23,  §§  4.  6. 

CA,  =  y,  ü,  +  y,  t;,  +  y,  ^, 
und  die  Constanten  a,  ß,  y  so  zu  bestimmen^  dass 

«4=0,   /5in-Ayi4=o 

und  ausserdem 

wird.     Dies  liefert 

aß,  =  0, 
d.  h.  ß,  =  0,  ferner: 

—  ay3  — a, 

d.  h.  ^3  =  —  1,  und  endlich 

d.  h.  ß^  =  0,  sodass  sich  ergiebt  und  zu  setzen  ist: 

Ü,=ß,U,  =  ß,p=x^, 

=  (yi  +  yty)p  -  y^  =  ^  ^^  +  ^  ä^ 


Hiernach  ist: 


^=-  ft 


ay  ' 


während  f^y  liefert: 

dy       - 

also  zunächst 

und,  wenn  dies  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  wird: 

(yi  +  r%y)  ^  —  ^\y)y  =  «>? 

woraus  sich  durch  Quadratur  ergiebt: 

sodass  die  neuen  Veränderlichen  diese  sind: 

Wirklich  wird  bei  Einführung  dieser  neuen  Variabein: 
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Ui  =  ayp  =  ay  '  —  q  =  q , 


U2  =  ßiP  =  ßi'^"(l  =  X(l7 


1 
ay 


E^3  =  (n  +  yiy)p  —  yQ  =  (yi  +  YtV)  ^^  — 

r_  ßi_- M  ( ^ M  h  1 Xi ]Ky\ -1 

ay  \ay         a     y       '     o/-' 

«=  ä:^  +  y^. 

§  5.  Beduotion  der  dreigliedrigen  Gruppen,  welche  keine  Differential- 
gleiohnng  Eweiter  Ordnung  invariant  lassen,  auf  ilire  oanonische  Form. 

Wir  haben  von  vornherein  in  den  drei  letzten  Paragraphen  die- 
jenigen Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  der  Betrachtung  ausgeschlossen,  welche  bei  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  nicht  vor- 
kommen. (Vgl  §  1.)  Da  aber  das  in  den  §§  2,  3;  4  behandelte 
Problem  unabhängig  von  der  Integration  von  Differentialgleichungen 
eine  gewisse  Bedeutung  in  der  Gruppentheorie  hat,  so  wollen  wir  uns 
nun  noch  fragen,  wann  eine  Gruppe  Uif,  U^fy  U^f  in  x,  y  auf  einen 
der  ausgeschlossenen  Typen^  d.  h.  nach  dem  Schema  des  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  beiden  Formen 

a    Vi    y^Qf 
q     xq     X(x)q 

reducibel  und  wie  diese  Reduction  auszuführen  ist. 

Die  Gruppe  Ui,  U^,  U^  ist  dann  und  nur  dann  auf  einen  dieser 
Typen  zurückführbar ,  wenn  U^  ^^^  ^s  ^^^^  ^^^  ^^  ^^^  einander 
abhängige  Factoren  von  Ui  unterscheiden.  Insbesondere  ist  sie  auf 
den  ersten  oder  zweiten  Typus  reducibel,  je  nachdem  ihre  erste  deri- 
vierte  Gruppe  3-  oder  0-gliedrig  ist. 

Sie  sei  zunächst  3-gliedrig,  d.  h.   U^,  U^^   U^  sei  auf  den  ersten  RedacHon 

Typus  "emttn** 

^j  y^f  y^Q 

reducibel.  ■  Dann  wählen  wir  Ü^,  U^,  üi  so  von  einander  unabhängig 
in  allgemeinster  Weise  aus  der  vorgelegten  Gruppe  aus,  dass  sie  die 
Znsammensetzung  des  Typus  ergeben,  also 

Lie,  Differentialgleichungen.  34 
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wird.     Ist  etwa 

Ui  =  ip  +  VQ 
und  ist  demnach 


so  wird  angesetzt 


Hiemach  ist 


üi  =  0{lp  +  ni), 


y  =  p  =  7' 


während  x  die  Differentialgleichung 

^  dx    ^     '  oy 
erfüllen  muss,  d.  h.  als  Integral  der  gewöhnlichen  DifferentialgleichuDg 

erster  Ordnung: 

dx       dy 

T  ="  V 

bestimmt  wird. 
Reduciion  Wenn  zweitens: 

auf  den  ,^  .    . 

«weiten  q^      XQ,       X.[X)q 

Typui. 

der  Typus  der  Gruppe  ist,  in   dem   allerdings  X  noch  unbekannt  ist, 

so  wählen  wir    U^  ü^,  U^    irgendwie    von  einander  unabhängig  aus 

der  vorgelegten  Gruppe   aus.     Es  ist  dann  jedes  (üi  14)^0.    Wenn 
wieder: 

ü,=ip  +  riq, 


wird,  so  setzen  wir 


Hieraus  folgt: 

und 

während  sich  y  aus 


^P  +  VQ  =  ^y 

X(äi)  =  (J , 
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«ü  +  'j-f-' 

berechnet.      Bekaniitlich    erfordert    letzteres    die   lotegration    der    ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

^  '' 

uui]  eine  Quadratur. 

Das  fiesaratergebnis  der  g§  2  bis  5  ist  dieses:  '-'l 

Theorem  47:  Die  Zurüchfuhrung  einer  dreigliedrigen  Grupfic 
von  infinilesimalen  Transformationen  der  Ebene,  welche  nicht 
sämtlich  dieselben  Bahnatrven  haben,  auf  ihre  canonische  Form 
erfordert  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  einige 
Quadraturen.  Haien  jedoch  alle  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Grupxic  dieselben  Bahncurven,  so  verlangt  die 
Zurückführung  unter  Umständen  auch  die  Integration  einer 
gewöhnlichen  DiffcrcHtialgleiehung  erster  Ordnung  in  xwei 
Veränderlichen. 

r  Kapitel  24. 

Integration  einer  gewöhnlidieti  DifTereiitialgleichnnK  zweiter  Ortlnnns 
In  X,  y,  welche  eine  ^ekanute  dreigliedrige  tirnppe  ron  inflnite- 
siinalen  Trnnxformiifioiien  gestattet. 
In  §  1  des  vorigen  Kapitels  skizzierten  wir  den  Weg,  auf  welchem 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  ar,  y,  welche 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  in Enitesi malen  Transformationen 
gestattfit,  integriert  werden  kann:  Zunächst  bringen  wir  die  dreiglie- 
drige Gruppe,  welche  eine  der  in  §§  2,  3,  4  des  vorigen  Kapitels  be- 
trachteten ist,  auf  ihre  canonische  Form.  Die  Bestimmung  der  dazu 
nötigen  neuen  Veränderlichen  verlaugt  nach  Theorem  47  (§  5  des 
23.  Kap.)  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  einige  Quadraturen. 
Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  geht  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  bei  einer  der  typischen 
dreigliedrigen  Gruppen  invariant  bleibt.  Ea  fragt  sich  demnach  nur 
noch,  wie  man  diejenigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in 
zwei  Veränderlichen  integriert,  welche  einen  der  Typen  von  dreiglie- 
drigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

Wir  werden  daher  die  bei  jedem  der  Typen  invarianten  Differen- 
tialgleichungen zwintcr  Drdnung  aufstellen  und  zu  integrieren  suchen. 
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Noch  bemerken  wir,  dass  wir  nachher,  in  §  3,  diejenige  Inie- 
grationsmethode  entwickeln,  nach  der  die  ZurückfQhning  auf  die  cano- 
nischen Formen  in  den  meisten  Fällen  nicht  notig  ist,  und  auf  welche 
wir  schon  im  vorigen  Kapitel  hindeuteten. 

§   1.     Die   gewöhnlichen    Differentialgleichungen    zweiter   Ordnung, 
welche   eine    dreigliedrige  Qruppe  vom  Typus  1  oder  2  gestatten. 

Typus  1.  Der  Typus  1  des  in  §  3  des  22.  Kap.  angegebenen  Schemas  hat 

die  Form: 

p  +  if  ^p  +  VQj  ^p  +  y^q- 

Wir  fragen  nach   denjenigen  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung: 

y"—  ©(ic,  y,  y ;  =  0, 

welche   diese   drei   infinitesimalen   Transformationen    gestatten.     Dazu 
benutzen  wir  das  Theorem  35  des  §  3,  16.  Kap. 

Soll  die  Gleichung  y '  —  cd  =  0  die  infinitesimale  Transformation 
P  '\~  9.  gestatten,  so  muss  cd  danach  diese  Bedingung  erf&Uen : 

dm    .   dm ^ 

d^  "t"  d^  ~  ^' 

d.  h.  o  hat  die  Form: 

Soll  sie  auch  xp  -f'  VQ  gestatten,  so  muss  dies  ca  femer  der 
Gleichung  genügen: 

,         dm    ,         dm         ^ 
'       dx    ^    ^  cy 

Bezeichnen  wir  x  —  y  für  den  Augenblick  mit  w,  so  ist: 

dm dm        dm  dm 

dx        du'     dy  du^ 

die  Bedingung  geht  also  über  in: 

'       du  ' 

sodass  CD  die  Form  hat: 

u 

Nun  soll  y" —  cj  =  0  auch  x^p  +  y^q  gestatten,  und  daraus  folgt 
die  letzte  Bedingung: 

2y'»  -2i/  +  (2y  -Ax)m-  2y'(y  -  ^)  |^  - 

—  X 

Da 


'  dx       ^    dy 

dm         f        dm 
dy         u '     dx 

f 

dm 

dy 

f 

ist,  s'^  «'*mmt  sie  die  Gestalt  au: 
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2y*-2y-Zf+2yr(3l')-0. 

Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  f  und  y\ 
deren  Integration  in  bekannter  Weise  liefert: 

sodass  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  lautet: 

t/'+  2  y  +  ^y^y'  +  y2  =  o. 

^     *  X  —  y 

a  ist  darin  eine  beliebige  Gonstante. 

Es  frs^  sich  liun^  wie  man  diese  gefundene  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  integriert.  Dazu  verwerthen  wir  die  Thatsache, 
dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe 

P  +  g.j    XP  +  VQ 

gestattet,  wo  (l>  +  (Z>  ^P  "^  yQ)^P  ^  Q  ^st-     Nach  §  4  des  20.  Ka- 
pitels fangen  wir  die  Integration  also  so  an.     Wir  bilden: 

Af=p  +  yq  +  (oq      {q  =  ^) 

und  erweiteren  unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

U,f^p  +  q, 
UJ=xp  +  yq. 

Durch  Erweiterung  tritt  kein  Glied   mit  q    hinzu.     Ein  erstes  Inte* 
gral  ist  daher: 


dx    dy 

dy 

1      2/' 

<o 

1       1 

1     y 

0 

CO 

1     1 

0 

X      y 

0 

/•/du  (1  -  y')dy \ 


Die  Ausführung  der  Quadratur  liefert  das  Integral 

lg  (^  —  y)  +  i  lg  y  —  lg  (1  +  «Vy'  +  y) 

oder  also  das  Integral: 

^_    (x-y)VV 


i  +  aVV  +  y' 

Man  kann  nun  fernerhin  die  Gleichung 

(X  -  y)  Vy' 


q)  = 


^^ =  Gonsi  =  -j- 

i  +  aVi/  +  y'  ^ 


integrieren.     Bezeichnet   man   nämlich  -^^ — ^ mit  v,   so  kommt 

durch  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  y: 
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also^  da 


ist: 


sodass 


oder  also: 


y  =  2v^  +  2v  YiF-^\  -  1, 
t;'  =  |(l-y'; 

-^^«  1  -  t;«- t;>/t;*-  1, 


/ 


h 
dv 


l  —  V*  —  vVv*  —  l 

1 


—  &a;  =  Const.  =  c 


=1  —  bx  =  c 


v  +  Vv*—  l 

die    gesuchte   yollständige   lutegralgleichung    unserer    Di£Fereniialglei- 
chung  zweiter  Ordnung  ist.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

2v  =  -7 — j [-  bx  +  c 

bx  -j-  c    *  ' 

oder  da 

—  2 

ist: 

+  6y  +  c  +  a  =  0. 


bx  -\-  c 

Wenn  also  eine  vorgelegte  Dififerentialgleichung  zweiter  Ordnung 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfonnationen 
vom  Typus  1  gestattet,  so  wird  ihre  Integration  dadurch  geleistet, 
dass  man  durch  ausführbare  Operationen  (siehe  §  2  des  23.  Kap.) 
canonische  Veränderliche  x^  y  einführt.  Sie  wird  dadurch  auf  die 
soeben  integrierte  Form  gebracht. 

Tjpus  2.  Wir  suchen  nun  die  beim  Typus  2: 

p,     2xp  +  yq,    x^p  +  xyq 

invarianten  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  genau  derselben 
Weise.  Nach  Theorem  35  (§  3  des  16.  Kap.)  ist  die  Differential- 
gleichung 

y"—  G){x,y,ij)  =  0 

nur  dann  bei  allen  drei  infinitesimalen  Transformationen  invariant^ 
wenn  (o  die  Bedingungen  erfüllt: 

dx     ^' 

3,       /  3(0         p.     dm  dm         ^ 

*    '^    dy  dx       '^  dy  ' 

Q  1/  fK  cm     .       ^  dm     .  cm         ^ 

3a; oj  +  (t^  —  ojy  )  ^,  +  ^^  ^^  +  a;y  ^  =  0. 
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Nach  der  ersten  enthält  (o  nur  y  und  y,  sodass  sich  die  zweite  re- 
duciert  auf: 

^    ^      oy  ^     dy 

Diese  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

dy  dy  __  d\gm 

y   "^ -y  8    ' 

das  die  beiden  Integrale  yy   und  -ts  besitzt^  sodass  co  die  Form  hat: 

«»  =  »  V(yy)- 

Sonach  giebt  die  dritte  Bedingung 

3/-(yy')  +  yy'nyy)  =•  o, 

d.  h. 

/•=_2_. 

Die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  lautet  daher  so: 


a 


Wir  könnten  diese  DifiPerentialgleichung  mit  Benutzung  des  Um- 
Standes,  dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe  p,  2xp  -f-  yq  gestattet^ 
nach  unserer  allgemeinen  Theorie  integrieren.  Aber  die  Integration 
ist  auch  ohne  diese  sehr  einfach.  Die  Gleichung  lässt  sich  so  schreiben: 

und  liefert  integriert: 

y  *  -j — j  =  Const.  =  6. 

£s  kommt  also: 

)  _  Vby'  -  « 

d.  h.: 

ydy 


j 


=:  —  a;  =  Const.  =  c 


Vby*  -  a 
als  vollständige  Integralgleichung.   Die  Ausführung  der  Quadratur  giebt: 

y  Vh^  —  a  —x  =  c 

oder 

by^  =  b\x  +  cy  +  a. 

Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  vor, 
die  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  vom  Typus  2  ge- 
stattety  so  integrieren  wir  sie  also  dadurch,  dass  wir  canonische  Ver- 
änderliche einführen,  wozu  einige  Quadraturen  hinreichen  (vgl.  §  2 
des  23.  Kap.),  denn  alsdann  nimmt  sie  die  eben  betrachtete  integrabele 
Form  an. 
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§  2.     Die   gewöhnlichen   Differentialgleichungen    zweiter   Ordnung,  , 
welche  eine   dreigliedrige  Gruppe  gestatten,  deren  erste  derivierte 

weniger  als  dreigliedrig  ist. 

In  ähnlicher  Weise  wie  wir  im  §  1  die  Typen  1  und  2  erledigten^ 
fQhreu  wir  nun  die  Rechnungen  für  die  übrigen  Typen  durch.  Wir 
geben  die  einzelnen  Schritte  nur  noch  schematisch  an,  da  sich  doch 
immer  dieselben  Bemerkungen  wiederholen  würden. 

4.,  6\  und  10.  Typus: 

Pf     <h    ^P  +  cyq. 

«P  +  cyq)  (c  —  2)©  —  y(c  —  1)  ^  =  0, 
d.  h. 

CO  ^  Gonst  y^"^ ; 
also  lautet  die  Differentialgleichung:  ' 

Sie  kann  offenbar  ohne  weiteres  integriert  werden.     Wenn  insbeson- 
dere c  =  1  ist^  so  kommt  co  ^  0  und  die  Differentialgleichung  lautet 

einfach : 

y"=  0. 
5.,  7.  und  11.  Typus: 

q,    xq,     (1  --  c)xp  +  yq. 
'/)  ä^  =  0,     xq)^,^  0, 

(l-c)xp  +  yq)  (2c  -  1)0,  +  (c  -  1)0;  ^  =  0, 
d.  h. 

cj  ^  Const.  x*^~^  , 

y'  —  ax^'-^  =  0. 

Die  Integration   ist  sofort  zu  leisteu.    Für  c  =  1  jedoch  folgt  o  =  0 
und  die  Differentialgleichung  lautet: 

y"  =  0. 

8.  Typus,   der   nach  Vertauschung   von   x  mit  y  die    bequemere 
Form  annimmt: 

Pf   i,   ^p  +  i^  +  yjq- 

P)    ;5"     =  ^^  y     q)    —   =  0, 
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xp  +  {^  +  y)(l)  ^+d^=^' 

d.  h. 

o  ^  a(r~y', 

Die  Integration  macht  keine  Schwierigkeiten. 

9.  Typus: 

Qy     X(lf    P  +  VQ- 

^   dm         ^  ^    dm         ^ 

(?)  ay  =  0,     Xq)  ^  ==  0, 

p  +  yq)     ö  —  dl  =  0, 
d.  h. 

Diese  Differentialgleichung  ist  sofort  integrierbar. 

12.  Typus: 

p,     q,     xq. 

^   dm         ^  V    dm         ^  \    ^^         i\ 

l>)ä^-0,     (/)-^-=0,    xq)^.=0, 

d.  h. 

CO  ^^  Const.  =  a, 

y"—  a  =  0. 

Auch  diese  Gleichung  lässt  sich  ohne  weiteres  integrieren. 

§  3.    Ztusammenfassnng  der  Ergebnisse.    Vermeidung  der  Beduotion 

auf  canonisohe  Formen. 

Nunmehr  können  wir  die  Ercrebnisse   dieses  Kapitels  offenbar  in  zusammen- 

*-*  *  fasBung. 

diesem  Theorem  zusammenfassen: 

Theorem  48:  Gestattet  eine  vorgelegte  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y  eine  bekannte  dreigliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  Punkttransformationen,  so  ver- 
langt ihre  Integration  ausser  ausführbaren  Operationen  nur 
noch  in  einzelnen  Fällen  einige  Quadraturen. 

Denn  nach  Theorem  47  (§  5  des  23.  Kap.)  verlangt  die  Reduction 
der  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  höchstens  einige  Quadraturen. 
Nach  der  Reduction  aber  ist  die  Differentialgleichung  ohne  weiteres 
integrabel. 

Nachstehend  stellen  wir  die  Ergebnisse  in  Form  einer  Tabelle 
übersichtlich  zusammen: 
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p  +  q     xp  +  yq     x'p  +  fq 

p    2xp  +  yq    x^p  +  xyq 

p     q     xp  +  cyq    c  =|=  1 

p    q    xp  +  yq 

q     xq     {\—  c)xp  +  yq     c  4=  1 

q     xq     yq 

' 

p   2  ^i>  +  («  +  y)3 

q     xq    p  +  yq 

p     q     xq 

// 


"■  «  —  y 


y" -  ay'^^  =  ^^ 


y"=0. 

y'—  ax  """"^  =  0. 


y '=  0. 


y"—at-^'  =0. 


y"— ac»  =  0. 


»  —  a  =  0. 


Unter  den  angegebenen  Typen  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung^  welche  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen gestatten^  sind,  wie  man  leicht  durch  Rechnung  findet, 
vier  enthalten,  welche  nicht  mehr  als  drei  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  zulassen.  Es  ist  dies  der  erste,  zweite, 
dritte  und  siebente.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  in  denselben  a  4=  ^ 
angenommen  wird.  Alle  übrigen  aber  bleiben  bei  mehr  als  drei,  näm- 
lich bei  acht  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen invariant  und  lassen  sich  durch  Einführung  neuer  Variabeln 
auf  die  Form  y"=  0  bringen,  da  sie  sämtlich  die  Form  y" —  ^(a;)=0 
haben.  Bekanntlich  gestattet  y'  =  0  die  acht  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  projectiven  Transformationen. 


Yerinoi<iuiig         SchHesslich    wollen   wir   noch   hervorheben,   dass  die   Integratm 
tiou  auf  einer  gewöhnliclien  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ^  tvelche  eine  be- 

catiüiiiKcho 

Forincu.  kannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfortnationen  gestatMj 
in  den  meisten  Fällen  die  Reduction  der  Gruppe  und  der  Differefüid- 
gleichung  auf  ihre  canonische  Form  nicht  verlangt.  Wenn  nämlich  die 
Gleichung 

y"  — c}(x,y,y')  =  0 

die  dreigliedrige  Gruppe   f/,/",   U^fy  U^f  gestattet,  so  gestattet  die  zu- 
gehörige lineare  partielle  Differentialgleichung 
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die  drei  einmal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  U^f} 
Uif,  V^f.  (Vgl.  Satz  7,  §  3  des  16.  Kap.)  Es  besteht  aber  zwischen 
vier  Symbolen  in  drei  Veränderliehen,  wie  hier  zwischen  Afy  ü^'fj 
Uiff  U^f  immer  eine  lineare  Relation,  etwa  diese: 

U^f=u,U;f+u^U^f-\-vAf, 

WO  sich  u^j  t/j  und  v  als  Functionen  von  x^  y,  y  auf  algebraischem 
Wege  berechnen  lassen.  Nach  Theorem  31  (§  3  des  15.  Kap.)  sind 
alsdann,  vorausgesetzt,  dass  nicht  schon  zwischen  Uif^  U^f  und  Af 
eine  lineare  Relation  besteht,  die  Coefficienten  %  und  u^  Lösungen 
von  Af=0.  Um  zu  erkennen,  ob  dieselben  in  den  einzelnen  Fällen 
auch  unabhängig  von  einander  sind,  nehmen  wir  jetzt  vorerst  die 
Gruppe   Uify  V^f^  U^f  in  ihrer  canonischen  Form  an. 

Ist  dies  die  Gruppe  p  +  q,  xp  -\-  yq,  x^p  +  y*g,  so  ist  nach  dem 
Obigen :  ^ 

X  —  y  ' 

also: 

Af=p  +  yq-2'^  ^    ^--y  ^» 

U:f  =  p  +  q, 

U^f^:xp  +  yq, 

U^fE3  x^p  +  y^q  +  2(t/  —  x)%jq, 

wo  q^-^ ,  sein  soll.    Hier  besteht  zwischen  Afy  U^  f  und  C^^Y  keine 

lineare  Relation,  wohl  aber  lässt  sich  U^'f  linear  durch  diese  aus- 
drücken. Berechnen  wir  nämlich  aus  den  ersten  drei  Gleichungen 
p,  q  und  q   und  setzen  die  gefundenen  Werte  in  U^'f  ein,  so  kommt: 

U,'f=-{xy  +  ^-f(y-xy)]u,'f+  [x  +  y  +  ^^^l -y')}u,'f- 
Hierin  sind  die  Coefficienten  von  Uif  und  U2  f  wegen  des  obigen 
Wertes  von  ca  von  einander  unabhängig  und  sie  stellen  also  gleich 
Const.  gesetzt  die  Integralgleichungen  von  t/" —  cj  =  0  dar,  aus  denen 
man  durch  Elimination  von  y  die  gewünschte  Gleichung  zwischen 
X,  y  und  zwei  Gonstanten  erhält. 

Sobald  also  die  Gruppe    U^f,  U^f,  U^f  zum   soeben  betrachteten 
Typus  gehört,  giebt  die  Relation: 


I 
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stets  von  einander  unabhängige  Losungen  u^  und  u^.     Diese  Relation 
aber  kann  man  immer  aufstellen^  ohne  die  Gruppe  auf  ihre  canonische 
Form  gebracht  zu  haben.  Ähnliches  gilt  in  den  meisten  anderen  Fallen. 
Wenn  nämlich  etceitens  die  Gruppe  auf  die  Form 

Pf   ^^p  +  y(i,   ^^p  +  xyg. 

gebracht  werden  kann,  so  wird  zugleich  nach  der  obigen  Tabelle 


o  ^E  -i 


Hier  haben  wir  also: 


u;f=P. 

U^f=2xp  +  yq  —  yq, 

U^f  =  x^p  +  xygt  +  (y  —  xy)q. 

Hier   besteht   zwischen   Äf,    V^f  und    U^f  ebenfalls  keine   Relation, 
dagegen  drückt  sich  V^f  durch  diese  aus.     Es  kommt  ja: 


oder: 


Af      1      ff 

a 

v:f  1    0 

Vif    2x     y 

0 

=  0 


Us'f    X*    xy    y  —  xy 


v;f^ -  \x^  +  t^^i.\uif  +  {:, _  _J^j v;f^ 


+ 


Af. 


Auch  hier  sind  die  Coefficienten  von   TJ^f  und   XJ^^f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af  =  0. 

Im  dritten  Fall  p,  q,  xp,  +  cyq  ist  ra  ^  ay",  wo  n  =  r-_ri  "°^ 

c  =f=  1  ist.     Hier  besteht  auch  uur  die  eine  Relation: 

Af     1     y         ay' 
üi'f    1      0  0 

ü.;f  0    1        0 

Uif    X    cy    (c  —  l)y' 


=  0 


oder: 


U. 


'/•-  (-  -  ^)  ^^f  +  i^y  -  a^^  ^^f + ^  ^^ 
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und  folglich  geben  auch  hier  die  Coefficienten  von  U^f  und  ü^f  zwei 
von  einander  unabhängige  Losungen  von  Af=Oj  sobald  a  =f=  0  ist. 
Wenn  aber  a  ^=0  ist;  so  ergiebt  sich  nur  diese  Relation: 

U;f=-yU^f-\-Af, 

die  nur  eine  Lösung  y'  von  Af  =  0  liefert. 

Im  Fall  p,  q,  xp  -{•  yq  ist  m  ^  0  und  es  besteht  schon  zwischen 

ÜJ  =  P, 

U,'f=q 
eine  lineare  Relation: 

ü,'f=-y'U,'f+Af, 

worin  der  Coefficient  y    von   Dg Y  eine  Lösung  von  Af=0  darstellt. 

Ferner  ist  hier 

U^f^xp  +  yq 
und  also 

U^f^(i,-xy')U^f+xAf, 

sodass  der  Coefficient  y  —  xy  j  der  von  y  unabhängig  ist,  eine  zweite 
Losung  von  Af=0  liefert. 

Liegt  eine  Gruppe  vom  Typus  q,  xq,  (1  —  c)xp  +  yq  vor,  so  ist 

ö  ^  arr",  wo  n  =  — ^^^p  und  c  ={=  1  ist  Zwischen  Af  und  den  ITf 
besteht  dann  nur  diese  Relation: 

U,'f=  [y  +  (\-c)a3r^*-xy'\U;f  +  [cy  -  (l-c)ax-+'}  ?4'  f-\- 

+  (1  -  c)xAf 

und  hier  sind  die  Coefficienten  von  U^f  und  U^f  von  einander  un- 
abhängige Losungen  von  Af=0. 

Im  nächsten  Falle  q,  xq,  yq  ist  o  ^  0  und  die  einzige  Relation 

ist  diese: 

Us'f=(y-xy)U,'f-\-i^U,'f, 

in  der  y  —  xy  und  y  von  einander  unabhängige  Losungen  von 
Af  =  0  sind. 

Ist  die  Gruppe  vom  Typus  p,  g,  a:|>  +  (rc  +  y)q^  bei  dem  Gi^ae-^ 
ist,  so  besteht  nur  diese  Relation: 

u^f=  [x  -  ^)  UU+  (^  +  y  -  y'  t)  ^»f+  T  ^^' 

in  welcher  wiederum  die  Coefficienten  von  U^f  und  U^'f  von  einander 
unabhängig  sind,  sobald  a  =f=  ^  i^^*     Für  a  =  0  dagegen  kommt: 

U,'f=-y'U,'f+Af. 

Diese  Gleichung  aber  liefert  nur  eine  Lösung  y'  von  Af=0. 
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Beim  Typus  q,  xq,  p  +  j/r/  ist  to  —  ae'  nnd  die  einzige  Relation 
lautet: 

(7,7- Cjf  +  axe  -  i/  -  x^)  U;f+  (1/  -  ae-)  Ü^f  +  Af. 
Sie    giebt    zwei    vou    eiaaiider    niiabliüngige    Lösuiigea ,    auch    wenn 
(1  =  0  ist. 

Endlich   beim   letzteu  Typus  p,  q,  xq  ist  d  =  a  rmd.  es  exiEÜert 
nur  diese  Relation: 

c.7=-i  P.7-(''  -^)  ".7+  ;  M- 


VOU   Af=(\   sobuld   ö4"1 


Btiert 


Sie  ergiebt  nur  eine  Lösung    -  - 
Für  a  ^  0  haben  wir 

ü^f=-yU^f+Af 
und  so  «rgiebt  sich  auch  dann  mtr  eine  Lösung  von  Af'=0. 

Wir  sehen  also:  Nur  in  wenigen  Ausnahmefällen  liefern  die 
Relationen  zwischen  Af  und  den  Vf  nicht  zwei  von  einander  unab- 
büngige  Lösungen.  Sehen  wir  vou  diesen  Äusnahmelaüen  ab,  so  folgt, 
dass  wir,  ohne  die  canonischen  Variabein  etneufälifen,  die  vorgelegte  Dif- 
l'ercntialgleicJiung  durch  rein  algebmiscJte  Proccsse  integrieren  können, 
denn  die  Relationen,  welche  zwischen  Af  und  Ui'f,  U^'f,  TT^f  be- 
stehen, lassen  sich  st«ts  aufstellen,  ohne  dasa  man  nötig  hat,  zn  di'D 
typischen  Formen  seine  Zuflucht  ku  nehmen. 

In  den  bezeichneten  Ausnabmeiallen  werden  wir  d^egen  nur 
eine  Losung  der  Gleichung  Af^  0  auf  rein  algebraischem  Wege 
Gnden,  während  sich  eine  zweite  nach  unseren  frQhercn  Theorien  durcb 
Quadratur  bestimmen  lässt. 


Kapitel  25. 


4 


Linpan>  partielle  DifferenfialgleichnnR^«  in  vier  VerSnderlieheii  und 
gewfihnlicLe  I)ifferentiaIß:leichBngen  dritter  Ordnung  in  x_,  y. 

Vom  16.  Kapitel  an  haben  wir  uns  mit  der  Integration  von  gc- 
wühnlicben  DitTerentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschäftigt, 
indem  wir  voraussetzten,  dass  sie  eine  bekannte  eingliedrige  (IG.  Kaji:) 
oder  eine  bekannte  zweigliedrige  (18.  bis  20.  Kap.)  oder  endlich  eine 
bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
(24.  Kap.)  gestatten  sollten.  In  älinlicher  Weise  könnten  wir  fort- 
fahren. Wir  wollen  uns  jedoch  statt  dessen  in  diesem  Kapitel  mtt 
den   gewöhnlichen   Differentialgleichungen    dritter   Ordnung   und    ilinr 
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Integration  beschüftigeD  ftSr  den  Fall,  (lass  sie  eine  häiannie  drei- 
gliedrige  Grupjte  von  iofinitesimaleL  Tranaformationen  gestatten.  Dies 
erfordert  einige  VorbereitungeB  in  den  folgenden  §§  1  und  2. 

§  1.  Über  dftB  Problem  der  Integration  von  gewStmllohen  Differentieit- 
gleiotiungen    dritter   Ordnung   mit   bekannter    dreigliedriger   Gruppe. 

Zuimcitst   fragt   es   sich,    was  es   überhaupt  heisst,   dass  eine  ffc-'^j, 
teöhnliehe  DifferenÜdlgleichung  '  dritter  Ordnung  ' 

infinitesimale  Funktfransforniation  Uf^^  £j>  -|-  ijq  gestattet  Sie 
gestattet  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  die  oo*  Integralctirveii 
unter  einandw  vertauscht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
die  dreimal  erweiterte  inhnitesimale  Transformation  üf  der  linken  Seite 
der  Differentialgleichung  ein  Increment  erteilt  von  der  Form: 

(.(j- -»)«(, 

p  irgend  ein  offenbar  von  y"  freier  Factor  ist.  Natürlich  bedarf 
es  eigentlich  eines  Beweisea,  daas  diese  beiden  Tbataachen  sich  mit 
einander  decken,  aber  wir  verzichtcu  darauf.  Der  Beweis  ist  ganz  analog 
dem  Beweise,  die  wir  für  den  Fall  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gaben.   Wir  werden  überhaupt  noch  einige  unbewieneiie  Sützc 

diesem  Kapitel  benutzen.  Die  Entwickelungen  dieses  Kapitels 
sollen  eben  nur  dem  Leser  einige  Einblicke  in  weitere  Theorien  ge- 
währen und  ihn  zu  tiefergehendeu  Studien  vorbereiten. 

Es  lässt  sich  nun  zweitens  darthun,  dass,  tvenn  die  Bijferential- 
glachung 

y'"—  e>ix,y,y',g')  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

Z7/-=  ip  +  riq 
gestattet,  alsdann  auch  die  lineare  parliellc  JJijfermtialgleithung  in  vier 
Verätulerlic/ien  r,  y,  y,  j/': 

Af=  1^  +  !/  ^''  +  y"  -^p  +  w  ^.  =  0, 

die  der  GMchntig  y" —  w  =  0  äqttival^it  ist,  die  inßniiesimnk  Trans- 
formation 

ü"f  =  li>  +  1«  +  lV  +  v'Y 
gestattet,  welche  aus  üf  d^irch  »tveimalige  Enveiterung  hervorgeht,    und 
umgekehrt.     Auch  diesen   ziemlich   seihstverstiiudtichen  Sat;^  geben  wir 
ohne  Beweis  au. 

Wir   wollen   un.i   das  Problem   st^-Mpn,  eine  vorgelegte  getvöhnlidie 
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^f'eino^  Diff^cntialgleichung  dritter  Ordnung  in  x,  y  m  integrieren,  todche  tm 

^  Mutut'  ^^^^^  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimcden  PunkUransfarmationen 

Ulf,  ü^fy  U^f  ssulässt    Nach   dem  Obigen  lässt  sich  dieses  Problem 

auch  so  aussprechen:    Es  soll  die  lineare  partielle  Di£Fereniialgleichang 

iii  ^;  V}  y,  y": 

integriert  werden ^  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  fon 
infinitesimalen  Transformationen  CT/'/*,  V^'f,  TJ^'f  gestattet.  Erweitert 
man  nämlich  TJ^y  U^,  27,  zweimal ^  so  bilden  auch  die  hervorgehenden 
infinitesimalen  Transformationen  [7|",  ü^",  U^"  in  den  vier  Veränder- 
lichen Xy  y,  y\  y"  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  wegen: 

(vgl.  Satz  3,  §  1  des  17.  Kap.)  folgt  aus 

4 

dass  auch  ^ 

1 

ist,  d.  h.  die  ü"  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 

bilden. 
Diff  i^^4         Hierdurch    werden    wir   zu    dem  folgenden  allgemeinen  Problem 
j  y*^^**^  geführt:    Eine    vorgelegte    lineare  partielle   Differenticdgleieliung    in  a:,, 

^8>    3/3,   X^l 

Af^  «iCaJ,  •  •  •  «J  ^  +  ««(«1  •  •  •  ^4)  ä^  +  "ai^i  •  •  •  ^4)  g^^  4- 

ZH  integrieren,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infiniifsi- 
malen  Transformationen  in  den  vier  Veränderlichen  a;,,  x^,  x,,  x^: 

I  s  3 

+  S*4(Xi  -"X^)  ^^-^ 
(*  =  1,  2,  8) 

gestattet,  d.  h.  für  welche  jedes  {UtÄ)  die  Form  hat: 

{U,A)  =  h{x, '  ^ '  x^)  ^  Af 
(siehe  Theorem  29,  §  2  des  15.  Kap.). 

Das  Verfahren,  welches  wir  einschlagen  werden,  um  dies  Problem 
zu   erledigen,  ist  analog  dem  in  §  2  des  20.  Kapitels  gegebenen,  wo 
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es  sich  darum  handelte^  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 
drei  Veränderlichen  mit  bekannter  zweigliedriger  Gruppe  zu  inte- 
grieren. Wie  wir  dort  den  Begriff  eines  zweigliedrigen  vollständigen 
Systems  in  drei  Veränderlichen  benutzten,  so  werden  wir  in  der  Folge 
von  dem  Begriff  eines  dreigliedrigen  vollständigen  Systems  in  vier  Ver-  y^lftind' 
änderlichen  Gebrauch  machen  müssen.  Daher  wollen  wir  ihn  hier  ^^***™ 
kurz  auseinandersetzen^  auf  nähere  Begründung  verzichtend. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af  =  0  in  vier  Ver- 
änderlichen besitzt  bekanntlich  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen^ 
und  jede  Function  derselben  ist  eine  Losung.  Untersucht  man^  wann 
drei  von  einander  unabhängige  (vgl.  §  2  des  10.  Kap.)  lineare  par- 
tielle Differentialgleichimgen 

ÄJ^O,    A,f^O,    A,f=0 

in  vier  Veränderlichen  mindestens  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen, 
so  findet  man,  dass  dazu  notwendig  und  hinreichend  ist,  dass  die 
(AiAk)  =  0  nur  Folgen  der  drei  Gleichungen  sind,  d.  h.  die  (AiAk) 
sich  linear  mit  von  x^  •••  a;^  abhängigen  Coefficienten  durch  A^f,  A^f,  A^f 
ausdrücken  lassen.  Alsdann  besitzen  sie  auch  nur  eine  gemeinsame 
Losung,  d.  h.  keine  von  ihr  unabhängige  ausserdem,  und  werden  ein 
dreigliedriges  vollständiges  System  in  vier  Veränderlichen  genannt.  Zur  • 
Auffindung  ihrer  gemeinsamen  Lösung  verfährt  man  ganz  ebenso  wie 
bei  den  zweigliedrigen  vollständigen  Systemen  in  drei  Veränderlichen 
(vgl.  §  3  des  10.  Kap.). 

Auf  die  Beweise  gehen  wir,  wie  gesagt,  nicht  näher  ein,  sie  sind 
analog  denen  des  10.  Kapitels. 

§  2.  Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af=0 
in  vier  Veränderlichen,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe 

von  infinitesimalen  Transformationen  zulässt. 

Wir  wollen  also  nunmehr  annehmen,  es  sei  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung 

Af  =  a^p^  +  a^p^  +  «3^8  +  a^p4^  =  0 

vorgelegt,  in  der 

=  IL  =11  -=.^  z^^£L 

ist  und  die  a  gegebene  Functionen  der  vier  Veränderlichen  rr^,  rr^,  a^jj,  x^ 
bedeuten.  Ferner  sei  vorausgesetzt,  diese  Differentialgleichung  gestatte 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen in  den  x^-x,. 

Lie,  DiflTerentialgleichnn'Ton.  35 
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^dli*p^-*  Wir   haben   im    21.  Kapitel    alle  möglichen   Zusammensetzungen 

biomi.  YQjj  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  be- 
trachtet^  und  zwar  waren  unsere  damaligen  Überlegungen,  wie  be- 
sonders hervorgehoben  wurde,  völlig  unabhängig  von  der  Anzahl  der 
Veränderlichen.  Demgemäss  können  wir  aus  dem  21.  Kapitel  entr 
nehmen,  dass  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen in  x^y  x^j  x^,  x^  durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen,  die  wir  jetzt  mit  X^/*,  Xg/*,  X^f  bezeichnen  wollen, 
so  geschrieben  werden  kann ,  dass  die  Zusammensetzung  eine  der  fol- 
genden Formen  hat  (vgl.  §  3  des  21.  Kapitels): 

1)    (X.Z,)  =  X,    (XjX,)  =  2X,    (Z,X,)  =  Z,. 

(X,X3)  =  X, 

(X,X,)-X, 

(XjX,)  =  X, 


2) 
3) 
4) 
5) 
6) 


(X,X,)  =  0 
(XjX,)-0 
(X,X,)  =  0 
(X.X,)-0 
(XiX,)  =  0 


(Xg  Xj)  ^  c  Xg    (c  =,-  0) 
(Xg  Xj)  ^  Xj  +  Xj 
(X,X,)  =  0 
(XjXj)  ^  X, 
(X,X,)ee5  0. 


(X,X,)  =  0 
(X^  X,)  .=  0 

Wir  haben  nun  nacheinander  diese  sechs  Möglichkeiten  ins  Auge  zu 
fassen. 
\     Die  drei  infinitesimalen  Transformationen 

Xt  =  ikiPi  +  SwÄ  +  &8P3  +  5mJP4 

(*  =1 1,  2,  8) 

sollen  natürlich  wesentliche  für  die  Gleichung  Af=^  0  sein,  und  über- 
dies soll  keine  lineare  Relation  zwischen  ihnen  und  Af  bestehen  (vgl. 
§  3  des  15.  Kap.),  mit  anderen  Worten,  es  soll  die  Determinante 


z/^ 


a 


«c 


a, 


a. 


1    ^%  ^9  •*4 

bll   §12  §1»  §14 

§21   §22  §23  §24 

§82  §38  §84 


31 


^0 


sein. 


Den  Fall  der  Zusammensetzung   1  wollen  wir,   da  er  Besonderes 
darbietet,   erst   zum    Schluss    behandeln    und    also    beginnen   mit  der 
^vMKmmun' Zusammensetzung  2: 

Setzung  2. 

(X.X,)  =  0      (XiX,)  =  X,       (X,X3)  =  CX,  (e:^0). 

Bestehen  diese  Relationen  zwischen  den  X«,  so  bilden 

Af=Q,    X,/'=0,    X,/-=0 
ein  vollständiges  dreigliedriges  System,  denn  es  ist  ja  jedes 

(X,Ä)  =  hAf 
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und  (Xj  Xg)  ^  0.     Es  existiert   daher  eine  Losung  q)  desselben ^  die 
natürlich  eine  Lösung  von  Af  =  0  ist.     Da: 

(X,Ä)  =  X,Af 

oder  ausführlich  geschrieben: 

X,iAf)  -  A(XJ)  =  X^Af 

ist  und  hieraus  für  f^g)  wegen  Aq)^0  folgt: 

A(X,ip)  =  0, 

ebenso  veegen  (^X^X^)^  X^y  (X^X^)  ^cX^  und  Xj^^O,  X2g)^0: 

X^{X^(p)  =  0,     Xi{X^(p)  =  0, 

so  ist  X^q)  eine  Losung  jenes  vollständigen  Systems,  d.  h.,   da  dies 
nur  eine  Losung  (p  besitzt,  eine  Function  von  q)  allein: 

X^q)  =  Sl{q>). 

Sicher  ist  sie  nicht  Null,  da  ^  =^0  ist,  also  dann 


d,<p  cq>  __  dq>  __  r^ 


dx^        dx^ 


sein  müsste.  Wir  können  sie  daher  durch  Einführung  einer  Function 
0(9)  als  neues  q>  gleich  1  gemacht  denken.  Demnach  existiert  also 
eine  Function  9,  für  welche: 


dx^ 


^i9>  =  Sil 


dx^ 

dF,  "^  ^1«  dx^ 


dx^ 


dx^ 


Xi9^  —  621  ^^^  +  522  ^^^  +  623  a^^  +  624  ^a;,  —  ^' 


X39  =r  S3,  ^   +   ^82  ^ 


^ y  _L-  fc    ^  _i-  t    ^y  —  1 

I      538  P^       1      634  i)^ i 


»38  aa;.. 


^ar^ 


ist,  während  ausserdem  die  Identität  besteht: 

Diese   fünf  Gleichungen  ziehen  das  Verschwinden   ihrer  Determinante 
nach  sich: 


a. 


1 
In 

tu 


a. 


a. 


OL, 


0 


12 

32 


0, 


^8  **4 

§33         §3 I        1 

dx^    dx^    dx^    dx^    dq> 

sodass  sich  dq>  hieraus  (wegen  z/  E|i  0)  berechnet  und  eine  Quadratur 

giebt: 

35* 
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i  dx^     dx^     dx^     dx^ 


9>=  — 


«1     «8     «3    ^l 

§11    §12    bJ3    §14 
§21    §22    §23    §24 


Hiermit  ist  eine  Losuug  von  Af=0  gefunden.  Diese  wird  nun  von 
dreien  der  Veränderlichen  x^y  x^y  x^y  x^j  etwa  von  x^^  x^,  x^y  un- 
abhängig sein.  Wir  können  dann  Xy^  x^,  x^  und  (p  als  neue  Ver- 
änderliche benutzen.    Da  A(p  ^£0,  Xj^^O,  X^q>  E^O  ist,  so  werden 

die  neuen  Af,  X^f,  X^f,  die  mit  Äf,  Xyf,  X^f  bezeichnet  werden 
mögen,  frei  von  einem  Gliede  in   ^-    sein^  also  die  Form  haben: 

^1/    -  Sil  ^.,.^  -r  5i2  ^^  -r  5i3  ^^^, 

•  Y  /• t  '     _i_  t        ^^      I     t        ^/ 

^2'  "^  ^^»  ^.r,  "^  ^=28  ^  ■+"  ^^»  ax3  * 

Die  a  und  ^  sind  genau  die  früheren  mit  der  einzigen  Änderung,  dass 
XJ^  vermöge  (p  =^  g>(Xyy  x^,  x^,  XJ^)  aus  ihnen  eliminiert  und  dafür  q) 
eingeführt  worden  ist.     Nach  wie  vor  ist  jetzt: 

{X,Ä)  2i1,Äf,    {X,Ä)    -  X,Än  .  (X,X,)  =  0. 

Unser  jetziges  Problem  ist  also  dies:  Es  sollen  zwei  von  einander 
unabhängige  Lösungen  der  Gleichung  Af  =  0  gefunden  werden,  welche 
die  mit  einander  vertausch  baren  infinitesimalen  Transformationen  X,,X2 
gestattet,    Af  =  0  enthält  nur  drei  Grössen  als  eigentliche  Variabeln, 

nämlich  x^,  x^j  x^.  (p  spielt  in  Af==^Oj  wie  in  Xj,  X^,  da  es  nicht 
transformiert  wird,  nur  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten.  Schliess- 
lich ist  noch  die  Determinante  aus  Af^  Xj/",  X^f  nicht  identisch  Null. 
Da  wir  uns  jetzt  im  Gebiet  dreier  Variabein  a:,,  x^y  x^  befinden, 
recurrieren  wir  auf  §  2  des  20.  Kapitels   und  entnehmen  daraus,  dass 

zwei  Lösungen  ^  und  %  von  Af  =  0  durch  je  eine  Quadratur  ge- 
funden werden,  die  von  einander  unabhängig  sind.  Schliesslich  ist  in 
ip  und  X  f^'iJ*  9>  wieder  die  früher  gefundene  Function  von  x^,  x^,  x^j  x^ 
einzusetzen,  wodurch  dieselben  in  von  einander  und  von  (p  unab- 
hängige Lösungen  von  Af  =  0  übergehen. 

Die  Litegration    von   Af  =  0  erfordert    also   zunächst   eine  Qua- 
dratur und  darauf  zuwi  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 
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Wir  wollen  gleich  hier  die  Zusamniefisetzung  4  zusAmmen- 

{X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  X„    (X,X,)  =  0, 

ie  mit  dem  Falle  c  =  0  in  Zusammensetzung  2  identisch  ist^  erledigen. 

iTenn  die  dreigliedrige  Gruppe  diese  Zusammensetzung  hat,  so  bilden 

ie  vorher 

Af=0,     XJ=0,     X^f=0 

n  dreigliedriges  System  in  vier  Veränderlichen,  deren  Lösung  (p  so 
igenommen  werden  kann,  dass  X^fp^^l  wird.  <p  wird  dann  wie 
:>en  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Es  bilden  aber  auch 

Af=0,    X/=0,     X,/  =  0 

n  vollständiges  System,  dessen  Losung  ^  sicher  unabhängig  von  q) 
t,  da  sonst  auch  XgV'  ==  0  wäre.  Analog  dem  Obigen  ergiebt  sich 
ier,  dass  —  was  im  Falle  c=^0  wegen  (X^Xg)  ^  cX^/*  nicht  so 
3wesen  wäre  —  X^^  eine  Function  von  ^  allein  ist,  d.  h.  ^  so  ge- 
ählt  gedacht  werden  kann,  dass  X^^  E^  1  wird.  Demnach  geht  ^  ganz 
lalog  dem  g)  durch  eine  Quadratur  hervor: 


tp=- 


> 

dxi 

dx^ 

rfiTs 

dx^ 

1 

«I 

«i 

«3 

«4 

d 

In 

§.« 

S.S 

5l4 

Im 

632 

§33 

534    i 

iese  Quadratur  ist  von  der  vorigen  unabhängig.  Nun  sind  q>  und  ^ 
wa  zusammen  mit  x^,  x^  von  einander  unabhängig.  Alsdann  werden 
e   als  neue  Veränderliche   eingeführt.     Da  Atp^i^  Ail^^O  und  auch 

\tp  ?E^  Xy^xl)  ^  0  ist,  so  werden  die  neuen  Äf  und  X^f  (p  und  ^  nicht 
ansformieren,  also  von  der  Form  sein: 

..    =0, 


Afi 

:=d^ 

+  «, 

dx^ 

V 

-l. 

+  \. 

ier  sind  die  a  und  g  aus  den  früheren  a  und  |  dadurch  gebildet, 
ISS  x^  und  x^^  vermöge  (p  =  q)(Xi  -  *  »  x^),  ^  =  '^{x^-  -  -  x^)  eliminiert 

erden.  Äf=0  gestattet  X^f.  Beide  enthalten  nur  zwei  wirklich 
s  Variabein   auftretende  Grössen,   nämlich  x^  x^.     Die  Lösung  von 

/*  s=a  0  ergiebt  sich  also  nach  §  1  des  6.  Kap.  durch  eine  Quadratur, 
idem  man  in  dieselbe  für  (p  und  ^  wieder  die  gefundenen  Functionen 
m  Xi  ' '  '  x^  substituiert,  geht  aus  ihr  die  gesuchte  dritte  Lösung  x 
m  -4/'=0  hervor.     Die  Integration  von  -4/'=0  erfordert  mithin 
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iusgesamt    drei   Quadraturen  ^   zuerst   zwei   vou   einander  unabhängige 
und  nach  diesen  eine  dritte. 

Zusammen-         \yjj.  komuien  zur  Zusammenseteung  3: 

(X,X,)  =  0    (X,X3)  =  X,     (X,X3)  =  X,  +  X,. 
Jetzt  bilden  wir  das  vollständige  System 

Äf^O,   x,/-=o,  x/=o, 

dessen  Lösung  (p  sich  durch  Quadratur  bestimmt.  Es  ist  nämlich 
leicht  einzusehen,  dass  X^q>  ebenfalls  Losung,  d.  h.  eine  Function  von 
q)  allein  ist,  die  bei  passender  Wahl  von  <p  gleich  1  gemacht  werden 
kann.     Da  also 

Aq)^0,     Xig)^0;     Xj^^O,     X^q)^l 

ist;  so  giebt  eine  Quadratur  (p  genau  so  wie  früher.  Nun  werden 
etwa  x^,  x^,  x^  und  q)  als    neue  Veränderliche  benutzt     Dann  sind 

die  neuen  Af,  X^f,  X^f  frei  von  g— ,  enthalten  also  nur  drei  Grossen 

Xiy  x^,  Xq  als  wirkliche  Veränderliche.    Af  «=  0  gestattet  X^f  und  XJ 

und  es  ist  (X^  X,)  ^  0,  während  keine  Relation  zwischen  Af^  X^f,  XJ 
besteht.    Nach  §  2   des   20.  Kap.  lassen  sich   also  zwei  Losungen  ^ 

und  X  ^<)^  ^f  =  ^  durch  je  eine  Quadratur  finden.  Diese  beiden  Qua- 
draturen sind  von  einander  unabhängig.  Die  Integration  von  Af  =  0 
erfordert  also  im  vorliegenden  Falle  drei  Quadraturen  wie  im  ersten  Fall. 

^etz^T         Haben  die  X*  die  Zusammensetzung  5: 

(X.X,)  =  0,    (X,X3)  =  0,    (X,X,)  =  X„ 

so  giebt  es  eine  Lösung  (p  des  vollständigen  Systems 

Af==0,    X,/-=0,    X,/-=0, 

für  die  wegen  A  (Xg  (p)=^0,  Xj  (Xg  <p)  EzeO  ,  Xj  (Xg  y)  ^  0  auch 
X^q)^Ei^{q))  ist.     Wir  dürfen  daher  annehmen: 

Aip^O,     Xj^j^O,     Xg^^O,     Xg^^l 

und  bestimmen  q)  durch  eine  Quadratur  in  bekannter  Weise.    Analog 

bilden 

Af=0,    XJ=0,    X,f=0 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  iff  auch  X^^^l  an- 
L^enommen  werden  darf.  Daher  ergiebt  sich  ^  durch  eine  von  der 
vorigen  unabhängige  Quadratur  genau  so  wie  bei  der  Zusammen- 
setzung 4.  ^i^  ^ti  q>}  ^  chva  werden  darauf  als  neue  Veränderliche 
eingeführt;    die  dritte  Lösung  %  bestimmt  sich  dann  gerade  so  wie  in 
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dem  eben  angegebenen  Falle.  Af^=0  wird  somit  durch  zwei  von 
einander  unabhängige  und  eine  dritte  darauffolgende  Quadratur  integriert. 

Wenn  schliesslich  die  X*  die  Zusammensetzung  6  haben:  ^eu^gT. 

(X,X,)  =  0      (X,X3)  =  0      (X,X3)  =  0, 
so  bilden 

Af=0,    XJ=0,    X/=0 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  q>  auch  X^<p  ^  1  an- 
genommen werden  darf,  (p  bestimmt  sich  also  durch  Quadratur. 
Analog  bestimmen  sich  die  Lösungen  ^  und  %  <}er  beiden  vollständigen 

Systeme 

Af=0,    XJ=0,    X/=0     (woX.V'^l) 
und 

Af=0,     XJ^O,     XJ=0    (woXi^=l) 

durch  je  eine  Quadratur.  Af^=0  wird  also  in  diesem  Falle  durch 
drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  integriert. 

Nunmehr  bleibt  nur  noch  der  oben  ausgeschlossene  Fall  zu  unter- 
suchen, in  welchem  die  X*  die  Zusammensetzung  1  haben:  zasÄmmen- 

(X^X^^X^      {X^X^^2X^      {X^X^^X^, 

Wir  behaupten,  dass  es  in  diesem  Falle  eine  Lösung  q>  von  Af=0 
giebt,  für  welche 

Atp^Oj     X^fp^lj     X^q>^q>y     X^q>^(p^ 

wird.  Ist  nämlich  g)  eine  Function  von  a;,,  x^,  x^,  x^y  die  durch  die 
Gleichung 

f{Xl  ,    X^y    X^y    X^,    (P)    =^    C  (C  =  COMt.) 

definiert  sei,  so  bilden  wir  die  vier  Gleichungen: 

y.j=xj+   g-  =  Sn  gj-  +  |,j  ^  +  g„  g-  +  Su  g^  +  äy '°°^' 

X,f=X,f+  9^  =  ^i  ax;  +  fe«  g^  +  fes  g^  +  5m  8^  +  9»  ä^=0, 

xj^x,f-i-<p'^^  =  5«  a^  +  ^38  g^  +  S,s  ^^  +  6,4  rx+f'd^='^- 

Es  sind  dies  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in  fünf  Veränder- 
lichen Xi,  x^,  X.J,  x^,  <p,  und  es  ist: 
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(A  X,)  =  {AX^)  =  X^Äf  =  k^  A/-, 
(AX,)=  (AX,)  =  X,Af=X,Af, 

(X.  X,)  -  (X.  X,)  +  (1^,  <p  1^)  =  X/, 
(X.X,)  =  (X,X,)  +  (|/,  <p»  |/)  =  2XJ, 

(X,  X3)  =  (X^X,)  +  (g,  1^ ,  ,>»  1^)  =  XJ. 

Die  Klauiiuerausdrücke    geben   also,  gleich   Null   gesetzt,   keiue  neuen 
Differentialgleichungen.     Daher  bilden 

A/  =  0,     X/=0,     X,/'=0,     XJ=0 

ein  sogenanntes  viergliedriges  vollständiges  SystefPi  in  fiinf  Veränderiichm 
^i)  ^t)  ^3)  ^19  %  ^^3;  ^^^  ™^^  allgemein  beweisen  kann,  eine  Losung/' 
besitzt.     Sei  diese  Losung 

so  setzen  wir  sie  gleich  einer  Constanten  c.     Indem  wir   dann  ^>  aus 

berechnen,  erhalten  wir  eine  Function  q>{Xij  x^^x^,  x^),  für  die  wegen 
A/'^^  0  offenbar  Afp-.^O,  wegen  X^f^O  offenbar  X^y^l  etc.  ist, 
denn  es  ist: 

IL 

^ '-     (A  =  1,  2,  3,  i). 


also: 


cx^.  cj_ 

dtp 


A(p  r^r  «1  ^     +  «i  ^—  +  «3  i,-;:   +  «4 


irtp  'C(p 

u.  s.  w.     Mitliin  existiert  in  der  That  eine  Function  (p,  für  welche 

.49^0,     Xi9^1,     X^(p^^(pj     X^q)^^g)^ 
ist. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  Function  praktisch  gefunden  wird. 
Aus  den  vier  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  die  - —  berechnen 
in  der  Form: 

^y  =  Qki-^i  •  •  •  ^4)  +  ^^0^4  •  •  •  x,)(p  +  rt{x^  •  •  xjg)« 

(k  =^  1, ;;,  J,  i). 
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Um  hieraus  9  zu  berechueU;  verfahren  wir  nach  Dubois-Reymond's 
Methode  so.     Wir  setzen: 

und  drücken   also  q>  als  Function  von  x  allein   und   arbiträren  Con- 
stanten a  aus,  sodass  in  dieser  Form 

wird.     Setzen  wir  hierin  die  obigen  Werte  der  partiellen  Differential- 
quotieuten  eiu,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

äl  =  q{x,  a)  +  6{x,  a)<p  +  r{x,  a)(p\ 

Es   ist  dies   eine   lüccatische   Glekhumg.     Haben    wir    ihre  allgemeine, 
eine  Constanie  c  enthaltende  Lösung 

qp  =  q){x,  «1  •  •  •  «4,  c) 
bestimmt,  so  setzen  wir  wieder  rückwärts 

•«1  Xt»  JUt  •*'j 

1  ^  )       n         X-  '        •*  a;  '       *  a; 

Dadurch  fällt  notwendig  x  aus  g)  heraus  und  es  bleibt  eine  Function 
von  der  Form 

(pE^(p{Xi,X^,X^,X^yC). 

Hiermit  wäre  eine  Function  tp  gefunden,  für  die  Aip^O  ist. 
Diese  Function  enthält  nun  noch  eine  arbiträre  Constante  c.  Geben 
wir  dieser  Constanten  c  drei  Zahlenwerte,  so  ergeben  sich  drei  Functionen 
9^11  92?  9^3»  f^**  ^^^  sieher  Aq)^^^  A<p^^  Aq>^^0  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  (p^,  g)^?  9^3  ^'^^  einander  unabhängig  sind. 
Denn  alle  drei  erfüllen  die  Gleichungen: 


Wäre  also  etwa: 
so  würde  aus 


i^-„+ ...» + ..,■ 

(*  =  1, 2, 3, 1). 

-^(9>i;9^2>93)  =  0, 

^r-0  —  =0  ^-  =  0 

djc^  '     dx^  '     dx^ 


folgen: 

I  -  (9*  +  <»*9'i  +  ^"W)  +  y^  (9*  +  <fk9i  +  'fi'W)  + 

(*  =  j,  i,  3, 1) 
oder,  \uders  geordnet: 
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Qk 


(i//^)+-(i?-i^)+"(i'-%^")-» 


'k-  =  1,  2,  8,  1). 

Nun  sind  nicht  alle  Determinanten  der  Matrix 


P4 


ÖS 


(X. 


dtp        dq>        Ctp        dtp 


mehr  als  eine 


identisch  Null,  da  sonst  zwischen  x-    ,  -^— ,  -^ 

lineare   Relation    bestände    (da    doch    nur  yl^^^O  ist).     Also  folgte 
notwendig,  dass  einzeln: 


dn 
dn 

dtPi 


+ 


dn 


dii 

dfpi 

dn 


+ 


^i  ;r^'  +  92  ^:fr  '^  ^^  f^  ^-  ^^ 


dn 

dfP:i 

dn. 
dn 


0, 


1 

9^2 


1 

9>3 


8 


=  0 


^«Pi  ^qPj  ^T3 

d.  h.  dass  die  Determinante: 

I    ^ 

oder  also 

(9^1  —  9t)  iSPt  —  9^3)  (9^3  —  9i)  =  ^> 

d.  h.  zwei  der  9,  identisch  wären. 

Wir  sehen  also:  Indem  wir  in  der  Losung  q>  {x^ 
Constanten  c  drei  Zahlenwerte  geben  derart,  dass  nicht  zwei  Zahlen- 
werte dieselbe  Function  liefern,  was  immer  möglich  ist,  so  erhalten 
wir  drei  von  einander  unabhängige  Functionen  g)i,  ^g,  93  als  Lösungen 
von  Af  =  0. 

Somit    ist   in  diesem   Fall   die    Integration    von  Af=0  auf  die 
einer  Riccati'schen  Gleichung  reduciert*). 


X 


4> 


c)  der 


*)  In  Bd.  25  der  Math.  Annalen  zeigte  Sophus  Lie,  dass  die  Gleichung 
Af  =  0  im  vorliegenden  Fall  auf  eine  Riccati'sche  Gleichung  zurückgeführt 
werden  kano.  Alsdann  machte  Vessiot  die  äusserst  wichtige  Bemerkung,  däsf 
man  direct  durch  die  im  Text  gegebene  Methode  eiue  Lösung  von  Af=  0  dupb 
eine  Riccati'sche  Gleichung  bestimmen  kann.  Endlich  bemerkte  Lie,  dass  d»on 
die  gefundene  Löäuog  eine  arbiträre  Constante  derart  enthält,  dass  dre'  ▼ß^- 
schiedene  Werte  derselben  drei  von  einander  unabhängige  Lösungeu  von  y/=ö 
iefern.     Die  Methode  des  Textes  ist  einer  Verallgemeinerung  fähig  auf  «üebige 
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Fassen  wir  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  zusammen  in  dem 

Theorem  49*):  Gestattet  eine  vorgelegte  lineare  partielle 
Differentialgleichung  Af='0  in  vier  Veränderlichen  eine  he- 
kannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen, deren  erste  derivierte  Gruppe  weniger  als  dreigliedrig 
ist,  so  verlangt  ihre  Integration  drei  Quadraturen^  von  denen 
entweder  die  beiden  ersten  oder  die  beiden  letzten  von  einander 
unabhängig  sind. 

Ist  dagegen  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig, 
so  verlangt  die  Integration  von  Af=^0  die  einer  liiccati' sehen 
Differentialgleichung, 

In  beiden  Fällen  ist  vorausgesetzt,  dass  zwischen  Af  und 
den  drei  infinitesimalen  Transformationen  keine  lineare  Re- 
lation bestehe, 

§  3.  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  in  x,  y,  welche  eine   bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von 

infinitesimalen  Transformationen  gestattet. 

Die  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  wenden  wir  nunmehr  auf 
die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  an: 

y    -  (D(x,y,y,y  )  =  0, 

vou  der  wir  voraussetzen;  dass  sie  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  . 

ükf=i  ikP  +  VkQ        <*  =  1»  S^'  8) 

in  X,  y  gestatte. 

Es    bedarf  diese   Anwendung  kaum   noch  einer  besonderen  Aus- Integration 

°  ,  durch  Ver- 

einandersetzung.  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y,  y,  y":wortung  d. 

welche  jener  gewöhnlichen  Differentialgleichung  äquivalent  ist,  gestattet 
die  durch  zweimalige  Erweiterung  der  ük  gewonnenen  infinitesimalen 
Transformationen: 


r-gliedrige  yollständige  Syeteme  in  n  Veränderlichen  mit  bekannter  (n-r)-gliedriger 

einfacher  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen. 

*)  Dieses  Theorem  wurde  von  Lie  in  Bd.  11  und  26  der  Math.  Annalen 
aufgestellt  in  den  Abhandlungen:  „Allg.  Theorie  der  partiellen  Differential- 
glep^hangen  erster  Ordnung*^  und  „Allg.  Untersuchungen  über  Differentialglei- 
chungen^ die  eine  continuierliche  endliche  Gruppe  gestatten".  Diese  Arbeiten 
enthat^n  eine  durchgeführte  IntcgratioDbtheorie  der  vollständigen  Systeme  mit 
bekanniQ  infinitesimalen  Transformationen. 
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f  T // /• j.     cf    I  cf    I         /   cf     1         #/    cf 

^* '  =  «*  ä^  +  ''*  ä^  +  *»*  ay'  +  ''*  dy"  • 

Die  letzteren  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.     Denn  es  ist  ja  (nacli 
Satz  3,  §  1  des  17.  Kap.) 

Da  aber  Dach  Voraussetzung  etwa: 

und  auch:  '  ^ 

(2:  Const.  V.)"  ~  £  Const.  U." 
ist,  so  folgt:  s 

{U,"U,")^^.c,^U.", 

1 

d.  b.  Z7i",  ?//',  f/V'  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  you  infinitesimalen 
Transformationen. 

Die  Anwendung  der  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  lehrt  dqu 
unmittelbar,  indem  die  U"f  an  die  Stelle  der  dortigen  Xf  treten, 
dass  die  Integration  von  Af=0,  also  auch  von  y"  —  ©  =  0 
in  allen  Fallen  bis  auf  einen  nur  drei  Quadraturen  erfordert.  Nur 
wenn  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  würde  nach 
jenen  Theorien  auch  die  Integration  einer  Riccati'schen  Diflferential- 
gleiehuug  erforderlich  sein.  Gewisse  Differentialgleichungen  dritter 
Ordnung  allerdings  entziehen  sich  dieser  Methode,  diejenigen  nämlich, 
für  welche  die  Determinante  von  Af\  U^'f,  V^'fj  U^'f  identisch  ver- 
schwindet. 

durcrJMnf  Eine  andere  Integrationsmethode  unserer  Diflfereutialgleichung 

Variabein.  V      —  ^K^,  V)  V  y  V   )  =  ^ 

besteht  darin,  dass  man  die  dreigliedrige  Gruppe  U^  U^,  U^  auf  ihre 
canonische  Form  bringt.  Dies  erfordert,  wie  wir  in  den  §§  2  bis  5 
des  23.  Kapitels  erkannten,  nur  eine  Reihe  von  Quadraturen  oder  aber 
noch  die  Integration  einer  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y. 
Durch  diese  Reduction  wird  die  vorliegende  Differentialgleicliung  auf 
eine  einfachere  Form  gebracht,  und  es  handelt  sich  alsdann  darum, 
sie  in  dieser  Form  zu  integrieren.  Unter  Umständen  verlangt  diese 
Methode  einfachere  Operationen  als  die  obige,  sich  an  den  vorigen  Pa- 
ragraphen anschliessende. 

ftiiru'ui'  in  "^^  möge  die  Differentialgleichung  z.  B.  eine  dreigliedrige  Gru>pe 

oiuom  bo-  zulassen,  die  zum  Typus 

loml.   Falle.  '  •' * 

Py     q,     xp 
gehört.     Die  Auffindung  der  zugehörigen   cauonischen  Verän'^rfichen 


Integration  einer  gewöhnlichen  Diiferontialgleichung  dritter  Ordnung  in  x^  y,  557 

rc,  y  erfordert  nach  §  4  des  23.  Kapitels  nur  eine  Quadratur.  Die 
DifiFerentialgleicliung  nimmt  durch  Einführung  der  canonischen  Va- 
riabein eine  Form 

an,  in  der  sie  die  Gruppe  p,  q,  xp  gestattet.  Um  diese  Form  zu 
finden,  werden  wir  so  verfahren: 

Wir  bedenken,  dass  die  Gleichung  y"  -^  «o  =  0  bei  den  drei  drei- 
mal erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 

TT  "'/*=     ' 

^*  '  —  dy' 

invariant  bleiben  muss,  hierin  x,  y,  y\  j/",  y"'  als  Variabein  betrachtet. 
Sie  ergiebt  sich  daher  in  allgemeinster  Weise  dadurch,  dass  man  die 
allgemeinste  Lösung  des  dreigliedrigen   vollständigen  Systems 

U,"'f=0,     U,"'f=0,     U,"'f^O 

in  X,  y,  y\  \f\  y"  einer  Constauten  gleich  setzt.  Dieses  vollständige 
System  in  fünf  Veränderlichen  wird  in  dieser  Weise  integriert:  Zu- 
nächst hat  JJi"f  =  0  die  vier  von  einander  unabhängigen  Losungen 
Vt  Vi  y" }  y" }  *'so  als  allgemeinste  Lösung  eine  Function  f  von 
yy  y\  y\  y*  Soll  sie  auch  Lösung  von  TJ^"f=^0  sein,  so  darf  sie 
ofibnbar  y  nicht  enthalten.  Soll  sie  endlich  noch  Lösung  von  U^'"f=s  0 
sein,  so  muss  diese  Function  f(y,  y\  y'")  die  Gleichung 

erfüllen.  Diese  aber  hat  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Lö- 
sungen 

^^       und        ^3 , 
sodass  also 

die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  und  demnach 

ß(ji,  ^;)  =  Const. 
oder,  nach  y"  aufgelöst: 

die  allgemeinste  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  ist,  welche  die 
Gruppe  Py  g,  xp  gestattet. 
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Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zu  integrieren  ist.     Wenn  wir 


setzen,  so  wird 


y ' 


du 
dx 


y  ^        1^ 

dx 

=  V^  +  2«*, 

dy    »  ' 

sodass  dann  die  Differentialgleichung  lautet: 

^  +  2««  -  «;(«)  =  0. 


/. 


Eine  Quadratur: 

du , 

ti;(u)  — 2tt«  ■+■  y  "^  ^ 

liefert  u  als  Function   von  y  und  der  Integrationsconstanten  a.    Wir 
finden  also  etwa: 


oder 


d.  h. 


7".  ^  =  9^  (»'«)' 


—  ^  '•=f9{y,  a)äy  +  6- 

Ist  diese  Quadratur  beendet,  also  etwa  gefunden: 

y  =  ^(y,  a,  6) 
so  folgt  durch  eine  letzte  Quadratur: 

dy 


f 


—  X  =  c 


^  (2/.  «I  f>) 

die  vollständige  Integralgleichung  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung. 

Im  ganzen  sind  hier  also  vier  successive  Quadraturen  erforderlich, 
eine  erste  zur  Bestimmung  der  canonischen  Veränderlichen  x,  y  und 
drei  folgende  zur  Integration  der  Differentialgleichung  in  ihrer  neuen 
Gestalt. 

^nl^cITdir"         ^^™  Vergleich  wollen  wir  die  Differentialgleichung 

Graten  /«/'\ 

Methode.  !/'"— y' "«!;(''.-,)  =0 

nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen   integrieren.     Wir  setzen: 
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und 


^f=rx  +  y  Ty  +  y  jy--^y  "^w^^ 


TT"f=  ^ 


u,"f 


-.iL 

oy' 

^  '  öx 

und  bilden  die  Determinante 

1/        i 
y     y 

10       0 


z/  = 


// 


y 


y'^tP 


'IL 

Sy 


^    oy 


^  -  2y"'  +  y  ^r. 


a 


0 

0     10  0 

X     0      -y'     —2y' 
Sie  ist,  sobald 

ist,  nicht  identisch  Null.     Das  vollständige  System 

Af=0,     U"f=0,     Ut"f=0 
besitzt  eine  Lösung  q>,  für  die  wegen 

iü,"Ä)  =  l-A,    iü,"Un=ü,",    (Z7,"t^3")E^0 
auch  etwa 

Ü8>  =  -   1 

angenommen  werden  kann.    Es  kommt  also: 

dx    dy    dy      dy" 

10        it       #  « 
y     y     y  w 

10      0        0 

0     10       0 


9  = 


^    fy-^iDdy  -rdy 
~J      y'*w-iy-' 


oder,  wenn  wieder 


y 


/l 


U 


gesetzt  wird: 

Cldy  udu    \ 1       ,  /     udu 

Ferner  hat  das  vollständige  System 

Af=0,     U,"f=0,     Oj'Y-O 

eine  Losung  ^,  für  die 

0,'>  =  1 

angenommen  werden  darf.     Demnach  kommt: 
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^E^ 


(Ix    dy  dy  dy 

y  y  v^tc 

10  0  0 

X     0  —  y  —  2y 


rr        I 


.^  Ay'*«'  -^iy")dy  +  ydy-dy'  -  y'dy") 
—J  y^w-^y"" 

—  ^      J  w  —  in*' 
Durch  diese  zwei  Quadraturen  liat  sich  also  etwa  ergeben: 

v'Cy'.  y")  =  «. 

*(y»  y'>  y")  =  ^• 

Eliminiert  man  hieraus  y",  so  kommt  eine  Relation 

y  =  a:(y» «,  f>) 

deren  Integration: 


/. 


^       =  a:  +  ^ 


die  vollständige  Integralgleichung  liefert. 

Diese  Methode  erfordert  also  nur  drei  Quadraturen,  von  denen 
sogar  die  beiden  ersten  von  einander  unabhängig  sind.  Allerdings 
haben  wir  zunächst  vorausgesetzt^  dass  die  canonischen  Veränderlichen, 
deren  Bestimmung  ja  eine  Quadratur  erfordert,  schon  eingeführt  seien. 
Aber  diese  Voraussetzung  ist  offenbar  unnötig,  wir  hätten  dieses 
zweite  Integrationsverfahren  auch  für  beliebige  Veränderliche  genau 
ebenso  durchführen  können. 

Wir    werden    nun    auf   die   Behandlung   der    übrigen   Fälle   nicht 

weitor   eingehen,   ihre   Durchführung  vielmehr   dem   Leser   überlassen. 

Docli  sollen  zwei  Beispiele  zu  unseren  Theorien  hier  Platz  finden. 

BeiHpieio.  2.  Beis^ucL'     Vorgelegt  sei  die  allgemeine   lineare  DiflFereutialglei- 

Diffgr    chung  dritter  Ordnung 

dritter      ,    ^ 

Ordnung.  (1)  y'"_  X,y" -  X,y  -  X^y  -  X  =  0, 

in  der  X,  Xq,  Xj,  X^  gegebene  Funclioiien  von  x  allein  bedeuten. 
Bekanntlich  nennt  man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zwischen  ^  und  x: 

(2)  /"—  Xg/'—  X,  /  —  Xo^^  =  0 

ihre  verhnretc  Gleichung.  Hat  mau  diese  integriert,  so  kann  man 
durch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  erstere  ebenfalls 
integrieren.  Es  seien  nümlich  s^j  z^y  ß^  drei  particulare  Lösungen  c 
der  verkürzten  Gleichung,  also  drei  Functionen  von  x,  für  die 
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(3)  er-  x,zr-  x,zi-  x^B, = 0 . 

(I  =  1,  2,  8) 

ist.    Insbesondere  können  sie  stets,  wie  man  leicht  einsieht,  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Determinante 


J  = 


01  Zi  Zi 

t  ff 

02  Z^  02 

h 


f  ff 

Zq         Zo  Zo 


=~0 


ist.  Nun  gestattet  die  nicht  verkürzte  DiiFerentialgleichung  (1)  die 
drei  infinitesimalen  Transformationen: 

üi  =  eiqj     U2  =  Z2q,     ü^  =  z^q, 

denn  mit  y  ist  auch  y  -f-  Const.  z^  +  Const.  jeTj  +  Consi  z^  eine  Lo- 
sung von  (1)  und  bei  Ui,  U^,  U^  erfahrt  y  eben  die  Incremente 
Zidt,  z^it,  z^dty  während  x  ungeändert  bleibt.  Dass  die  unverkürzte 
Differentialgleichung  die  Uif  gestattet,  kann  man  übrigens  auch  so 
einsehen:     Die  Differentialgleichung  ist  äquivalent: 

und  die  Ui  geben  zweimal  erweitert: 


sodass 

{UrA)  =  {z,X,  +  z!X,  +  grx,)  ff,  +  ,,'  |r  +  ,f'  1^,  _ 

f  df  ff  df  fff  df 

~^'   dy"  ^*    W  '^  ^'    W 
oder  wegen  (3) 

ist. 

Nunmehr  bilden 

Af^O,     ÜJ^O,     Ü2f=0 

ein  dreigliedriges  vollständiges  System  \n  x,  y,  y,  y\  dessen  Losung  q> 
so  angenommen  werden  kann,  dass 

wird.     Die  Vi  bilden  nämlich  eine  dreigliedrige  Gruppe  mit  vertausch- 
baren Transformationen. 
Sonach  ist: 

Lie,  DifTerentlaleleichnngon.  86 


5G2 
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oder 


z, 


tf 


^  +  -"^0 y  +  -^'i  y  +  ^tv"  ! 


-«. 


dx 
1 
0 
0 


y 

z. 


dy 
y 


dy" 

X  +  X,y  +  X,y  +  Xy 


it 


r* 


ein  Integral  von  Af=0.  Durch  cyklische  Vertauschang  der  Indices 
1,  2;  3  bei  den  z  ergeben  sich  noch  zwei  Integrale. 

2.  Beispiel:  Gesucht  wird  eine  Curve  in  der  Ebene  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  ihre  Bogenlänge  5,  von  einer  Anfangsstelle  aus  ge- 
rechnet, eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Bogenlänge  6  der 
Evolute  der  Curve  ist.  Wenn  p^  der  Krümmungsradius  der  Anfangs- 
stelle, Q  der  Krümmungsradius  der  Stelle  mit  Bogenlänge  s  auf  der 
gesuchten  Curve  ist,  so  ist 

^  =  Q  —  Qo 

und  wir  verlangen 

Da  sich  die  Bogenlänge  s  durch  ein  Integral  ausdruckt,  so  ist  dies 
noch  keine  Differentialgleichung.  Wir  haben  vielmehr  noch  zu  dif- 
ferenzieren: 

Es  ist:  

rf5  =  yT+~y'Va:, 


Q  = 


y 


Die  Bedingung  nimmt  also  die  Form  an: 
wo 

fl-  ^-  ß'  ('-■  +/•>-'  -  0 

ist.     Führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 
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1 


W 


(,i+p!), 


/'  > 


(3y'  —  w)^m 


80  lautet  die  Differentialgleichung: 

y    —  (D  =  0. 

Um  sie  zu  integrieren^  beachten  wir,  dass  die  gesuchte  Curve  in  eine 
ebensolche  übergeht,  wenn  man  sie  in  der  Ebene  verschiebt  oder 
dreht.     Die  Differentialgleichung  gestattet  daher  die  Translationen: 

und  die  Rotation: 

UJ=  —  »p  +  xq, 

die  zusammen  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen bilden.  Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  y"  —  ©  =  0 
ist  der  linearen  partiellen  äquivalent: 


^df 


r  df 


df 


^f=f.  +  yj;.  +  y'w  + 


(O 


df 


=  0, 


dx  ^   ^    dy    '    ^     dy     '        dy* 
welche  die  zweimal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  zulässt: 

die    eine    dreigliedrige  Gruppe    bilden,   deren  erste  derivierte  Gruppe 

zweigliedrig  ist.     Es  ist  die  Determinante  von  Af  und  den  Vfi 

II  if 

y       y  » 

10        0  0 

0       10  0 


r   .'/ 


—  y    X    l  +  y*    Sy'y 


=  3yY*-(l +  »'*)" 


=zy  ^ '  w. 


Sobald  wir  w^O  annehmen,   was  wir  thun  wollen,  ist  ^  e|=  0,  und 
wir  können  die  Integration  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen 
durch  drei  Quadraturen  ermöglichen. 
Es  ist: 

während  jedes  ( J7/'-4)  ^  A,- -4/*  ist     Die  drei  Gleichungen: 

Af=Q,  u,y=o,  u,y=o 

36* 
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bilden  also  ein  dreigliedriges  Yollstäudiges  System  in  x,y,if\y\  dessen 
Lösung  q>  so  gewählt  gedacht  werden  kann^  dass 


ist.     Es  ist  somit: 


9  = 


dx    dy    dy  dy" 

y      y  m 

10       0  0 

0      10  0 


^-arctgy+J(^^'(Y^-f/^ 


oder  wenn  wir 


setzen : 


(1  +  y  'f  =  u,     also     117  =  u?  [^) 


9  =  —  arc  tg  y 


Die  Ausführung  dieser  Quadratur  giebt  etwa: 

9)  =  — arc^y'  +  *(^,) 

^_„ctg,'  +  0Ci+/:^-)- 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y,  y,  q)  als  Veränderliche.     Dadurch  gehen 
Af  und   £/,",  ?7j"  über  in: 

Tr ^f    i      '  ^f    \     "  ^f 


dy 


cy  ' 


wo  in  Af  das  y'  vermöge  der  Beziehung  zwischen  9,  y,  y'  durch 
9)  und  y  ausdrückbar  ist.  y'  ist  also  als  bekannte  Function  von  9 
und  y   zu  betrachten.     Nun  bilden: 

J/-=0.       £/,/•=  0 

ein  vollständiges  System  in  x,  y,  y  (9  tritt  darin  als  arbiträrer  Para- 
meter auf)  und  seine  Lösung  ^  erfüllt,  wie  wir  wegen 
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anuehmeu  dürfen^  die  Gleichung 

U^if  =  1. 
Die  Determinante  von  Af,  U^f,  U^f  lautet: 

y    y 


und  68  kommt: 


*-/f 


10     0 
0     1     0 


dx    dy    dy 


.  -  J^ 


1t  »r 

y     y 

1       0       0 

Hierin  ist,  wie  bemerkt,  y"  als  Functiou  von  y    und  tp  aufzufassen 
vermöge 

^^_arctg,'  +  *(^+^pi). 
Bezeichnen  wir  die  zu  Q>  inverse  Function  mit  Oy  so  kommt: 


3 

(i  +  »'!L  =  ^(y  +  arctgy'), 


also 


y 


y 


«  ((p  -f  arc  tg  y') 


Demnach  wird: 

t  =  y—   \-^^^~^  *(?)  +  arctg  y") 

^  y  +  I  0(ip  •\'  arc  cos  e)de, 


wenn  nämlich 


gesetzt  wird.    Bei  der  Ausführung  der  Quadratur  ist  9  wie  eine  Con- 
stante  zu  behandeln.     Man  findet  etwa: 

worin  noch 

9)  ^  —  arc  tg  y  +  0 
zu  setzen  ist. 

Nunmehr  werden  x,  y,  q>  und  ^  als  Veränderliche  benutzt.    Dann 

geht  Af=  0  über  in: 


566 


Kapitel  25,  §  3. 


wo  y    als  Fuuction  von  y,  tp  und   ^   aufgefassi  werden  muss.     Diese 
Gleichung  gestattet: 

^^'  —  dx 
und  hat  daher  das  Integral: 

dx    dy 

1    ü  ( 

wo   y    durch   t/,  q>  und   ^  ausdrück  bar  ist   und   bei   der  Quadratur  9 
und  ^  als  Constanteu  zu  behandeln  sind. 

Diese  dritte  Quadratur  ist  von  der  zweiten  abhängig.  Wir  konnten 
aber  auch  die  dritte  unabhängig  von  der  zweiten  ausführen^  denn  be- 
nutzt man  x,  y,  y   und  9  als  Veränderliche,  so  bilden  auch: 


'        ex    *    '^    oy    *    *^    oy  ' 

^'        cy 


ein    zweigliedriges   vollständiges   System  und   die  Lösung  %   desselben 
erfüllt,  wie  angenommen  werden  darf,  die  Gleichung 


sodass 


J^iZ=l, 


X  ^ 


^4 


-Sf 


dx    dy    dy    | 

V       V 
0         10 

1~   '  ,  ff  ._ 

y     y 

010 

10       0. 

wird.    Hierin  ist  y"  durch  y    mid  qp  ausdrückbar,  und  darauf  muss  so 
integriert  werden,  als  ob  q>  eine  Constante  wäre.     Schliesslich  ist  für 
q>  sein  obiger  Wert  einzusetzen. 
Eliminiert  man  endlich  aus 

die  Grössen  y',  y",  so  erhält  man  die  gesuchte  vollständige  Integral- 
gleichung 

k{x,y,a,byC)  =  0. 


Sehlasswort. 

Wir  wollen  mmmelir  mit  einigen  Bemerkungen  i'iber  die  Jicdcii- 
tutlff  der  vorgetragenen  l'/ieorw  dieses  Werk  liescliliessen. 

Nehmen  wir  an,  es  Hege  ^  um  gleich  allgemein  zu  reden  — 
ein  System  von  Difl'erentialgleichnngen  vor,  welches  integriert  werden 
BoU  und  von  dem  man  weiss,  dass  seine  allgemeinen  Lösungen  nur 
arbitriire  Conslanten,  keine  arbiträren  Functionen,  enthsilten.  Alsdann 
kann  raan  sich  fragen,  ob  dasselbe  infinitesimale  Trausformationen  ge- 
stattet. Läaat  sie  solche  zu  und  zwar  eiae  begrenzte  Anzahl  von  ein- 
ander unabhängiger,  so  ist  es  immer  möglich,  die  Bestimmung  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  zurückzufuhren  auf  das  Problem,  ein 
gewisses  vollständiges  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen zu  integrieren,  welches  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen gestattet.  Wird  dieses  vollständige  System  integriert,  so 
findet  man  die  gewünschten  infinitesimalen  Transformationen  und  ihre 
Verwertung  ermöglicht  alsdann  gewisse  Vereinfachungen  des  Inte- 
grationsproblemes.  Das  dann  noch  zu  erledigende  Integrationsgeschäft 
fösst  sich  nämlich  wiederum  auf  die  Integration  eines  vollstäadigen 
Systems  mit  bekannter  tiriippe  von  infinitesimalen  Transformationen 
zarUck  führen. 

Wenn  ein  System  von  Differentialgleichungen  vorliegt,  so  kann 
man  sich  ferner  die  aus  vielen  Gesichtspunkten  wichtige  Frage  vor- 
legen, ob  dasselbe  auf  eine  gegebene  typische  Form  redudert  werden  iann. 
Die  Frage  der  Möglichkeit  dieser  Zuriickführung  lüsst  sich  immer 
durch  die  allgemeine  Theorie  der  Differentialinvarianten  entscheiden. 
Ist  die  Reduction  möglich,  und  gestattet  dabei  die  typische  Form  eine 
endliche  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  so  kann  man 
die  wirkliche  Überftihruug  leisten,  sobald  raan  ein  gewisses  vollstän- 
diges System  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen integriert  hat.  Wieder  also  tritt  das  letztere  Problem  auch 
hier  in  den  Vordergrund. 

Schon  diese  Bemerkungen  genügen,  die  hervorragende  Wichtigkeit 
des  Problems  zu  zeigen,  ein  vorgelegtes  vollständiges  System  mit  be- 
kannter  Gruppe   von  infinitesimalen   Transformationen   zu   integrieren. 

Eine  Begründung  der  obigen  Bemerkungen  kann  freilich  hier 
nicht  gegeben  werden,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  voraus*). 

*)  Eine  ziemlich  cingofaeniJe  Integrationathcorie  eines  voll  b tun J  igen  Systems 
mit  bekannter  ftruppo  findet  aicb,    wie    schon    gelegentlich  bemerkt  wurile,   in 
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Schliesslich  sei  noch  Eines  hervorgehoben:  Bei  der  Ausfährubg 
der  von  uns  verwerteten  Integrationstheorien  spielten  die  zu  einer 
Gruppe  gehörigen  Differentialinvarianten  eine  vresentliche  Rolle.  Man 
wird  durch  ihre  Benutzung  zu  solchen  Integrationstheorien  geführt, 
welche  mit  der  Galois'schen  Bdiandlung  der  Auflösung  aJgdfraischGr 
Gleichungen  durchgehende  Analogien  darbieten.  Allerdings  müssen 
wir  uns  darauf  beschränken,  auch  dies  hier  nur  angedeutet  zu  haben. 
Eine  Begründung  dieser  Bemerkung  ist  hier  nicht  am  Platze. 

Bd.  25  der  Math.  Annalen.  Es  mag  aber  hier  erwähnt  werden,  data  die  dortige 
Darstellang  an  einer  Stelle  eine  kleine  Lücke  hat  nnd  an  einer  anderen  Stelle  einen 
Satz  verwertet,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  allerdings  zweifelhaft  ist.  In  den 
Berichten  der  Sachs.  Qesellsch.  d.  Wiss.  vom  Jahre  18S9  ist  jedoch  die  genannte 
Lücke  aujtgeffillt  und  der  fragliche  Satz  eliminiert  worden.  Die  früher  citiertc 
Bemerkung  des  Herrn  Vessiot  ermöglicht  es  überdies,  die  Hauptresultate  jeuer 
Abhandlung  in  einfacherer  Weise  abzuleiten. 


»»    — 


